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ПРЕДИСЛОВИЕ 


Эта книга написана на основе лекций, прочитанных автором на 
пр.отяжении ряда лет студентам высших технических учебных заве¬ 
дений различных специальностей, а также студентам-физикам. Ее 
содержание соответствует утвержденной в 1964 г. программе об¬ 
щего курса высшей математики для инженерно-технических специаль¬ 
ностей вузов. Некоторые менее существенные, по мнению автора, 
пункты из этой программы в книге опущены. С другой стороны, 
добавлен ряд вопросов, выходящих из указанной программы, но 
непосредственно примыкающих к ней. Для удобства читателя изло¬ 
жение этих вопросов напечатано мелким щрифтом; мелким щриф- 
том набраны также пункты, которые в указанной программе приве¬ 
дены как необязательные, и примеры. 

В Данном курсе автор стремился отобрать материал и преподнести 
его так, чтобы наряду с воспитанием необходимого «математического 
мировоззрения» по возможности облегчить дальнейшее применение 
математики к специа'льным дисциплинам. Формальная полнота фор¬ 
мулировок и доказательств при этом не являлась самоцелью, так 
как в приложениях математики эта формальная полцота часто не 
помогает делу и поэтому в прикладных работах обычно игнорирует¬ 
ся. Оговорки сделаны лишь постольку, поскольку они могут на 
текущем этапе изложения привести к ошибкам в «математическом 
мировоззрении» или в приложениях; совсем не учитывались факты и 
объекты, имеющие в настоящее время значение математических пато¬ 
логий. (Например, если упоминаются «все функции», то в их число 
никогда не включаются неизмеримые по Лебегу функции и даже 
всюду разрывная функция Дирихле и т. п.) Мы старались, мак¬ 
симально используя интуицию, показать смысл основных матема¬ 
тических понятий, убедительно объяснить причину основных мате¬ 
матических фактов (считая, что «доказательство» и должно быть 
таким обьяснением) и а возможно большей степени продемонстриро¬ 
вать работающий аппарат. При этом мы сознательно шли на огруб¬ 
ление формулировок и доказательств, применяя доказательство на 
частных случаях, ссылку на наглядность и т. п. Такой подход, как 
нам кажется, характерен для современной прикладной математики, 
основными задачами которой являются наиболее экономные по зат¬ 
раченным усилиям правильное качественное описание фактов и дове- 
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дение решения поставленной задачи до числа. (Этот подход прин¬ 
ципиально отличается от позиций «чистой» математики, которая во 
главу ставит логическую цельность рассмотрений и разрешает опи¬ 
раться лишь на полностью логически обоснованные положения.) 
Именно позиции прикладной математики, по мнению автора, должны 
определять характер преподавания математики инженерам и физи¬ 
кам; впрочем, преподаватель для этого должен хорошо ориентиро¬ 
ваться в обеих позициях. 

Эту общую установку (изложенную более подробно автор'ом в 
статье «Что такое прикладная математика?», журнал «Вестник 
высшей школы», 1967, № 4, стр. 74—80) пока еще трудно осу¬ 
ществить последовательно. Поэтому автор с благодарностью вос¬ 
примет любые советы и критические замечания читателей, как 
математиков, так и не математиков. 

Автор стремился сделать так, чтобы книгу можно было исполь¬ 
зовать как при прохождении курса в институте, так и при само¬ 
образовании. При помощи разбиения материала на небольніие параг¬ 
рафы и пункты мы старались добиться того, чтобы книгу можно 
было читать в том или ином объеме, не обязательно подряд, в 
зависимости от специальнО'Сти и потребностей. При этом имелось в 
виду дать возможность пользоваться этой книгой также и заочни¬ 
кам и тем, кто хочет (например, на базе когда-либо прослушан¬ 
ного курса высшей математики) познакомиться с той или иной ее 
главой. Для этой же цели в ряде мест указана дополнительная ли¬ 
тература, список которой приведен в конце книги; ссылки на этот 
список обозначаются номерами в квадратных скобках. В конце кни¬ 
ги приведен также подробный алфавитный указатель; с его помощью 
легко разыскать определение или разъяснение встретившегося непо¬ 
нятного термина. 

При систематическом прохождении курса в институтах материал, 
относящийся к аналитической геометрии и линейной алгебре, часто 
выделяется в отдельную дисциплину. Книга допускает такое выде¬ 
ление; при этом указанный материал составляет в точности содер¬ 
жание глав II, VI, VII, X и XI. 

Обращаем внимание читателя на способ нумерации, принятый в 
книге. В каждой главе параграфы, а также пункты и формулы нуме¬ 
руются подряд, начиная с первого номера. При ссылках номер теку¬ 
щей главы не упоминается: например, в тексте гл. IV выражение 
«формула (2)» означает «формула (2) гл. IV», а выражение «фор¬ 
мула (III. 2)» означает «формула (2) гл. III». 

Изучению теоретического материала должны сопутствовать упраж¬ 
нения. Здесь в значительной степени можно ориентироваться на 
известные сборники упражнений [2], [4], [25], [51]. Правда, неко¬ 
торые разделы прикладной математики в этих сборниках освещены 
недостаточно, так что было бы желательно провести работу по под¬ 
бору интересных и поучительных задач в этих азделах. 
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Книга может оказаться полезной читателям различных специаль¬ 
ностей, сталкивающимся с приложениями математики, не только ин¬ 
женерам, но и физикам и т. д. Конечно, современная прикладная 
математика содержит множество специальных разделов, значительно 
выходящих за рамки этого курса. Автор предполагает написать про¬ 
должение, содержащее дополнительные главы: теорию функций ком¬ 
плексного переменного, вариационное исчисление, основы математи¬ 
ческой физики, дополнительные вопросы теории обыкновенных 
дифференциальных уравнений и другие разделы. 

При подготовке второго издания книга была значительно пере¬ 
работана. Это вызвано было прежде всего изменением программы: 
так, в книгу включен ряд новых вопросов, в том числе новая глава 
по теории вероятностей, тогда как некоторые разделы выпущены. 
Кроме того, весь текст заново пересмотрен с учетом критических 
замечаний многих товарищей, в частности, замечаний, сделанных 
при обсуждении книги на заседании втузовской секции Московского 
математического общества. Некоторые места книги написаны или 
переработаны под влиянием идей и замечаний Л. М. Альтшулера, 
Я. Б. Зельдовича и Б. О. Солоноуца. Всем этим товарищам автор 
выражает свою признательность. 

19 апреля 1966 г. 

А Д. Мышкис 



ВВЕДЕНИЕ 


1. Предмет и происхождение математики. Числовые расчеты 
проникают во все области деятельности инженеров всевозможных 
специальностей, физиков, химиков и работников многих других 
профессий. В связи с развитием науки и техники приходится вы¬ 
водить и применять все более сложные законы, решать все более 
сложные задачи, проводить все более и более сложные подсчеты. 

Все эти расчеты основаны на математике, науке, которая по 
определению Ф. Энгельса «имеет своим объектом пространственные 
формы и количественные отношения действительного мира» ([32], 
стр. 37), числовые и геометрические соотношения в их всевозмож¬ 
ных проявлениях. Математика представляет собой значительный 
отдел в общей сумме человеческих знаний и приспособлена к 
обслуживанию самых разнообразных областей науки и практической 
деятельности. 

Все основные математические понятия возникли и развивались в 
соответствии с потребностями естествознания (физики, механики, 
астрономии и т. д.) и техники. Положение Энгельса о том, что 
«уже с самого начала возникновение и развитие наук обусловлено 
производством» ([32], стр. 500), полностью относится к математи¬ 
ке. Само название одного из основных отделов математики — «гео¬ 
метрия» (в переводе — измерение земли)—указывает на происхожде¬ 
ние этого отдела из потребностей практики. Энгельс так описывает 
последовательное развитие отдельных отраслей естествознания: 
«Сперва астрономия, которая уже из-за времен года абсолютно необ¬ 
ходима для пастушеских и земледельческих народов. Астрономия 
может развиваться только при помощи математики. Следовательно, 
приходилось заниматься и математикой, — Далее, на известной сту¬ 
пени развития земледелия и в известных странах (поднимание воды 
для орошения в Египте), а в особенности вместе с возникновением 
городов, крупных построек и развитием ремесла развивалась и ме¬ 
ханика. Вскоре она становится необходимой также для судоходст¬ 
ва и военного дела. — Она тоже нуждается в помощи математики и 
таким образом способствует ее развитию» ([32], стр. 500). И в 
другом месте: «Как и все другие науки, математика возникла из 
практических потребностей людей: из измерения площадей земель¬ 
ных участков и вместимости сосудов, из счисления времени и из 



16 


ВВЕДЕНИЕ 


механики .. чистая математика применяется впоследствии к миру, 
хотя она заимствована из этого самого мира и только выражает 
часть присущих ему форм связей, — и как раз только поэтому и 
может вообще применяться» ([32], стр. 37—38), 

Для решения более сложных задач потребовался более сложный 
математический аппарат (т. е математические правила, приемы, 
формулы и т п ), который привел, в частности, к возникновению 
высшей математики Поэтому не случайно основы высшей матема¬ 
тики были созданы в XVII—XVIII вв , т. е. в период начала разви¬ 
тия капиталистического производства, хотя элементы ее имелись, 
например, еще в трудах величайщего математика и механика Древ¬ 
ней Греции Архимеда (287—212 гг до н э ) В трудах ее основа¬ 
телей— выдающегося французского философа, физика, математика и 
физиолога Р Декарта (1596—1650), гениального английского физи¬ 
ка, механика, астронома и математика И Ньютона (1642—1727), 
немецкого ученого, великого математика и философа-идеалисга 
Г Лёйбница (1646—1716), великого математика, механика и физи¬ 
ка Л Эйлера (1707—1783) и многих других крупнейших ученых — 
целые отделы математики создаются для анализа явлений природы 
или для решения технических задач Как и в каждой науке, в 
математике практика явилась и является основным источником науч¬ 
ных открытий Другим основным источником служит «внутримате¬ 
матическая» потребность систематизации найденных фактов, выясне¬ 
ния их взаимосвязи и т п 

2. Значение математики и математических знаний. В настоя¬ 
щее время в естествознании и технике роль математики вообще и 
высшей математики в частности огромна и на гіаших глазах стреми¬ 
тельно возрастает На математике основаны все области физики, 
механики, многие отделы других естественных и ряда обществен¬ 
ных наук, все инженерные дисциплины, кроме чисто описательных, 
и т. д Расчет конструкции самолета или плотины гидроэлектро¬ 
станции, глубокий анализ процессов деформации металла, распрост¬ 
ранения радиоволн, диффузии нейтронов в атомном реакторе — все 
это сейчас совершенно невозможно без систематического примене¬ 
ния высшей математики 

Подтинным триумфом советской науки явился запуск первых в 
мире искусственных спутников Земли, космических ракет и кораблей, 
нет сомнения, что среди факторов, которые сделали возможным этот 
}спех, одним из первых явился высокий уровень развития расчет¬ 
ных методов в нашей стране Создание быстродействующих электрон¬ 
ных вычислительных машин и других математических автоматов еще 
более расширяет область непосредственного применения высшей ма¬ 
тематики и дает возможность проводить важнейшие расчеты там, 
где они раньше были бы немыслимы Это относится, в частности, к 
таким областям экономики и организации производства, как разра¬ 
ботка оптимальных (наилучших) планов размещения капиталовложе- 
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ний, планов строительства, производства и перевозок, руководство 
технологическими процессами, диспетчерская служба, где примене¬ 
ние современных вычислительных средств уже сейчас приносит еже¬ 
годную экономию, исчисляемую в десятках миллионов рублей. В по¬ 
следние годы математика начала эффективно применяться в таких, 
казалось бы, далеких от нее науках, как биология, языкознание, 
медицина, география и т. д. Блестяще подтверждается мысль Марк¬ 
са о том, что наука только тогда достигает совершенства, когда 
ей удается пользоваться математикой. 

Именно поэтому к математическому образованию инженера предъ¬ 
являются сейчас очень высокие требования он должен твердо знать 
необходимые положения высшей математики и уметь применять их, 
когда это требуется. Тогда она превратится для него в мощный 
инструмент, значительно помогающий ему в его деятельности 

Выдающийся русский ученый — математик, механик и корабле¬ 
строитель, академик А. Н Крылов (1863—1945) в статье «Значе¬ 
ние математики для кораблестроения» писал, что математика для 
инженера «есть инструмент такой же, как штангель, зубило, ручник, 
напильник для слесаря... Инженер должен по своей специальности 
уметь владеть своим инструментом, но он вовсе не должен уметь 
его делать . слесарь не должен уметь сам насекать напилъник, но 
должен выбрать тот напильник, который ему надо». 

А. Н. Крылов сравнивает математика с инструментальщиком, ко¬ 
торый готовит на склад всевозможные инструменты—от тяжелого 
молота до микроскопа Инженер, вошедший в этот склад, поража¬ 
ется обилием и разнообразием накопленного за тысячелетия мате¬ 
риала Присмотревшись же ближе, « он среди этого бесчисленного 
разнообразия заметит ряд, видимо, издавна систематически подобран¬ 
ных ассортиментов, остающихся почти неизменными в течение 150 
лет, к тому же кладовщик ему подскажет, что их так часто тре¬ 
буют, что и не напасешься, а за остальным заходят лишь знато¬ 
ки— мастера и любители. 

Не отнестись ли ему с доверием к этим, еще издавна великими 
мастерами подобранным ассортиментам и не следует ли ему восполь¬ 
зоваться этими готовыми и десятилетиями, если не столетиями, 
испытанными инструментами и научиться ими правильно и искусно 
владеть, а затем уже, когда он сам станет знатоком и мастером, 
порыться и в остальных сокровищах и попытаться извлечь из них 
именно то, что ему надо . 

Так вот эти систематические ассортименты — это те курсы, кото¬ 
рые вам читают, и те руководства, изучение которых вам реко¬ 
мендуют, а кладовщики и инструментальщики — это те профессора 
и руководители, которые вас обучают Может быть, они сами и не 
инженеры, но зато они хорошо знают и хорошо владеют вверенным 
инструментом, склад свой они изучили и знают, где и что в нем 
можно найти». 
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К этому следует добавить, что за последние годы набор таких 
«инструментов», применяемых в современной технике, чрезвычайно 
расширился и многое из того, чем недавно пользовались лишь мас¬ 
тера, получило весьма широкое распространение. Это особенно отно- 
сится к наиболее передовым областям техники, а также к современ¬ 
ным физике, механике и т. п., где требования во владении отдель¬ 
ными разделами математики к специалистам бывают не ниже, чем к 
математикам. 

Надо иметь в виду также, что как огромная часть научно-техни¬ 
ческой литературы, так и значительная доля специальных предме¬ 
тов насыщены приемами и формулами высшей математики. Если ею 
владеть слабо, то приходится тратить значительные усилия на то, 
чтобы разобраться во всех этих формулах, и при этом часто быва¬ 
ет, что основные положения изучаемого вопроса остаются в стороне. 
Надо владеть математикой настолько, чтобы, говоря несколько об¬ 
разно, перестать ее замечать; а это достигается только на доста¬ 
точно высокой стадии математического развития. Более того, сво¬ 
бодное владение основными математическими понятиями приводит 
к более глубокому пониманию целого ряда специальных вопросов 
(колебания, движения сплошных сред и т. д.). «Математика очами 
физическими по справедливости называться может» (М. В. Ломо¬ 
носов, «Слово о пользе химии»). 

3. Абстрактность. Математика не является инженерной дисцип¬ 
линой, и ее втузовский курс должен не излагать какие-либо техни¬ 
ческие вопросы, а дать будущему инженеру или научному работнику 
необходимое математическое развитие. Поэтому временами материал, 
рассматриваемый в курсе высшей математики, кажется студенту 
«слишком абстрактным». Однако абстрактность в математике необ¬ 
ходима: она порождается не тем, что математика мало связана с 
практической деятельностью, а, наоборот, тем, что она приспособ¬ 
лена к самым разнообразным видам этой деятельности. Так, выяснив 
в геометрии, чему равен объем «абстрактного» цилиндра, мы можем 
легко найти объем любого конкретного цилиндра, является ли он 
деталью механизма, колонной или частью пространства, занятой 
электрическим полем. Аналогично в курсе высшей математики от¬ 
дельные применения ее законов рассматриваются в качестве приме¬ 
ров; сами же эти законы формулируются в «чистом» виде, без не¬ 
посредственной связи с каким-либо определенным видом практической 
деятельности или с какой-либо естественнонаучной или технической 
дисциплиной (хотя мы отбирали именно те математические вопросы, 
которые или сами непосредственно применяются, или же необходи¬ 
мы для правильного понимания таковых). 

Ф. Энгельс по поводу абстрактности математики писал: «Как 
понятие числа, так и понятие фигуры заимствованы исключительно 
из внешнего мира, а не возникли в голове из чистого мышления. 
Должны были существовать вещи, имеющие определенную форму. 
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и эти формы должны были подвергаться сравнению, прежде чем 
можно было прийти к понятию фигуры... Но чтобы быть в состоя¬ 
нии исследовать эти формы и отношения в чистом виде, необхо¬ 
димо совершенно отделить их от их содержания, оставить это по¬ 
следнее в стороне как нечто безразличное; таким путем мы получаем 
точки, лишенные измерений, линии, лишенные толщины и ширины, 
разные а ѵі Ъ, X ѵі у, постоянные и переменные величины» ([32], стр. 37). 

Таким образом, математика изучает «чистые», «идеальные» (схе¬ 
матизированные) формы, связи, процессы и т. п., которые лишь 
приближенно реализуются в действительности: например, реальный 
цилиндр никогда не является точным математическим цилиндром. 
Здесь особенно ярко проявляется черта, свойственная всякому по¬ 
знанию; из бесконечного многообразия свойств, характеризующих 
тот или иной реальный объект, процесс и т. п., выбирать и рас¬ 
сматривать лишь небольшое число свойств, отвлекаясь {абстраги^ 
руясь) от остальных, как от несущественных в данном рассмотрении. 
Однако в некоторых случаях бывает так, что предположения (до¬ 
пущения, гипотезы) о несущественности этих остальных свойств не 
оправдываются, и тогда вывод, полученный математически, может 
прийти в противоречие с действительностью; об этой роли допу¬ 
щений всегда надо помнить при применении математики. 

«Чистота» рассматриваемых форм и связей в математике, как ни 
в какой другой науке, влечет за собой особенно большое значение 
логических выводов, которое хорошо известно уже из курса элементар¬ 
ной математики. Так и в высшей математике утверждения должны 
доводиться до полной ясности и надлежащим образом обосно¬ 
вываться, чтобы на них можно было без опасения опираться как 
на объективные (не зависящие от нас) истины, правильно отобра¬ 
жающие действительность. Конечно, выводы, сделанные на основе 
экспериментов, наблюдений и аналогий, встречаются и в математике, 
причем в высшей математике не так уж редко, однако все же су¬ 
щественно реже, чем в других науках. 

В математике даже существует известная тенденция выводить 
все положения чисто логически из немногих отправных утвержде¬ 
ний — аксиом; это — так называемый дедуктивный метод. В нашем кур¬ 
се, предназначенном для прикладников, мы не всегда будем пункту¬ 
ально придерживаться этого метода, и тем, кто сочтет то или иное 
рассуждение не вполне совершенным с точки зрения логики, заин¬ 
тересуется исключениями из общих правил и вообще захочет более 
глубоко овладеть материалом, следует обратиться к курсам, написан¬ 
ным для математиков, например, [48]. Чтобы посмотреть на один и 
тот же вопрос с разных сторон, полезно привлечь также другие 
втузовские курсы ([5], [19], [38], [43]), из которых мы особенно 
рекомендуем книгу А. Ф. Берманта. 

4. Характерные черты высшей математики. Резкую грань меж¬ 
ду математикой элементарной, изучаемой в основном в с едней 
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школе, и математикой высшей, изучаемой в высшей школе, провести 
невозможно. Сейчас разделение математики на элементарную и выс¬ 
шую весьма условно и определяется не научными причинами, не тем, 
что это действительно различные области математики, а в значи¬ 
тельной степени историческими причинами, тем, что «элементарная 
математика» и «высшая математика» (в обиходном понимании) возникли 
в разные эпохи, имеют разный объем и изучаются в разных типах 
школ. Тем не менее можно отметить несколько черт, характерных 
для высшей математики (взятой, например, в объеме нашего курса). 

Одной из отличительных черт высшей математики является уни¬ 
версальность, общность ее методов. Рассмотрим, например, задачу 
о вычислении объемов тел. Элементарная математика дает формулы 
для вычисления объемов призмы, пирамиды, конуса, цилиндра, шара 
и некоторых других простых тел. Для вывода каждой из этих формул 
требовалось отдельное рассуждение, иногда довольно сложное. В выс¬ 
шей же математике даются единые формулы для объема любого тела, 
для длины любой линии, площади любой поверхности и т. п. В ка¬ 
честве другого примера рассмотрим задачу о движении точки, на 
которую действуют заданные силы. В школьном курсе физики рас¬ 
сматриваются только равномерное прямолинейное, равноускоренное 
(или равнозамедленное) прямолинейное и равномерное круговое дви¬ 
жения, и при помощи средств элементарной математики исследовать 
другие виды движений затруднительно. Методы же высшей матема¬ 
тики дают возможность исследовать любые виды движений, которые 
могут встретиться на практике. 

В связи с указанной чертой находится и другая характерная 
черта высшей математики — систематическое рассмотрение перемен¬ 
ных величин. При исследовании процессов, объектов средствами 
элементарной математики обычно важнейшие факторы — скорости или 
ускорения, плотности, массы, силы и т. п. — считаются постоянными, 
да и то при этом исследование удается провести лишь в особенно 
простых случаях. Если же указанные величины меняются сущест¬ 
венно (как это часто бывает) и их никак нельзя принять за посто¬ 
янные, то чаще всего и применяется высшая математика. 

Ф. Энгельс писал: «Лишь дифференциальное исчисление дает 
естествознанию возможность изображать математически не только 
состояния, но и процессы: движение» ([32], стр. 587). А дифферен¬ 
циальное исчисление является одним из первых разделов высшей 
математики, в котором решаются разнообразные задачи, связанные 
в основном с изучением зависимости одних величин от изменения 
других. Так как величины и зависимости между ними могут быть 
самые разнообразные (ускорения, скорости и пути; плотности, массы 
и силы и т. п.), то дифференциальное исчисление широко проникает 
во всевозможные естественные и технические науки. 

Третьей характерной чертой высшей математики являются тесная 
взаимосвязь ее различных разделов и систематическое объединение 
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вычислительных, аналитических (формульных) и геометрических ме¬ 
тодов (в отличие от элементарной математики, где связь алгебры с 
геометрией была довольно эпизодической). На основе метода коор¬ 
динат геометрические задачи приводятся к решению алгебраических 
уравнений, графики применяются для иллюстрации зависимосіи меж¬ 
ду переменными величинами, аналитические методы интегрального 
исчисления — для вычисления площадей и объемов и т. д. 

5. Замечания о развитии математики. Некоторые историчес¬ 
кие сведения мы будем сообщать в течение курса по мере изло¬ 
жения материала. Однако и здесь следует сделать несколько ввод¬ 
ных замечаний, которые полезно иметь в виду. Значительная часть 
«общих» отделов высшей математики, составляющих основу обяза¬ 
тельной программы для инженеров многих специальностей, — метод 
координат, дифференциальное и интегральное исчисления и т. д. — 
была создана в XVII —XVIII вв. Эта весьма важная часть применя¬ 
ется и потому излагается сейчас примерно в таком виде, какой она 
приняла после работ Л. Эйлера. В XIX и XX вв. математика про¬ 
должала бурно развиваться, было создано большое число «специ¬ 
альных» отделов, изучаемых сейчас в зависимости от специальности; 
кроме того, в этот период старые отделы получили более полное 
логическое обоснование и приняли тот вид, в котором они сейчас 
излагаются для математиков. 

Математика создавалась и создается усилиями ученых многих 
стран. Значительный труд в это дело вложили и наши отечествен¬ 
ные ученые. В «специальных» отделах, особенно самых современных, 
их роль огромна и очевидна как в теории, так и в ее приложениях. 
В более же старых отделах, созданных в своей основе до прочного 
и постоянного обоснования русской математической школы на миро¬ 
вой арене (которое начинается примерно с двадцатых годов XIX в.), 
имена этих ученых, естественно, встречаются реже. Однако непре¬ 
менно надо отметить Л. Эйлера, швейцарца по происхождению, ббль- 
шая часть научной деятельности которого протекала в стенах 
Петербургской Академии наук и большая часть научных трудов 
которого (473 из 865!) была напечатана впервые в изданиях этой 
Академии. (Эйлер и умер в Петербурге; прах его находится в 
ленинградском некрополе.) Его выдающиеся результаты в самых 
разнообразных отделах математики, механики, физики и других наук 
лежат в самой основе этих отделов. 

После Л. Эйлера крупнейшим в России был великий математик, 
создатель неевклидовой геометрии, мыслитель-материалист Н. И. Лоба¬ 
чевский (1792— 1856). Он впервые детально показал, что евклидова 
геометрия (которую мы изучаем в школах) не является единственно 
возможной, и построил новую, неевклидову геометрию, которую 
теперь называют геометрией Лобачевского. Это открытие имело ог¬ 
ромное философское значение, а кроме того, знаменовало переход 
всей математики к ее новому виду, харакіерному для современного 
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периода, когда большое внимание уделяется точным логическим выво¬ 
дам, анализу аксиом и т. д. Отметим, что, согласно общей теории 
относительности, физическое пространство является евклидовым лишь 
приближенно, хотя его «неевклидовость» и не совсем такова, как 
представлял себе Н. И. Лобачевский. Лобачевскому принадлежат 
также важные работы и в других областях математики; кроме того, 
он был выдающимся общественным деятелем. От Лобачевского ведет 
начало развитие математики в Казани. 

Интенсивное и постоянное развитие математики в Петербурге 
началось работами выдающегося математика, одного из основателей 
петербургской математической школы, академика М. В. Остроградс¬ 
кого (1801—1862). Однако подлинным создателем этой школы — 
коллектива ученых, имевшего и имеющего мировое значение, был 
великий русский математик и механик, академик П. Л. Чебышёв 
(1821—1894). Он был автором весьма важных результатов в раз¬ 
личных отделах математики и ее приложений к теории механизмов, 
к картографии и т. д. Для его творчества характерно очень верное 
высказывание, которое он сделал в статье «Черчение географичес¬ 
ких карт»: «Сближение теории с практикой дает самые благотворные 
результаты и не одна только практика от этого выигрывает; сами 
науки развиваются под влиянием ее; она открывает им новые пред¬ 
меты для исследования или новые стороны в предметах, давно иссле¬ 
дованных... наука находит себе верного руководителя в практике». 

Виднейшими представителями петербургской математической шко¬ 
лы были, в частности, ученики П. Л. Чебышёва — выдающийся мате¬ 
матик, академик А. А. Марков (1856—1922) и выдающийся мате¬ 
матик и механик, академик А. М. Ляпунов (1857—1918). Бессмерт¬ 
ной заслугой первого является создание теории случайных процес¬ 
сов, а второго — теории устойчивости движения; оба эти отдела 
математики интенсивно развиваются и сейчас и имеют большое 
прикладное значение. 

Во второй половине XIX в. и позже математика начинает раз¬ 
виваться в Киеве, Москве, Одессе, Харькове и других центрах страны. 

6. Математика в Советском Союзе. Уже в дореволюционной 
России трудами отдельных ученых математика была поставлена на 
высокий уровень, был достигнут ряд выдающихся результатов, зало¬ 
жены здоровые традиции. Однако подлинный расцвет математики 
наступил у нас после Великой Октябрьской социалистической рево¬ 
люции, что, конечно, объясняется коренными сдвигами в экономике и 
культуре нашего народа. Вместе с развитием прогрессивных черт 
науки дореволюционного периода математика в Советском Союзе 
приобрела ряд новых характерных особенностей. 

Прежде всего несравненно увеличилось число творчески работа¬ 
ющих математиков, объединенных в многочисленные коллективы на 
базе научно-исследовательских и учебных институтов. У нас сей¬ 
час имеются десятки выдающихся математиков; это — академики 
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А. Д. Александров, П. С. Александров, С. Н. Бернштейн, Н, Н. Бо¬ 
голюбов, И. Н. Векуа, И. М. Виноградов, В, М. Глушков, Л. В. Кан¬ 
торович, М. В. Келдыш, А. Н. Колмогоров, М. А. Лаврентьев, 
Ю. В. Линник, А. И. Мальцев, Н. И. Мусхелишвили, П. С. Нови¬ 
ков, И. Г. Петровский, Л. С. Понтрягин, В. И. Смирнов, С. Л. Собо¬ 
лев и А, Н, Тихонов, а также многие другие ученые, трудами 
которых наша страна по развитию математики выведена на одно из 
первых мест в мире. Ими получены результаты первостепенного 
значения во всех актуальных областях математики (а не только в 
избранных областях, как это было ранее). Математические коллек¬ 
тивы создаются и укрепляются по всей территории Советского Со¬ 
юза, как в старых математических центрах, указанных ранее, так и в 
новых — в Баку, Вильнюсе, Воронеже, Горьком, Ереване, Львове, 
Минске, Новосибирске, Ростове, Саратове, Свердловске, Ташкенте, 
Тбилиси и других городах. Значительно возросло издание математи¬ 
ческой литературы — научной и учебной, отечественной и переводной. 

Резко усилилась связь математики с другими науками (особенно, 
с физикой, механикой и т. д.), с техникой и народным хозяйст¬ 
вом, что оказывается плодотворным как для математики, так и для 
областей, в которых она применяется. Многие математики решают 
прикладные задачи и развивают теоретические вопросы, необходи¬ 
мые для этого решения; этому немало должно также способствовать 
создание многочисленных вычислительных центров, оборудованных 
современной техникой. С другой стороны, многие физики, механики, 
специалисты в области технических наук и другие ученые развива¬ 
ют важные для них отделы математики и виртуозно применяют их в 
своей специальности. Так, образец органического объединения мате¬ 
матики и ее приложений и вообще теории и практики показали вели¬ 
кий русский ученый, основоположник современной аэро- и гидромеха¬ 
ники Н, Е. Жуковский (1847—1921), которого В, И. Ленин назвал 
«отцом русской авиации», А. Н. Крылов, выдающийся советский 
ученый в области теоретической механики, аэро- и гидромеханики, 
академик С. А. Чаплыгин (1869—1942), а также ряд других ученых. 

Весьма важной стороной является также распространение мате¬ 
матики вширь, что связано с улучшением качества среднего и выс¬ 
шего образования, со значительным расширением контингента обу¬ 
чающихся и преподавателей, с глубоким проникновением математи¬ 
ческих методов в инженерную деятельность, в физику, механику и 
т. д. Нет сомнения, что этот процесс овладения математикой многими 
людьми продолжится еще далее, а роль математики во всей нашей 
жизни еще более усилится. 
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ВЕЛИЧИНА И ФУНКЦИЯ 


§ 1. Величина 

1. Понятие величины. Понятие величины настолько широко и 
всеобъемлюще, что ему трудно дать точное определение. Массы, 
давления, работы, заряды, длины и объемы, целые и дробные чис¬ 
ла— все это примеры величин. На первой стадии величиной можно 
считать то, что, выраженное в определенных единицах (например, 
масса—в граммах или тоннах и т. п.), характеризуется своим числен¬ 
ным значением. Так, площадь круга является величиной, поскольку 
она, выраженная, например, в квадратных сантиметрах, полностью 
характеризуется своим численным значением (5, л ит. п.); сам круг, 
конечно, не является величиной, так как для него характерна опре¬ 
деленная форма, которая не выражается каким-либо числом. 

За последние годы многие понятия, ранее воспринимавшиеся 
лишь качественно (такие, например, как эффективность, количество 
информации и даже степень правдоподобия), «повышеньгв должности» 
и переведены в разряд величин. Каждый такой перевод является 
радостным событием, так как он дает возможность применить к 
указанным понятиям количественный математический анализ, что 
часто оказывается очень эффективным. 

2. Размерность величины. Размерностью величины назы¬ 
вается та единица, через которую эта величина выражена. Так, раз¬ 
мерностью массы обычно служит грамм или килограмм; размер¬ 
ностью площади — квадратный сантиметр или квадратный метр и 
т. п. Размерность обозначается квадратными скобками; например, 
если М —масса, 5—площадь, то в международной системе еди¬ 
ниц [М] = кг (т. е. килограмм), [5] ~м^ (т. е, квадратный метр). 

Обычно размерности некоторых величин принимаются за ос¬ 
новные, а размерности остальных величин выражаются через эти 
основные. Так, в механике в международной системе единиц размер¬ 
ности длині,! (лі), массы {кг) и времени {сек) считаются основными; 
через них выражаются, например, размерности скорости (лі/сек) 
или силы {кг- місек^). 

Складывать или вычитать можно только величины одинаковой 
размерности, причем размерность суммы такая же, как раз¬ 
мерность слагаемых. Множить или делить друг на друга можно ве¬ 
личины любой размерности; при умножении {или делении) вели¬ 
чин их размерности тоже множатся или соответственно делятся). 
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§ 11 

Часто рассматриваются величины безразмерные («отвлеченные»). 
Так, отношение двух величин одинаковой размерности является без^ 
размерным. Численное значение величины, которое является отно¬ 
шением этой величины к ее выбранной единице, также безразмерно; 
например, численным значением массы в5 /сг служит «безразмерная 
масса» 5. Безразмерную массу можно получить также, взяв отноше¬ 
ние изучаемой массы к некоторой характерной в рассматриваемом 
процессе массе (хорошо известной и принимаемой в данном процессе 
за эталон для сравнения). Подобным образом вводятся безразмерные 
длина, время и т. п. 

В курсе математики величины обычно считаются безразмерными. 
Безразмерная величина полностью характеризуется своим численным 
значением, ее «единицей» служит число 1. 

3. Постоянные и переменные величины. Величина^ участвую^ 
щая в некотором рассмотрении, может либо принимать различные 
значения, либо принимать одно определенное значение', в первом 
случае она называется переменной величиной, а во втором — посто^ 
янной (константой). Так, при рассмотрении воды в бассейне давле¬ 
ние в различных точках есть величина переменная, оно зависит от 
места замера, тогда как плотность в разных точках можно с дос¬ 
таточной точностью считать величиной постоянной. Другой пример: 
при рассмотрении процесса сжатия определенной порции газа при 
постоянной температуре давление и объем будут величинами пере¬ 
менными, а масса и температура — постоянными. Впрочем, надо иметь 
в виду, что в любом реальном процессе и эти две последние вели¬ 
чины несколько меняются, и только если это изменение незначитель¬ 
но и несущественно для остального, можно условно, схематизируя 
процесс, принять их за постоянные. И в других случаях постоян¬ 
ство тех или иных величин обычно является лишь условным; об 
этом надо время от времени вспоминать, так как если считать пос¬ 
тоянной величину, изменение которой невелико, но существенно для 
рассмотрения, то можно прийти к ошибочным выводам (что неод¬ 
нократно бывало). 

Величина, постоянная в одном рассмотрении, может в другом 
аналогичном (похожем) рассмотрении принимать другое значение 
или даже быть переменной. Такие постоянные величины называются 
параметрами данного рассмотрения; они являются его характеристи¬ 
ками. Так, в процессе изотермического сжатия газа масса ц темпе¬ 
ратура служат параметрами. При выборе электрической лампочки 
ее параметрами служат сопротивление, напряжение в сети, на кото¬ 
рое она рассчитана, и потребляемая мощность. Конечно, здесь име¬ 
ются и другие параметры, которые иногда приходится принимать 
во внимание (например, габариты), но обычно именно эти считаются 
основными; и в других случаях важно уметь выделить из всевоз¬ 
можных параметров, характеризую'щих тот или иной объект или 
процесс, основные, наиболее важные параметры. 
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4. Числовая ось. Логарифмическая линейка. Величины можно 
наглядно изображать при помощи числовой оси. Чаще всего приме¬ 
няется прямолинейная ось с равномерной шкалой. Для ее построе¬ 
ния надо выбрать прямую линию, а на ней — начало отсчета, кото¬ 
рое обычно обозначается буквой О. Затем надо на этой прямой 
выбрать одно из двух направлений за положительное (это направ- 


1 сек ление обозначается стрел- 

/іі О М кой; рис. 1) и принять не- 

--1п1111111Ж+Ж+н ?11111111 іі I і IV1111Л11111111И который отрезок за единицу 

^ ^ масштаба. Откладывая этот 

Рлс. 1. отрезок от начала отсчета 

в обоих направлениях, по¬ 
лучим точки, отвечающие целым численным значениям рассмат¬ 
риваемой величины. Между этими «целыми точками» располо¬ 
жены точки, отвечающие нецелым значениям — дробным рациональ¬ 
ным ^например, —2,03 и т. п.^ и иррациональным ^т. е. не- 


V 2-Ь1 

рациональным, например —о- 


л; и т. п. 


Если рассмат¬ 


риваемая величина размерная (именованная), то и отрезок, принятый 
за единицу, получает соответствующее наименование: например, на 
рис. 1 на оси изображаются численные значения времени і, выра¬ 
женного в секундах; там же изображены точки N [і =—1 сек), 
О{і — 0 сек), М{і~\,37 сек). 

Каждому значению величины отвечает некоторая точка на оси, и, 
наоборот, каждая точка на оси соответствует некоторому значению 
этой величины. (Здесь и далее имеются в виду, конечно, лишь ве¬ 
личины, принимающие веществен¬ 
ные, т. е. действительные значе- .. л- 

ния; о том, как изображаются ком- ЮО 100,01100,0210003100,04Ю0,051 см 
плексные величины, мы поговорим 

в п. ѴІІІ. 1.) Поэтому часто зна- Рис. 2. 

чения величины и изображающие 

точки как бы отождествляются, и говорят просто: дана точка ^ = 
= 1,37 сек и т. п. 

Если величина переменная, то она изображается точкой, которая 
может занимать на оси различные положения (например, которая 
перемещается с течением времени); такая точка называется текуи^ей. 
Постоянной величине отвечает точка, не меняющая своего поло¬ 
жения. 

На практике начало отсчета и единицу масштаба выбирают так, 
чтобы наилучшим образом изобразить диапазон (промежуток) изме¬ 
нения рассматриваемой величины; при этом часто бывает, что само 
начало на рисунок не попадает, так как изображается, конечно, 
лишь часть оси. Например, на рис. 2 изображена ось значений дли¬ 
ны стержня при его нагревании. 
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Иногда бывает удобно применять неравномерные шкалы. Так, 
часто применяется логарифмическая шкала (рис. 3), в которой 
число л >» 1 изображается точкой, полученной откладыванием от некото¬ 
рой выбранной точки А в положительном направлении отрезка длины 
к\^п, где й —некоторый выбранный коэффициент пропорциональности. 
Положительные числа п < 1 получаются на логарифмической шкале 
откладыванием от А отрезка к\\%п\ в отрицательном направлении, 
так как для таких п будет 1§га<С!0. 


4 

/ 


ч—1—1— 1_+- 

5 6 7 8 9 


Рис. 3. 


Логарифмическая шкала применена, в частности, в логарифмичес¬ 
кой линейке. Чтобы понять принцип ее действия, допустим, что 
две одинаковые логарифмические шкалы, одна из которых нанесена 
на корпус линейки, а другая на ее движок, сдвинутц друг относи¬ 
тельно друга (рис. 4). Пусть при этом какие-то отметки а и Ь иг. 


а' 




Ь’ Ддижок 

3 ^ 5 6 7 8 9 10 


ь 


^ Корпус 


Рис. 4. 


нижней шкале совпали с соответствующими отметками а и Ь иг 
верхней шкале. Тогда, исходя из равенства длин заштрихованных 
отрезков, получим 

к\^Ь — к\^а= к\^Ь^ — к\^а', 
откуда после простых преобразований (проверьте!) 

( 1 ) 

а а 

Задавая три из величин а, Ь, а\ Ь', мы сможем на линейке прочи¬ 
тать значение четвертой из них, удовлетворяющей соотношению (1). 

1 иг ^ 

Например, если взять а==1, мы получим Ь = ао или а —р-. 

Значит, чтобы найти произведение заданных чисел а и Ы, надо 
отметку 1 на движке совместить с отметкой а на корпусе, после 
чего против отметки Ъ' на движке прочитать на корпусе зна¬ 
чение произведения. (А как найти частное заданных чисел?) Иногда 
удобнее полагать не а'=\, а сдвигая движок, не направо 

относительно корпуса, а налево. Логарифмическая линейка, создан¬ 
ная в XVII в., сейчас вошла в широкий обиход и значительно 
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облегчает жизнь огромному числу техников, инженеров, физиков и 
т. д. С помощью дополнительных шкал на ней можно производить 
ряд дополнительных действий, в том числе извлечение корня, воз¬ 
ведение в степень, триіонометрические вычисления, логарифмирова¬ 
ние и потенцирование, решение различных уравнений и т. д. Име¬ 
ется ряд руководств по работе на логарифмической линейке, из 
которых наиболее известны книжки [37], [42]. 

В некоторых случаях применяются также криволинейные шкалы 
(см., например, п. IX. 1). Однако мы в нашем курсе будем всегда, 
если не оговорено иное, для изображения величин пользоваться 
прямолинейными осями и равномерными шкалами. 

5. Характеристики переменных величин. Переменная величина^ 
которая принимает сплошь все числовые значения или все значения, 
заключенные между некоторыми границами, называется непрерывной. 
В противоположность этому величина, принимающая отдельные, 
^оторванные» друг от друга значения, называется дискретной. 

Совокупность тех значений, которые может принимать данная 
переменная величина, принято называть областью изменения этой 
величины. Для указания этой области полезно ввести понятие ин¬ 
тервала, 

Конечным {ограниченным) интервалом называется совокупность 
всех чисел, заключенных между какими-либо двумя данными числа¬ 
ми а и Ь, которые называются концами этого интервала. При этом 
сами концы а Ь или причисляются к интервалу, или нет, о чем 
иногда необходимо указывать. Тогда говорят соответственно о зам¬ 
кнутом интервале (если концы к нему причисляются) или об от¬ 
крытом (в противном случае). На числовой оси конечные интервалы 
изображаются отрезками. 

Интервалы также могут быть неограниченными {бесконечными) 
с одной стороны или с обеих сторон. Например, если величина л: 
может принимать любые значения, ббльшие некоторого постоянного 
числа а, то область изменения величины можно записать неравенст¬ 
вами а<іх<іоо. Эта область представляет собой неограниченный 
интервал; этх)т интервал, конечно, не имеет правого конца, однако 
условно говорят, что в данном случае правый конец находится на 
бесконечности. Про такой интервал говорят, что он неограничен 
сверху, так как возрастание величины ассоциируется (связывается 
в обычном представлении) с ее «повышением»; если ось л: проходит 
слева направо, то интервал а <С х <С оо можно также назвать нео¬ 
граниченным справа. Интервалом, неограниченным с обеих сторон, яв¬ 
ляется совокупность всех чисел (геометрически — вся числовая ось). 

Областью изменения непрерывной величины служит интервал или 
совокупность некоторого числа интервалов. Например, если тре¬ 
угольник деформируется всевозможными способами, то угол А 
будет непрерывной переменной величиной, областью изменения кото¬ 
рой будет интервал 0<С^Л<СЛ) если брать численное значение 
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угла, выраженного в радианной мере; областью изменения площади ^ 
будет интервал 0<С«5’<Соо (конечно, и здесь имеется в виду чис¬ 
ленное значение площади в определенных единицах, о чем мы впредь 
не будем все время упоминать). Областью изменения дискретной 
величины служит совокупность конечного или бесконечного коли¬ 
чества отдельных чисел или, как говорят геометрически, отдельных 
точек (но не целых интервалов). Например, какой-либо номер может 
принимать значения 1 , 2 , он будет дискретной переменной ве¬ 

личиной. 

Если переменная величина в некотором процессе меняется все 
время в одном направлении, т. е. все время возрастает или все 
время убывает, она называется 

монотонной. Точка, изобража- \х\<1і \х-а\-^}і 

ющая монотонную величину ^ ^ О ^ ^ ^ 

на числовой оси, движется все ^. у////,^г/////^ -^ 

время в одну и ту же сторону, -іі О Н а-И а а+іі 

Чтобы не рассматривать по- 5 ^ 

стоянные величины отдельно, 

можно считать постоянную величину частным случаем переменной, 
которая в силу каких-то причин все время принимает одно и то же значе¬ 
ние (ведь и в механике состояние покоя считается частным случаем 
движения), В этом случае область изменения состоит всего лишь 
из одной точки. 

Величина называется ограниченной сверху (или справа), если в 
процессе своего изменения она все время остается меньше некоторой 
постоянной величины. Аналогично определяется ограниченность снизу 
(или слева). Величина, ограниченная сверху и снизу, называется 
просто ограниченной. 

При исследовании величин часто применяется понятие абсолют¬ 
ного значения величины. Как известно из средней школы, это по¬ 
нятие определяется так: 

|а| = а, если а^О; \а\— — а, если а < 0 . 

Например, |5| = 5; )0| = 0; \ — 5|=5 [т. е. | — 5|=—(— 5)]. 

Абсолютные значения имеют следующие простые свойства: 

I а^ I ^ ( а I і ^ I , причем это неравенство является строгим, если 
а п Ь имеют противоположные знаки, в противном же случае обра¬ 
щается в равенство; 

\аЬ\ = \а \ • \ Ь\-, Ѵа^ = \а\. 

Забвение последней формулы, которой в средней школе уделяется 
недостаточное внимание, служит постоянным источником ошибок. 

Значение \а — Ь\^\Ь — а\ равно расстоянию между точками а 
и Ь на числовой оси. Неравенство 1х!<С.Н определяет интервал 
•—На хаН, 3 неравенство \х — а | <; Н — интервал —Н < лг — ааН, 
т, е. а — Наха а.-\' Н (на рис. 5 эти интервалы заштрихованы). 
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§ 2 . приближенные значения величины 

6. Понятие приближенного значения. Обычно говорить об аб¬ 
солютно точном численном значении физической величины невоз¬ 
можно, Например, мы никогда не можем знать длину какого-либо 
реального тела абсолютно точно. Это происходит не только из-за 
несовершенства измерения, но также и из-за несовершенства формы 
самого тела, в результате чего невозможно указать точно, от какой 
точки и до какой надо производить отсчет (а если вспомнить, что 
тело состоит из молекул, которые все время движутся, то положе¬ 
ние еіце осложнится). Более того, в громадном большинстве случаев 
указание длины с чрезмерно большой степенью точности нецеле¬ 
сообразно, даже если оно возможно при современном уровне изме¬ 
рительной техники. Например, при обмере или проектировании жи¬ 
лого дома было бы нелепо указывать размеры с точностью до сотых 
долей миллиметра. То же можно сказать о массах, давлениях и 
т, п. Поэтому численные значения почти всех величин в физике и 
технике (например, всех непрерывных величин) задаются прибли¬ 
женно. 

Математические действия над приближенными значениями вели¬ 
чин называются приближенными вычислениями. К настоящему вре¬ 
мени создана целая наука о приближенных вычислениях, с рядом 
положений которой мы познакомимся в дальнейшем. В нашей стране 
инициатором развития приближенных вычислений был А. Н. Кры¬ 
лов. Его книга «Лекции о приближенных вычислениях», изданная 
впервые в 1911 г., сохранила значение и в настоящее время. 

Выбор степени точности, с которой производится изготовление 
какой-либо детали, или измерение, или вычисление, — это чрезвы¬ 
чайно ответственное дело. При этом выборе приходится руковод¬ 
ствоваться многими соображениями—потребностями, техническими 
возможностями, экономичностью и т, п. 

7. Погрешности. Пусть точное значение какой-либо величины равно Л, 
а приближенное равно а. Тогда погрешность, т. е. отклонение точ¬ 
ного значения от приближенного, равна А — а; она может получить¬ 
ся как положительной, так и отрицательной. Эта погрешность 
обычно бывает точно неизвестна, так как неизвестно значение А. 
Поэтому обычно задаются предельные погрешности и а^, между 
которыми содержится истинная погрешность: 

а^сЛ—а <02, т. е. а + % < Л < а + оіг- 

В этом случае говорят, что задана двусторонняя оценка величины Л. 
Таким образом, например, формула для длины озна¬ 

чает, что истинное значение длины заключено между 9 — 0,1 = 8,9мж 
и 9 + 0,2 = 9,2 мм. 

Так как задавать две предельные погрешности не всегда удобно, 
то часто задается предельная абсолютная погрешность а, т. е. 
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величина, большая абсолютного значения погрешности: 

\ А — а\ т. е. — а<сА — ас^а или а — а<;А<;а + а. 

Пусть, например, при измерении некоторой длины I получилось 137 см, 
причем мы можем ручаться за точность до 0,5 см. Это значит, что в дан¬ 
ном случае а=0,5 см и 136,5 < I < 137,5 см; можно написать /==(137 ± 0,5) см. 

Предельная абсолютная погрешность не полностью характери¬ 
зует точность измерения: например, если она равна 1 см, то еще 
неясно, грубая это ошибка или нет, так как важно, что измеря¬ 
ли—длину кита или длину жука. Качество измерения больше харак¬ 
теризуется предельной относительной погрешностью 6, которая 
вычисляется по формуле 



Предельная относительная погрешность безразмерна и часто вы¬ 
ражается в процентах, причем для упрощения ее значение обычно 
округляется в сторону увеличения. (Скажем, в приведенном примере 
с вычислением длины I предельная относительная погрешность в 

процентах равна — = 0,3о ... <С 0,4, т. е. можно сказать, что 
измерение произведено с предельной относительной погрешностью 
в 0,4®Д ^или даже просто в у Ѵо^ . 

Для многих прикйдочных расчетов досіаточна точность (т. е. 
предельная относительная погрешность) порядка процентов и даже 
десятков процентов. С другой стороны, например, точное измерение 
частоты электромагнитных колебаний, являющееся основой автома¬ 
тического управления космическими кораблями, производится квар¬ 
цевыми и аюмными часами с погрешностью, соответствующей 
ошибке хода этих часов в одну стотысячную долю секунды в 
сутки (подсчитайте предельную относительную погрешность!). 

8 . Запись приближенных чисел. Запись приближенных чисел, 
т. е. приближенных численных значений величин, производится так, 
чтобы сам вид записи говорил о степени их точности. Обычно их 
записывают так, что все цифры верны, кроме последней, сомни¬ 
тельной, в которой допускается ошибка не больше чем на 
единицу; впрочем, если ошибка чуть больше, го особенно не приди¬ 
раются. Например, выражение для сопротивления 7^= 1,35 й означает, 
что а;^ = 0,01й, т. е. на самом деле 1,34 <С 1,36 й. Между форму¬ 
лами /?=1,35й и /?= 1,3500 й огромная разница, так как эти за¬ 
писи говорят, что первое вычисление производилось с точностью 
ДО 0,01, а второе —до 0,0001 й. (Иногда говорят, что во втором 
случае точность на два порядка выше, или что погрешность на 
два порядка меньше, чем в первом.) Если при вычислении получи¬ 
лось значение /^ = 2,37 7 й, но уже третья цифра сомнительна или 
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четвертая нас не интересует, то надо произвести округление, т. е. 
написать /^=2,38й. 

Число знаков после запятой говорит о предельной абсолютной 
погрешности; о предельной же относительной погрешности говорит 
общее число верных знаков, к которым не относят передние нули: 
например, числа 2,57, 1,7100, 0,015, 0,00210 имеют соответственно 
3, 5, 2, 3 верных знаков. Чем больше верных знаков в числе, тем 
меньше предельная относительная погрешность. 

Следует избегать записей вида 74=1800 г, так как они зачастую 
не показывают точности измерения (или вычисления). Если вторая 
цифра сомнительна, следует писать 74 = 1,8-10^ г, а если четвер¬ 
тая—то 1,800*10® г. Строго говоря, запись 74= 1800 г должна озна¬ 
чать, что предельная абсолютная погрешность равна 1 г. Это 
правило не всегда соблюдается, поэтому могут возникнуть недо¬ 
разумения. 

9. Сложение и вычитание приближенных чисел. Рассмотрим 
пример. Пусть бутылка и пробка взвешивались раздельно, причем 
массы их оказались соответственно равными 74=323,1 г ѵі т = 
= 5,722 г (пробка взвешивалась на более точных весах). Для на¬ 
хождения суммарного веса бутылки с пробкой было бы неправильно 
считать так: 

74 = 323,1 
//г= 5,722 

74 -і-/« = 328,822 г. 

Действительно, вес бутылки определен только с точностью до 
0,1 г, и потому сотые и тысячные в ответе являются не только 
лишними цифрами, но даже вредными: форма ответа такова, как 
будто М-\-т определено с точностью до 0,001, что неверно. По¬ 
этому при сложении т следует округлить до 0,1, т. е. проводить 
вычисления так: 

74 = 323,1 
Л7= 5,7 

М +//г = 328,8 г; 

этот же ответ получится, если округлить результат, подсчитанный 
выше. Таким образом, в сумме берется столько знаков после запя¬ 
той, сколько их имеется у слагаемого с наибольшей абсолютной 
погрешностью. 

Если слагаемых много, то ошибки в них могут складываться и 
дать большую ошибку в сумме (систематический «недолив»). В таких 
случаях рекомендуется правило лишнего знака', оставлять один 
лишний -знак, а в ответе произвести его округление. 

Пусть, например, надо найти сумму 

132,7 + 1,274 + 0,06321+20,96 + 46,1521. 
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Самая большая абсолютная погрешность у первого слагаемого: она равна 
0,1. Поэтому прочие слагаемые округляем до 0,01: 

132,7 + 1,27 + 0,06+20,96 + 46,15 = 201,14, 

т. е, 7С = 201,1. Если бы мы не воспользовались правилом лишнего знака и 
округляли все слагаемые до 0,1, то получили бы менее точный результат: 

К = 132,7 + 1 ,3 + о, 1 + 21 ,0+46,2 = 201,3. 

Другой пример. Пусть надо найти сумму ІѴ=Ѵ^5 + Ѵ^6 + Ѵ^7 +Ѵ^8 
с точностью до 0,01, причем считается, что целые числа, стоящие под зна¬ 
ками радикала, совершенно точные. Пользуясь правилом лишнего знака, 
берем из таблиц значения корней с точностью до 0,001: 

2,236 + 2,449 + 2,646 + 2,828 = 10,159, 

т. е. ІѴ = 10,16. 

Если ЧИСЛО слагаемых весьма велико, скажем несколько сотен, 
следует пользоваться двумя лишними знаками. 

При вычислении суммы нескольких слагаемых, заданных с оди¬ 
наковым числом знаков после запятой, следует иметь в виду, чго 
предельная абсолютная погрешность у суммы будет больше, чем у 
слагаемых; поэтому ответ целесообразно округлить до предыдущего 
знака. Например, пусть 

1= 1,38 + 8,71 +4,48 + 11,96 + 7,33. 

Складывая, получим 7, = 33,86. Однако последняя цифра очень сом¬ 
нительная; поэтому следует написать ответ в виде 7, = 33,9. 

Предельная абсолютная погрешность суммы ала разноста не- 
скольках велачан равна сумме предельных абсолютных погрешностей 
этих велачан. Например, если две величины определены с точностью 
до 0,1, то, как легко понять, сумма или разность этих величин оп¬ 
ределены с точностью до 0,2, так как ошибки могут сложиться. 
Если слагаемых много, то очень маловероятно, чтобы все ошибки 
сложились. В этом случае для определения погрешности суммы надо 
пользоваться методами теории вероятностей (см. п. XVIII. 15). Из 
них вытекает, что один знак в сумме надо округлять, как это было 
сделано при вычислении начиная примерно с пяти слагаемых, а 
два знака—примерно с 500. 

При вычитании приближенных чисел правила те же, что при 
сложении, но надо дополнительно иметь в виду, что при вычитании 
близких чисел относительная точность резко ухудшается. Например, 
пусть надо найти Р=327,48—326,91. В вычитаемом и уменьшае¬ 
мом а=0,01, т. е. б<|^. 100%<0,004%. 

В разности же Р=0,57 предельная абсолютная погрешность 
равна 0,02, поэтому предельная относительная погрешность бр = 

100% =3,5%. 

Относительная погрешность увеличилась в 1 000 разі 
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Поэтому надо стараться измерять или вычислять разности близ¬ 
ких чисел непосредственно, без выполнения такого вычитания: не 
следует вычислять вес шляпы, взвесившись сначала в шляпе, а затем 
без нее. Формулы же, содержащие разности близких величин, надо 
стараться преобразовать, избавляясь от таких разностей, если они 
могут существенно нарушить точность вычислений. Например, вы¬ 
ражение вида ^~а — Ь^О), где Ъ в несколько 

раз меньше а (и потому ~ а\ — знак приближен¬ 

ного равенства), при вычислениях можно преобразовать так: 

О — Vа^ — Ь^) (а+ Vа^~Ъ^) _ 6^ 

а-1-]/а2— а-{-У — 6^’ 

после чего оно уже не будет содержать этих опасных разностей. 

10. Умножение и деление приближенных чисел. Общие заме¬ 
чания. Начнем с примера. Пусть надо найти площадь 5 прямоуголь¬ 
ника со сторонами а = 5,2 см и 5» = 43,1 см. Было бы неправильно 
дать такой ответ: = 5,2 • 43,1 = 224,12 см^. 

Действительно, на самом деле а заключено между 5,1 и 5,3 см^ 
а Ь —между 43,0 и 43,2 см и потому площадь заключена между 

б*! = 5,1-43,0 = 219,3 сж2 и 6*2 = 5,3• 43,2 = 228,96 

т. е. в найденном значении 6 * все цифры после второй сомнитель¬ 
ные и могут только ввести в заблуждение. Ответ следует дать 
такой: 6 ’ = 2 , 2 - 10 ^ см^. 

Заметим, кстати, что по тому образцу, как мы вычислили 6*1 и 
6 * 2 , и в других примерах можно дать двусторонние оценки для 
ответа. 

Итак, мы видим, что при умножении двух чисел с двумя и тре¬ 
мя верными знаками в ответе следует оставить два верных знака. 
Аналогичное правило справедливо в общем случае, а также при 
делении приближенных чисел: в ответе число верных знаков надо 
взять равным наименьшему (худшему) числу верных знаков в сом¬ 
ножителях (или в делимом и в делителе, если рассматривается част¬ 
ное). Дело в том, что, как мы покажем в п. ІХ.11, при умножении 
или делении приближенных чисел предельные относительные погреш¬ 
ности складываются, а число верных знаков говорит примерно о 
том же, о чем и предельная относительная погрешность, т. е. об 
относительной точности. 

В приведенном примере с вычислением предельная относитель¬ 
ная погрешность у Ь была значительно меньше, чем у а, а потому 
= бд + б(, яь? бд, т. е. и число верных знаков у 6 * такое же, как у а. 

Если множители даны с разным числом верных знаков, то перед 
умножением следует произвести округление, оставив один лишний 
знак, который надо отбросить после выполнения действий. Если 
множители заданы с одинаковым числом верных знаков, но этих 
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множителей много, например более четырех, то верных знаков в 
произведении следует взять на один меньше. 

Таким образом, например, при вычислении количества тепла, выделяе¬ 
мого электрическим током, по формуле в ответе не может полу¬ 

читься более двух верных знаков, так как коэффициент 0,24 имеет лишь 
два верных знака; при этом нет смысла брать 1, 1^ п і более чем с тремя 
верными знаками (да и то третий знак, если берется, является лишь запасі 
ным). Если ^ требуется с большей точностью, то надо прежде всего уточ¬ 
нить коэффициент. 

Отметим, что совершенно точные множители не влияют на выбор 
числа верных знаков в произведении: например, в формуле для длины 
окружности Ь — 2пг коэффициент 2 является совершенно точным 
(он может быть записан в виде 2,0 или 2,00 и т. п.), так что точ¬ 
ность, с которой можно вычислить Ь, зависит только от числа вер¬ 
ных знаков, с которыми взято я и определено г. 

Приведем пример на применение всех этих правил. Пусть П=11,32-5,4-|- 
+ 0,381-9,1-1-7,43*21,1. Для выяснения, насколько велики слагаемые, вычис¬ 
лим их, произведя округление всех чисел до одного верного знака. Получа¬ 
ем 500, 3,6 и 140. Значит, сумма будет содержать несколько сотен, а по¬ 
скольку в первом, самом большом слагаемом один из множителей (5,4) дан 
только с двумя верными знаками, то и весь ответ получится с двумя верны¬ 
ми знаками. Согласно правилу лишнего знака будем проводить вычисления 
с точностью до единиц, а потом ответ округлим до десятков. Получит-, 
ся 0 = 690+3+157 = 850, т. е. 0 = 8,5-102 

Вычисления с лишними цифрами были бы не только бесплодными, но 
даже вредными, дающими иллюзию точности, когда ее на самом деле нет. 

При выборе степени точности приближенных величин, над которыми 
надо производить те или иные вычисления, руководствуются принципом 
равной точности, согласно которому все эти выбираемые степени точности 
должны быть согласованы друг с другом и ни одна не должна быть чрезмер¬ 
ной или недостаточной. 

Поясним этот принцип на примерах. Пусть мы вычисляем площадь пря-і 
моугольника по формуле 8 = аЬ. Тогда, если а измерено или вычислено, 
например, с тремя верными знаками, то и 6 следует взять с тремя верными 
знаками, так как четвертый знак у Ь все равно будет излишним, а если Ь 
взять только с двумя верными знаками, то пропадет труд, затраченный на 
нахождение третьего знака у а. Таким образом, в произведении всегда вы¬ 
годно множители (во всяком случае те, нахождение которых связано с теми 
или иными трудностями) брать с одним и тем же числом верных знаков. 
Аналогично в сумме надо брать слагаемые с одним и тем же числом знаков 
после запятой. 

Приведем еще один пример. Пусть вычисляется выражение М —аЬ-\-сс1, 
причем грубо известно, что а » 30, Ь ^ 6, с « 0,1 й‘=:=40. Пусть а взято с 
тремя верными знаками; с каким числом знаков следует взять Ь, с и й? Ясно, 
что Ь надо взять также с тремя верными знаками, руководствуясь числом 
знаков у а. Далее аЬ 180, сй=:=4, т. е. чтобы М было известно с тремя 
верными знаками (а точнее оно не может получиться при выбранном а), с и 
(і достаточно взять лишь с одним верным знаком. Если это нетрудно, то 
точность Ь, с к й или некоторых из этих величин следует повысить на один 
знак, но этот знак будет запасной. 

В практике приближенных вычислений мы часто сталкиваемся с зада¬ 
чей, до некоторой степени обратной к только что рассмотренным. Бывает так, 
Что степень точности результата вычислений задается заранее из каких-либо 
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дополнительных соображений, а требуется определить необходимую степень 
точности величин, участвующих в этих вычислениях (эти величины могут, 
например, получаться из опыта, так что речь идет о необходимой степени 
точности эксперимента), и степень точности вычислений. Решение этой обрат¬ 
ной задачи опирается на приведенные правила приближенных вычислений. 
Пусть, например, вычисляется полная поверхность кругового цилиндра по 
7 Пз\ 

формуле 5 = л ( ПЯ + , причем грубо известно, что Я«20слі, Н та 2 см. 

Тогда 5=і:700 слі2 (проверьте!). Рассуждая аналогично предыдущему абзацу, 
увидим, что если, например, ответ желательно иметь с тремя верными .знака¬ 
ми, т. е. с точностью до 1 то л и Я надо взять с тремя верными зна¬ 
ками, а Я—с двумя, т. е. измерение Я и Я проводить с точностью до 1 мм. 
Вычисление следует проводить с одним запасным знаком, да и л следует 
взять с одним запасным знаком, тогда как запасной знак при измерении О 
и Я в данном случае потребовал бы повышения класса точности измерения. 

Правила расчета степени точности для более сложных формул будут 
указаны в п IV.10 и IX.И. 


§ 3. Функции и графики 

11. Функциональная зависимость. Часто бывает, что в одном 
и том же рассмотрении участвует одновременно несколько перемен¬ 
ных величин, взаимосвязанных друг с другом таким образом, что 
изменение одних величин сказывается на значениях других. Тогда 
говорят, что между рассматриваемыми величинами имеется функ¬ 
циональная зависимость. Например, при изменении условий, в кото¬ 
рых содержится какая-либо определенная порция газа, функциональ¬ 
ная зависимость будет между объемом температурой Т и дав¬ 
лением р этого газа, так как эти величины взаимосвязаны.-Функцио- 
нальная зависимость имеется между площадью круга и длиной его 
радиуса, между пройденным путем и временем в процессе движения 
и т. п. 

Обычно среди функционально зависимых между собой величин 
можно указать некоторые величины {^независимые переменные)^ зна¬ 
чения которых могут выбираться более или менее произвольно, тогда 
как значения остальных величин {зависимых переменных) определя¬ 
ются значениями первых. Например, при рассмотрении связи между 
площадью 6* круга и длиной /? его радиуса эту длину естественно 
принять за независимую переменную, так как ее значения можно 
задавать произвольно; при этом площадь, определяемая по формуле 
= л/^2, будет зависимой переменной. При указанном выше рас¬ 
смотрении порции газа за независимые переменные можно взять V 
и 7; давление р будет тогда зависимой переменной. 

Закон {правило), по которому значениям независимых перемен¬ 
ных отвечают {соответствуют) значения рассматриваемой зависимой 
переменной, называется функцией. Таки^ образом, каждый раз, когда 
нам дан такой закон соответствия, мы можем сказать: вот функция. 
Функция — одно из важнейших математических понятий. 
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Впрочем, слово «функция» употребляется и в ином смысле. Имен¬ 
но, часто независимые переменные называются также аргументами, 
а зависимая переменная — функцией от этих аргументов. Обыч¬ 
но такое двоякое употребление слова «функция» не приводит к 
ошибкам. 

Следует Отметить, что если между величинами имеется функ¬ 
циональная зависимость, то часто выбор того, какие из этих вели¬ 
чин считать независимыми, а какие — зависимыми, является довольно 
условным. Так, в приведенном примере с порцией газа за независи¬ 
мые переменные можно было бы принять Т и р, а V —за зависи¬ 
мую переменную; нетрудно привести схему опыта, в котором бы Т 
и р задавались, а объем V находился. Выбор того, какие перемен¬ 
ные более естественно или более удобно принять за независимые, 
иногда довольно важен. (Как известно, кавалер де Монбасон на воп¬ 
рос: «Что к чему привешено: хвост к собаке или собака к хвосту?» 
ответствовал: «Как, сударыня, приключится; ибо всякую собаку ни¬ 
кому за хвост, как и за шею, приподнять невозбранно»; однако ясно, 
что эти способы неравноценны.) 

Функции могут быть от одного аргумента (как в примере пло¬ 
щади круга) или от двух и более аргументов. В первых главах на¬ 
шего курса мы будем рассматривать почти исключительно функции 
от одного аргумента. 

Заметим, что для того, чтобы некоторая величина у могла рас¬ 
сматриваться как функция от независимой переменной х, нет надоб¬ 
ности, чтобы между изменениями этих величин существовала глу¬ 
бокая причинная связь. Достаточно только, чтобы существовал оіе- 
ределенный закон, по которому значениям х отвечали бы значения 
у, этот закон может быть нам и неизвестен. Например, температуру 
Ѳ в какой-либо точке можно считать функцией времени і, так как 
ясно, что значениям і отвечают определенные значения Ѳ, хотя, 
конечно, изменение Ѳ объясняется не просто течением времени, но 
рядом глубоких физических причин. 

12. Обозначения. Если величина у является функцией от вели¬ 
чины X, то обычно пишут у=/{х) (читается: «игрек есть эф от 
икс»), где /, начальная буква латинского слова іинс^іо, — знак функ¬ 
ции. Частные значения этой функции получаются, если аргументу х 
придавать частные (конкретные) значения. 

Пусть, например, у=/[х) имеет такой вид: у = х^. Тогда при 
л; = 2 будет г/= 4, при л; = —0,6 будет г/= 0,36 и т. п. Это можно 
записать так: /(2) = 4, /(— 0,6) = 0,36 и т. д., или у\х =2 = ‘^, 
З'и=-о,б = 0,36 и т. д.; здесь вертикальная черта — знак подстановки, 
который означает, что вместо аргумента х подставлено какое-либо 
его значение. 

Запись вида г/=/(лг) применяется, если конкретное выражение 
функции слишком громоздкое или даже нам не известно, а также 
для формулировки правил и свойств, общих для всех или мноіих 
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конкретных функций (как, например, в алгебре формула = 

= а^-\-Ъа^Ь^‘ЬаЬ‘^-{-Ь^ приводится не для конкретных чисел, а для 
букв, вместо которых можно подставить любые конкретные числа). 

Если одновременно рассматривается несколько различных функ¬ 
ций, то, кроме /, приходится применять другие буквы /^, ф, Ф и 
т. п. или применять индексы (значки): Д, Д и т п. Однако в раз¬ 
ных рассмотрениях одной и той же буквой / можно обозначить раз¬ 
личные функции, как в алгебре в одной и той же задаче буквой а 
нельзя обозначить различные величины, но в другой задаче та же 
буква а может означать что-либо другое. Если же разные величины 
связаны одинаковой зависимостью, то можно применять один и тот 
же знак функции, так как / означает закон зависимости одной вели¬ 
чины от другой. Например, если у = х^, г = и^, ѵ = і^, то можно 
написать у=/{х), 2:—(р{и), в данном случае знак / озна¬ 

чает возведение аргумента в третью степень, а знак ф — в пятую. 

Аналогично обозначаются функции от нескольких аргументов. 
Пусть, например, г — — х2^, х и у — независимые переменные, 

2 — зависимая; тогда можно написать 2:=/{х,у), запятая в данном 
случае является признаком функции от двух аргументов. В этом 
случае частные значения находятся так: 

/(2,1) (т. е. Ф= 2 ) = 22-2.2 і=0 ; /(1, 2)= 12—1-22= —3 и т. п. 
\у=і 

Ко всем этим обозначениям надо привыкнуть и свободно с ними мани¬ 
пулировать Приведем несколько примеров таких манипуляций. Пусть рас¬ 
сматриваются две функции у — 1{х) — х^ — Зх и г = (р {х) — 2х-\~1, а а — по¬ 
стоянное число. Тогда 

/(а) = а2 — За (значение первой функции при х = а); 

Ф (а^) = 2а2 4-1 (значение второй функции при х = а2), 

/(х2) = (х2)2 — 3x2 = [значение у, если вместо аргумента подстав¬ 

лено х2, получается новая функция от х, которую можно обозначить, на¬ 
пример, через Р (х)], 

[/(х)]2 = (х2 — Зх)2 = х‘*—бх2-|-9х2 (еще новая функция х); 

Ф (х-|-а) = 2 (х-|-а)-|-1 =2х-|-2а-|-1 (новая функция х); 

/ (х) ф (х) = (х2 — Зх) (2х 1) = 2x3—5x2— 

/ (ф (х))= [ф (л:)]2_3ф (х) = (2х-|- 1)2 — 3 (2x4- 1) = 4х2 —2х —2; 

ф (1 (х)) = 21 (х)4- 1 = 2 (х2—Зх)4- 1 =2x2—6x4- 1; 

/ (х4-8) = (х-р5)2—3 (х-Р5) = х24-2х 84-82—Зх —Зя [функция двух не- 
зависимых переменных, которую можно обозначить через Ф (х, я)] и т п. 

В разобранных примерах мы сталкиваемся, в частности, с обра¬ 
зованием «функции от функции» или, как говорят, с образованием 
сложной функции. Обычно сложная функция получается следующим 
образом. Пусть переменная у зависит от переменной и, которая 
в свою очередь зависит от переменной л;, т. е. у=/{и), а = ф(лг). 
Тогда при изменении лг будет меняться и, а потому будет меняться 
и у. Значит, у является функцией л;, г/=/(ф(Л^))і которая и назы- 
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вается сложной функцией; переменная и в данном случае называет¬ 
ся промежуточной. Может быть и несколько промежуточных пере¬ 
менных. 

Если хотят только отметить, что у является функцией от х, но 
не производить подобные манипуляции, то пишут просто у = у{х)] 
так, в примерах п 115 = 5 (і?), 7), К= Ѵ (7, р). 

13. Способы задания функции. Чтобы функцию, т е. зависи¬ 
мость одной величины от другой, можно было изучить, она должна 
быть как-то задана. Имеется несколько способов задания функции. 

Аналитический способ (при помощи формулы) чаще всего при¬ 
меняется в математике. В этом способе явно указываются мате¬ 
матические действия, которые надо совершить над независимой 
переменной, чтобы получить значение функции. Например, формула 
у~х^ — 2х означает, что для того, чтобы получить значение функ¬ 
ции у, нужно значение аргумента возвести в квадрат и из резуль¬ 
тата вычесть удвоенное значение этого аргумента. 

Аналитический способ компактен (формула занимает мало места)^ 
легко воспроизводйм (формулу легко переписать) и наиболее при¬ 
способлен к Выполнению над функциями математических действий—■ 
алгебраических (сложение, умножение и т. п.), действий высшей 
математики (дифференцирование, интегрирование и т. п.) и других. 
Однако он не всегда нагляден (не всегда виден характер зависимо¬ 
сти функции от аргумента) и для вычисления значений функции, 
если ОІНИ требуются, необходимо произвести ряд выкладок, не всегда 
простых; да и далеко не все 
функции возможно и целесооб¬ 
разно записать в виде формулы. 

Функция иногда задается не¬ 
сколькими формулами, действую¬ 
щими на различных участках 
изменения аргумента. Пусть, на¬ 
пример, материальная точка па¬ 
дает без начальной скорости на 
платформу, которая перемещает¬ 
ся равномерно вниз со скоро¬ 
стью V и отстоит в начальный 
момент ^ = 0 от точки на расстоянии Н. Тогда путь 5, пройденный 
точкой, зависит от времени і, з=/{і), причем зависимость эта 
определяется формулами (рис. 6) 

[ Н ѵі (^* ^ ^ < оо), 

где — момент столкновения точки с платформой, определяіэмый из 
а 

уравнения -^ = 
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В табличном способе задания функции ее численные значения 
задаются с помощью таблицы при определенных дискретных числен¬ 
ных значениях аргумента. Таблица имеет такой вид; 

У=/{х) 


X 


^2 

1 

^8 

... 

Хдг 

У\ 

' і 

= / (^і) 


Уз==/(^з) 

... 



Каждая из разностей лгд — х^, ... называется шагом 

таблицы. Наиболее удобны таблицы с постоянным шагом, для ко¬ 
торых аргумент х принимает значения а, а-\-Н, а-\-2Н, ... (Н — 
шаг). Хорошо известные таблицы логарифмов, тригонометрических 
функций и т. п.—это примеры табличного способа задания функ¬ 
ции; в этих таблицах для экономии места значения функции выпи¬ 
сываются не в единый ряд, как (2), а строчками, как слова в книге. 
Имеются таблицы и многих других важных функций. Таблицы часто 
получаются в результате обработки эксперимента, когда задаются 
отдельными значениями одной величины и измеряют значения дру¬ 
гой и т. д. 

Большим удобством табличного способа является то, что зна¬ 
чения функции уже вычислены, так что ими можно немедленно поль¬ 
зоваться, Однако могут понадобиться значения функции при значе¬ 
ниях аргумента, которых нет в таблице; тогда приходится произ¬ 
водить дополнительные вычисления — интерполяциіо (для промежу¬ 
точных значений аргумента) или экстраполяцию (для значений 
аргумента, лежащих за пределами таблицы), что иногда приводит 
к неверным результатам. Таблицы часто занимают большой объем, 
составляются с затратой большого труда; правда, в последнее время 
с развитием вычислительной техники таблицы стали вычисляться 
значительно быстрее Недостатком этого способа является также 
то, что он плохо приспособлен к выполнению математических дей¬ 
ствий: ведь каждое такое действие требует составления новой таб¬ 
лицы, что является трудоемким делом и не всегда может быть вы¬ 
полнено достаточно точно. 

Третьим основным способом задания функции является графи¬ 
ческий способ (с помощью срафика). Этот способ очень нагляден, 
так как по графику легко детально проследить за характером из¬ 
менения функции. Кроме того, по графику можно быстро находить 
значения функции с небольшой точностью (два-три верных знака), 
правда, только в изображенном диапазоне изменения аргумента. Од¬ 
нако составление графика с достаточной точностью требует затраты 
определенного труда, а точность, с которой получаются значения 
функции из графика, может оказаться недостаточной. Отметим, 
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что графики может вычерчивать самопишущий прибор в процессе 
эксперимента. 

За последние годы широко распространился и стал одним из 
основных четвертый способ задания функции — с помощью указания 
программы для вычисления ее значений на цифровой вычислительной 
машине. С этим способом мы познакомимся в п. XIX 6. 

Все эти способы задания функции как бы дополняют друг друга, 
так что часто возникает задача о переходе от одного способа 
к другому—о построении графика, о составлении таблицы (так на¬ 
зываемое табулирование), о подборе формулы. В нашем курсе мы 
столкнемся с такими задачами. 

Встречаются также и иные способы задания функций. Напри¬ 
мер, закон, по которому значения функции сооіветствуют значениям 
аргумента, иногда формулируется словесно; так, ежемесячный 
членский взнос может быть функцией заработной платы. 

Первое определение понятия функции, близкое к современному, 
дал в 1718 г. швейцарский математик И. Бёрнулли (1667—1748); 
но в XVIII в. функция обычно отождествлялась с аналитической 
формулой. Современное общее понятие функции как закона зависи¬ 
мости впервые возникло у Эйлера в 1755 г., но утвердилось только 
в XIX в. 

14. Графики функций. Графики служат для геометрического 
изображения функций. Напомним методику построения графиков 
функций, известную из курса сред¬ 
ней школы. Пусть величина у яв¬ 
ляется функцией величины л;, т. е. 

У~/{х). Для построения графика 
на плоскости выбираются две чис¬ 
ловые оси: обычно ось перемен¬ 
ной л; проходит слева направо и 
называется осью абсцисс, а ось пе¬ 
ременной у проходит перпендикуляр¬ 
но к оси X и называется осью орди¬ 
нат. Начало отсчета на каждой из 
осей часто выбирается в точке их 
взаимного пересечения (рис. 7). 

После этого придают аргументу всевозможные значения, находят со¬ 
ответствующие значения у~/{х) и строят точки графика. 

На рис. 7 показана произвольная «текущая» точка М графика, 
имеющая координаты л;, у. Практически мы можем построить не 
очень большое число точек графика, после чего соединяем их ли¬ 
нией; теоретически же необходимо представлять себе, как будто 
переменная х пробегает всю область своего изменения; тогда теку¬ 
щая точка М пробежит весь график. На рис, 7 показан пример 
графика. Из него видно, что в данном случае при возрастании ар¬ 
гумента X значение функции сначала возрастает; это продолжается 
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примерно до значения лг = 0,5, после чего функция убывает, срав¬ 
нительно медленно; начиная же примерно с л: = 2, функция вновь 
возрастает, причем все быстрее и быстрее. 

Единицы масштаба и начала отсчета на каждой из осей выбира¬ 
ются так, чтобы лучше всего передать ход изменения функции на 



Рис. 8. 


наиболее интересных интервалах изме¬ 
нения аргумента и функции. 

Рассмотрим, например, график рав¬ 
ноускоренного движения, протекаю¬ 
щего по закону 

5 = 98-р 0,01/2 (/>0), (3) 

где і выражено в сек, а 5—в см. 
В этом случае возможно выбрать шка¬ 
лы на обеих осях так, как показано 
на рис. 8 Ясно, что изменение начала 
отсчета на оси аргумента (или оси 
функции) влечет за собой перенос графи¬ 


ка как целого параллельно оси аргумента 
(или соответственно оси функции). Изменение масштаба на какой- 
либо из осей в несколько раз влечет за собой растяжение во столько 
же раз графика от другой оси (или сжатие к ней); например, на 
рис. 9 показан график той же функции (3) после измевения мас¬ 
штаба по оси і Новый график по¬ 
лучается из старого растяжением 
от оси а параллельно оси і. 

Чтобы наилучшим образом пере¬ 
дать поведение рассматриваемой 
функции, иногда применяются на 
осях неравномерные шкалы, о ко¬ 
торых говорилось в п. 4. 

В дальнейшем мы будем всегда 
считать, если не оговорено про¬ 
тивное, что переменные (аргументы 
и функция) — безразмерные. В этом 
случае в теории проіце всего счи- Рис. 9. 

тать, как мы и будем делать, что 

единицы масштаба по обеим осям одинаковые, а отсчет ведется от 
точки их пересечения, которая называется началом координат. О том, 
как влияет изменение масштаба или начала отсчета, упоминалось раньше. 

15. Область определения функции. Областью определения функ¬ 
ции называется совокупность значений независимой переменной, при 
которых эта функция определена, т. е. область изменения незави¬ 
симой переменной (п. 5). Обычно эта переменная является непре¬ 
рывной, и тогда, как было указано в п. 5, эта область определе¬ 
ния состоит из одного или нескольких интервалов. 
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в некоторых случаях область определения функции выясняется 
из физического или геометрического смысла этой функции. Напри¬ 
мер, если рассматривается зависимость площади круга от 

длины его радиуса, то областью определения этой функции будет 
интервал О < /? < сю, так как по геометрическому смыслу может 
принимать именно такие значения. Если рассматривается зависимость 
плотности р атмосферы над данной точкой земной поверхности от 
высоты к над уровнем моря, то областью определения этой функ¬ 
ции будет интервал где Ад — высота земной поверхно¬ 

сти, а //—условная высота, принимаемая за границу атмосферы, 
и т. д. Если функция задана просто формулой, то областью опре¬ 


деления служит совокупность зна¬ 
чений аргумента,при которых фор¬ 
мула дает определенное вещест¬ 
венное (действительное) значение 
функции. (Мы пока будем рассмат¬ 
ривать только вещественные функ- 



Рис. 10. 


ции от вещественного аргумента, т. е. функции, у которых зависимая 


и независимая переменные принимают лишь вещественные значения.) 
Например, если у = х^, то л: может принимать любые значения, г. е. 
областью определения служит вся числовая ось — сю<лг<сю. 
Если г/ = ]/л:2 — 2, то при вычислении у встретится препятствие 
в извлечении корня, если окажется, что л;^ — 2 < 0; значит, должно 
быть — 2^0, т. е, х'^'^2, а это будет при л::^^—]/2 или 
х'^У^, т. е. область определения в данном случае состоит из двух 
интервалов:—со<л::^—’|/'2 и ]/'2^лг<оо (на рис. 10 эта об¬ 
ласть заштрихована). При нахождении области определения в анало¬ 
гичных случаях надо выяснить, что может препятствовать получению 
значения функции, после чего выписывать неравенства (как в по¬ 
следнем примере л:^ — 2^0), гарантирующие возможность этого по¬ 
лучения. Тогда задача сведется к решению этих неравенств. 

Если независимая переменная дискретна, то область определения 
функции состоит из дискретных (отдельных) точек. Например, если 
/\х)~х\~\'2 X, то лг может принимать только значения 1, 
2, 3, ,.. Если, как в этом примере, дискретный аргумент прини¬ 
мает лишь целые значения, то обычно его обозначают не х, а бук¬ 
вами п, т, к и т. п., а вместо /(1), /(2), ...,/(/г), ... пишут 
а^, ..., ... и говорят, что дана последовательность; например, 

последовательностью служит геометрическая прогрессия 


аі = а, а^ = ад, а^ = ад^, а^^ад" 


и т. п. График функции от дискретного аргумента не является ли¬ 
нией, а состоит из дискретных точек (рис. 11). 

Область изменения самой функции называется иначе множеством 
значений этой функции. Например, для функции у = х^ областью 
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определения служит интервал —оо<д;<оо, а множеством значе¬ 
ний— интервал 0:^^ < оо, так как в данном случае у принимает 
только такие значения. 

Выяснение области определения функции важно для построения 
ее графика, так как эта область —это та часть оси абсцисс, над 

или под которой пройдет график; точ¬ 
нее говоря, это—проекция графика на 
ось абсцисс. На рис. 12 показаны три 
простых графика; области определения 
этих функций заштрихованы. Ясно, что 
если область определения состоит из 
нескольких частей, то и график состоит 
из нескольких кусков. 

^ 16. Характеристики поведения функ- 

❖ п ции. Надо научиться свободно характе¬ 
ризовать различные качества функции ана¬ 
логично тому, как мы характеризуем каче¬ 
ства людей: спокойный, блондин и т. п. 
оговорено противоположное, мы будем считать 


3 

5 

4- 

3- 

2 - 

1 " 


о 




/ 
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Рис. И. 


Всюду, где не 


исследуемые функции однозначными, т. е, считать, что каждому 
значению независимой переменной из ее области изменения отвечает 





одно вполне определенное значение функции. О многозначных, т. е, 
неоднозначных функциях будет сказано в п. 20. 

Функция называется возрастающей (соответственно убывающей), 
если при росте аргумента значения функции возрастают (соответст¬ 
венно убывают). Как возрастающие, так и убывающие функции на- 
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зываются монотонными. Если функция не является монотонной, то 
на оси аргумента можно указать интервалы монотонности, на кото¬ 
рых функция монотонна, иногда они чередуются с интервалами по¬ 
стоянства функции. Так, на рис. 13 показаны графики возрастающей 
функции /{х), убывающей функции ф(л;) и немонотонной функции 
'ф(л:); последняя функция имеет интервал возрастания —оо 
интервал убывания интервал постоянства и 

интервал возрастания с^л;<оо. 

Условие возрастания функции / (х) можно записать так: из < лгг всегда 
следует, что / (лгі) < / {х^). Это дает возможность производить одинаковые 
действия над обеими частями неравенства: например, зная, что у = х^ —воз¬ 
растающая функция, мы получаем, что из неравенства а < & всегда вытекает 
неравенство и обратно. Если функция I (х) не является монотонной, 

то такие действия можно производить на интервале ее возрастания, на ин¬ 
тервале убывания функции / (д:) из х^ < х^ вытекает, что / (%) > /, (х^)- На-» 
пример, функция у = х^ — убывающая при —со < д::^0 и возрастающая при 
< со; значит, из а < & при Ь^О вытекает а® > Ь^, а при а^О выте¬ 
кает < Ь^. 

Функция называется непрерывной, если при постепенном (непре¬ 
рывном) изменении аргумента значения функции меняются также 



постепенно, без скачков. В противном случае функция называется 
разрывной, а значения аргумента, при которых непрерывность (посте¬ 
пенность) изменения функции нарушается, называются точками раз¬ 
рыва функции. (Более подробное разъяснение этих понятий будет 
дано в § III.4.) Так (рис. 14), функция у = х^ непрерывна на всей оси х; 

функция ^ = ~ имеет одну точку разрыва лг=;^0 (при приближении 

аргумента к значению лг = 0 зн<ачения функции уходят в бесконеч¬ 
ность), а при остальных х функция непрерывна; функция у = і^х 

13 5 

имеет бесконечное число точек разрыва = гЬ-^л;, ±уЛ,... 

Если функция определена с обеих сторон от точки разрыва, то 
график этой функции также разрывен и состоит из двух или боль¬ 
шего числа частей (кусков; см., например, рис. 14). 
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функция у==5Іпх является примером периодической функции. 
Именно (рис. 15), поведение этой функции на интервалах 

...1 —— 2 щ —2я^аг^0; 0^л;^2я; 

2я ^ лг 4дг, ,., 

совершенно одинаковое; более точно: 5Іп (л:2я) ^ 5 Іп лг. Здесь — 
знак тождественного равенства] его пишут, когда хотят подчеркнуть, 



что некоторое равенство является тождеством (хотя можно писать 
и обычный знак равенства). 

Число 2я называется периодом функции і/ = 5Іпд;. Конечно, имеют 
место также тождества 

5ІП [Х 4я) « 8ІП Ху 8ІП {X 6я) ~ 8ІП Ху 
8ш [дг-[-(--. 2я)]^8іпд; и т. д., 

однако за период принимается положительное значение, причем обычно 



наименьшее возможное, т. е. не 4я или 6я, а именно 2я; впрочем, 
это значение иногда называют наименьшим периодом. 

В общем случае функция у—/{х) называется периодической 
с периодом Л > О, если имеет место тождество /{х\-А)^/{х). 
Поведение такой функции на каждом из интервалов 
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(где а — произвольное выбранное число) совершенно одинаковое 
(рис. 16), так что достаточно рассматривать функцию на одном из 
таких отрезков. (На рис. 16 показано также равенство /(лг + Л)=* 
=/(л:) для одного из значений л:.) 

Функция /(л:) называется четной, если она не меняется при изме# 
нении знака у аргумента; другими словами, если х) {х)» 

Примерами четных функций служат у = х^^ у=^х^, ^=асо8Лг и т. д. 
Из рис. 17 видно, что график четной функции симметричен относи* 
тельно оси ординат. Функция / {х) называется нечетной, если при 



изменении знака у аргумента она умножается на •—1, т. е, если 
/(— х)= — /{х). Примерами могут служить у = х, у = х^, ^=8Іпл? 
и т. д. Из рис. 18 видно, что график нечетной функции симметричен 
относительно начала координат. Отметим, что функция может не 
быть ни четной, ни нечетной; например, ^=1+зіпл:, у—\ — х, 
г/ = 2^, у=-\^х и т. д. 

17. Алгебраическая классификация функций. Функции, заданные 
единой формулой (см. п, 13), классифицируются в зависимости от 
характера алгебраических действий, которые надо совершить над 
аргументом, чтобы получить значение функций. Если применяются 
только сложение, вычитание и умножение, а также возведение в це¬ 
лую положительную степень, которое является частным случаем 
умножения, то функция называется целой рациональной, или много¬ 
членом; при образовании многочлена могут применяться произвольные 
постоянные коэффициенты. Примеры многочленов: у = х^ — 2x4-3; 

у~х^‘, у==3; ух^', у — а*х^ — 2 и т, д. С другой 

стороны, функции у = х~^, у~х^-\-2Ух не являются многочленами 
в смысле приведенного определения. Каждый многочлен имеет сте* 
пень, которая определяется старшей из участвующих степеней неза¬ 
висимой переменной: так, степени приведенных многочленов равны 
3, 2, О, 3, 2. 

Более широкий класс составляют рациональные функции, в кото¬ 
рых допускается также и деление; при этом, если рациональная 
функция не является целой, то она называется дробной рациональной 
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функцией. Пример: 

ах-Уз 
^ хѴ2 — Ъ х-2+1 

После приведения к общим знаменателям по правилам элементарной 
алгебры всякую дробную рациональную функцию можно представить 
в виде отношения двух многочленов. 

Еще более широкий класс составляют алгебраические функции, 
в которых допускается также и извлечение корня; при этом, если 
алгебраическая функция не является рациональной, она называется 

иррациональной. Пример иррациональной функции; у = х ^—Т 

+ у'' — 1 . 

Неалгебраические функции называются трансцендентными. При¬ 
меры трансцендентных функций: ^ = 5 ІПАг, у^х‘^-\-і^х, у —2^^ 
у = \^х и т. д.; отметим, что две последние функции являются 
трансцендентными, несмотря на то, что в школе они по традиции 
рассматриваются в курсе алгебры. 

Все эти определения автоматически переносятся на функции не¬ 
скольких переменных. Единственным новым моментом является опре¬ 
деление степени многочлена при помощи сложения показателей 
степеней аргументов в одночленах. 

Так, функция /{х,у)~х‘^у — х^у^ -\-х является многочленом 
шестой степени от х ѵі у; если же, например, в этой функции счи¬ 
тать у зафиксированным, то она будет многочленом четвертой степе¬ 
ни от X. 

Для любого числа переменных многочлен первой степени назы¬ 
вается линейной функцией, многочлен второй степени — квадратич¬ 
ной и т, д. 

18. Элементарные функции. Перечислим основные функции, при¬ 
меняемые в элементарной математике: 

(при постоянном а) — степенная функция; 
у = а^ (при постоянном а) — показательная функция, она же 
называется экспоненциальной функцией или просто экспонентой] 
у=1о§дЛ: (при постоянном а)—логарифмическая функция; 
у = 5Іпл:, созлг, і^х, сі^х —тригонометрические функции; 
і/ = агс5Іплг, агссозд; и т. д. — обратные тригонометрические 
функции. 

Элементарными функциями называются все функции, которые 
можно составить из основных элементарных функций с помощью 
алгебраических действий (с применением любых коэффициентов) и 
образования сложных функций (см, п, 12), Так, все алгебраические 
функции являются элементарными. Но элементарны и очень многие 
трансцендентные функции, например л:+1§5Іпл:, д 

(возможны очень большие нагромождения). 
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Элементарные функции составляют значительную часть функций, 
которые рассматриваются в общем курсе высшей математики. При¬ 
мером неэлементарной функции может сложить, скажем, у—х\, 
В специальных отделах математики неэлементарные функции исполь¬ 
зуются очень широко; многие из этих функций очень хорошо 
изучены и систематически применяются, так что в настоящее время 
выделение «элементарных» функций в значительной мере уста¬ 
рело. 

19. Преобразования графиков. Часто бывает, что известны гра¬ 
фики каких-либо функций, а требуется построить графики других 
функций, так или иначе выра¬ 
жающихся через первые. Мы 
приведем несколько примеров 
таких преобразований графи¬ 
ков. 

Пусть дан график функции 
у=/{х) и требуется построить 
графики функций г=/{х)-{-а 
и и=:/{х~\-Ь) {а и Ь — по¬ 
стоянные), причем величины г 
и и будем откладывать по той 
же оси, что и у (рис. 19). 

Тогда при любом х будет 
^~У-\-(і, т. е. график функции 
г {х) получается из графика 
функции У (л:) при помощи пе¬ 
реноса вдоль оси У на а в по¬ 
ложительном направлении (см. рис. 19, где каждый из вертикаль¬ 
ных отрезков имеет длину а). Что касается графика функ¬ 
ции и(х), то часто по ошибке говорят, что он получается из 
графика у (х) переносом на Ь вдоль оси х в положительном направ¬ 
лении. На самом деле направление переноса получается прямо 
противоположное. Действительно, чтобы и~у, надо в выражении 
для и взять аргумент на Ъ меньше, чем в выражении для у, так как 
тогда и~/[{х —^)-|-й] =/(л:)— «/. Поэтому график функции и {х) 
получается из графика функции у (х) переносом на Ь вдоль оси х 
в отрицательном направлении. Конечно, если «<<0 и ^ << 0, то пере¬ 
нос будет в противоположном направлении, но этого не надо особо 
оговаривать, так как всегда подразумевается, что перенос на «—3» 
вверх — это все равно, что перенос на «3» вниз. 

Подобным же образом строятся графики функций ѵ = к/{х) и 
'^—/{кх) (рис. 20), График функции г» (л:) получается из графика 
функции у {х) путем равномерного растяжения от оси х в к раз, 
так как точки первого графика имеют при тех же абсциссах орди¬ 
наты в к раз больше, чем у второго. График же функции 'ге^(л:) 
получается йз графика функции у{х) равномерным сжатием к оси 
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У В к раз, так как (^к {х) — у {х). Конечно, если 

то вместо растяжения будет сжатие, и наоборот (всегда 




1 

подразумевается, что растяжение в раза — это сжатие в три раза 

Если ^<С0, то к указанным преобразова¬ 
ниям добавится еще зеркальное отражение 
графика от оси х для функции ѵ{х) или 
от оси у для функции ‘ш{х). 

Комбинируя эти результаты, видим, 
что график функции у == к/{тх-у-Ь)а 
получается из графика у—/(х) путем 
последовательных преобразований; пере¬ 
носа [который даст график у=/{х-\-Ь)], 
сжатия [у ~/ {тхЬ)], растяжения [і/=» 
=^к/{тх-\-Ь)\ и еще одного переноса. 

Аналогичных результатов можно до¬ 
стичь, сохраняя график, но производя со¬ 
ответствующие манипуляции над осями 
координат. Например, вместо переноса 
графика вправо можно перенести оси 
координат влево, другими словами, пе¬ 
реместить влево начало отсчета на оси х\ вместо растяжения гра¬ 
фика от оси X ъ к раз можно уменьшить в к раз единицу масш¬ 
таба по оси у. 



Рис. 20. 



Над функциями, заданными графически, можно производить арифмети- 
веские действия. Например, на рис. 21 показано графическое сложение двух 
функций: графики функций / (х) и ср (х) даны, а график их суммы строится, 
причем расположенные друг над другом равные отрезки выделены жирными 
линиями. 




ФУНКЦИИ и ГРАФИКИ 


51 


§ 31 


Покажем в заключение (рис. 22) графическое построение сложной функ¬ 
ции г=ф (х)], если известны графики каждой из функций 2 = ф (^) и у — І(х). 
Эти графики удобно расположить так, как показано на рисунке, после чего, 
задаваясь значениями х, переносить отрезок А'В' в положение АВ\ при этом 
точка В опишет требуемый график сложной функции. 

20. Неявные функции. Неявной функцией называется функция, 
определенная из неразрешенного уравнения, связывающего аргумент 
и функцию. Разрешая 
это уравнение, мы полу¬ 
чаем ту же функцию, но 
уже заданную в явной 
форме. Так, равенства 
X — 1 /® + 2 = 0 и у = 
равносильны; 
они определяют одну и 
ту же функцию у (лг), 
ню первое равенство оп¬ 
ределяет ее в неявной 
форме, как неявную функ- 
цию, а второе — в явной. 

Часто бывает, что разре- Рис. 22. 

шить уравнение относи¬ 
тельно функции невозможно или нецелесообразно; в этом случае 
уравнение так и оставляют неразрешенным, в общей форме (после 
переноса всех членов в левую часть) 

Р(х, у)^0. (4) 

Этого не нужно бояться, так как позже мы узнаем ряд приемов, 
приспособленных к изучению функций, заданных в неявной форме. 

Если в уравнении (4), определяющем неявную функцию у (л:), 
задавать значения независимой переменной л;, то для нахождения 
соответствующего значения у надо решать уравнение. Как известно, 
если в уравнение подставить его решение, то получится тождество. 
Поэтому можно сказать также, что неявная функция у = у {х), опре¬ 
деленная уравнением (4), — это такая функция, которая, будучи 
подставлена в уравнение (4), обращает его в тождество (проверьте 
это на приведенном выше примере). 

Уравнение (4) при заданном х может иметь более одного реше¬ 
ния. Тогда функция у {х) будет многозначной, т. е. при заданном 
значении аргумента принимает более одного значения. Например, 
рассматривая неявную функцию у (л:), определенную из уравнения 

х-у^=^0, (5) 

мы получаем при любом заданном Х'^0 два значения у: у =Ѵ~х 
и у= — ]/^х; само значение радикала всегда подразумевается взя¬ 
тым в арифметическом смысле. Рассмотрение многозначных функций 
неудобно и его стараются избежать, разбивая такую функцию на 
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однозначные ветви, отвечающие тому или иному значению функции. 
Так, в нашем примере двузначная функция =; ± определенная 
из уравнения (5), имеет две однозначные ветви: = ^ 

(//)2 

Каждая ветвь неявной функции представляет собой однозначную 
функцию и потому имеет график обычного вида. Все эти ветви со¬ 
ставляют обычно (исключения будут указаны в п. И.8) единую 
линию, которая и является графиком функции, определенной урав¬ 
нением (4). Так, в нашем примере уравнение (5) можно переписать 
в виде х—у^, откуда ясно, что графиком служит обычная «школь¬ 
ная» парабола, но необычно расположенная, так как оси х и у 




поменялись ролями по сравнению со «стандартным» уравнением =л:2 
(рис. 23). Каждая из однозначных ветвей изображается половиной 
параболы, первая — верхней, вторая — нижней. 

График неявной функции может иметь, например, вид, изобра¬ 
женный на рис. 24. Здесь видно, что при х<іа и при л;;>6 функ¬ 
ция у {х) является однозначной, а при а<іх<іЪ — трехзначной; при 
разделении значений на ветви естественно считать дугу АВ графико.м 
первой ветви, дугу ВС —графиком второй и СО —графиком третьей 
ветви. 

В связи с рассмотрением многозначных функций заметим, что возможны 
такие функции, для которых каждому значению независимой переменной 
отвечает целый интервал значений функции. Например, такое соотношение 
будет между ростом и возможным весом человека. Такие функции рассмат¬ 
риваются обычно в теории вероятностей (п. XVIII. 16) и в других главах 
нам встречаться не будут. 

21. Обратные функции. Пусть рассматривалась функция 

у^/{х). (6) 

Будем придавать у различные значения и находить соответствую¬ 
щие значения х, т. е. примем бывшую зависимую переменную за 
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аргумент, а бывшую независимую — за функцию. Полученная функция 
(зависимость) х {у) называется обратной по отношению к исходной 
функции у (х). Она задается тем же равенством (6), в котором, 
однако, надо рассматривать у как независимую переменную, ах—■ 
как зависимую. Но в п, 12 мы уже обращали внимание на то, что 
при рассмотрении одной и той же функции можно по-разному обозна¬ 
чать переменные. Поэтому если мы захотели бы для обратной к (6) 
функции обозначить, как обычно, независимую переменную через х, 
а зависимую — через у, то надо просто подставить в (6) х вместо 
у, а у вместо х, т. е, равенство, определяющее обратную функцию, 
надо переписать в виде 

^=/(у)- (7) 


Таким образом, обратная функция оказывается заданной в неявной 
форме и поэтому (см. п. 20) оказывается, вообще говоря, много¬ 


значной, Легко указать ус¬ 
ловие однозначности обрат¬ 
ной функции — им служит 




// 

Рис. 25. Рис. 26. 

монотонность исходной функции, так как тогда, задаваясь значе¬ 
ниями у, мы каждый раз будем получать единственное значение 
х~х{у) (рис. 25). 

Примеры: Обратной к у = х^ служит функция, определенная из ра¬ 
венства х = у^, т. е. у = р^ х; обратной к у = служит двузначная функция 
У—± Ѵх. 

Равенства (6) и (7) получаются в результате простой переста¬ 
новки величин X и у, т. е. в результате перемены их ролей. Поэтому 
из рис. 26 видно, что график обратной функции получается из 
графика исходной функции с помощью зеркального отражения послед¬ 
него относительно биссектрисы угла между осями координат, указан¬ 
ной на рис. 26 пунктиром. (Обе точки М н М' на рис. 26 отвечают 
одному и тому же равенству вида Ь—/{а).) 
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В заключение отметим, что если функция х {у) обратна по отно¬ 
шению к функции у (х), то, наоборот, вторая обратна по отношению 
к первой; эти функции являются взаимно обратными. 


§ 4. Обзор простейших функций 

Многие из функций, которые мы здесь рассмотрим, известны из 
курса средней школы. Они собраны вместе из-за их большого 
значения. 

22. Линейная функция. Линейная функция (см. конец п. 17) 
имеет общий вид 

у — ах-{-Ь, (8) 


где а и д —постоянные коэффициенты. 

Графиком линейной функции служит прямая линия (рис. 27). Коэф¬ 
фициент а называется угловым коэффициентом этой прямой; чем 

I а 1 больше, т. е. чем а боль¬ 
ше по абсолютному значению, 
тем прямая идет круче. Если 




аргумент изменился от некоторого значения до значения х, полу¬ 
чив прираи^ение*) Алг,' а функция получила соответствующее при¬ 
ращение А^, то из равенств Уй = ах^-\-Ь, у — ах-\-Ь следует 
У — ^ [х — лг^), т. е. Ііу^аАх и 


Ах 


= а. 


(9) 


Итак, для линейной функции отношение приращения функции 
к приращению аргумента постоянно и равно угловому коэффициенту 
графика; приращение линейной функции прямо пропорционально 
приращению аргумента. 

На рис. 27 изображен случай, когда й >> 0. Если а <! 0, то пря¬ 
мая проходит направо вниз (рис. 28). Если <2 = 0, то прямая парал- 


*) Д—обычный знак для приращения; Ах надо рассматривать как еди¬ 
ный символ и ни в коем случае не как произведение Д на х. «Приращение» 
понимается в алгебраическом смысле, оно может быть и отрицательным. 
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лельна оси х; в этом случае функция постоянна, т. е. получается 
график константы. 

На свойстве приращения линейной функции основана линейная 
интерполяция, которая применяется уже в школьной практике и 
состоит в следующем. Пусть значения некоторой функции у—/{х), 
график которой изображен на рис. 29 пунктиром, известны при = 
и x — x^-\-Н, 

/(-^ о )= Уо . /(-^0 + ^)=^!, 


но неизвестны при промежуточных значениях X. Тогда мы прибли¬ 
женно заменяем данную функцию линейной, принимающей те же 
значения при х~х^ и х = х^-\-Н, 
т. е. заменяем дугу АЕ отрезком пря¬ 
мой. Из подобия треугольников АВС 
и АСЕ получаем тогда 


У—Уо __ У\~Уо 
X — Хо и. 

Уі~Ѣ 


т. е. 




к 


{Х — Х^). 



Рис. 29. 


Такая замена возможна, если функ¬ 
ция /{х) на рассматриваемом интер¬ 
вале мало отличается от линейной. 

Она широко применяется, в частности, 
для таблиц с достаточно малым ша¬ 
гом, когда последовательные значения 
функции мало отличаются друг от 
друга. Более точные методы интерпо¬ 
ляции, учитывающие нелинейность функции, будут освещены в 
пп. Ѵ.б — 8. Аналогично осуществляется линейная экстраполяция 
(см. п. 13). 

Из формулы (9) и рис. 27 видно, что й: = і^(р, т. е. угловой 
коэффициент прямой равен тангенсу угла, под которым она наклон 
йена к оси абсцисс. 

Если величины хну размерные, то и угловой коэффициент размерный. 
Из формулы (8) видно, что [6] = [«/], = откуда [а] = Щ (аналогично 

[Х\ 

выясняется размерность коэффициентов в других формулах). Легко выяс-^ 
нить геометрический смысл углового коэффициента: если единице величины 
X отвечает 1^ единиц длины по оси х, а единице величины у отвечает /у 
единиц длины по оси у{1х и Іу —это масштабные коэффициенты), то тре¬ 
угольник АВС на рис. 27 имеет длины сторон І^Ах и ІуАу, откуда 

ІуАу Ау 


Ах і, 


т. е. угловой коэффициент пропорционален указанному тангенсу. 
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23. Квадратичная функция. Квадратичная функция в общем 
виде такова: 

у = —]— Ьх —]— с. 

В курсе средней школы локазывается, что графиком квадратичной 
функции служит парабола. В наиболее простом случае, когда 
а = 1, Ь—0, С--0, т. е. у=х^, график показан на рис. 30. Тогда 
функция будет четной, т. е. ось у для нее служит осью симметрии 
{ось параболы). Точка пересечения параболы с ее осью называется 
вершиной параболы; на рис. 30 эта вершина расположена в начале 
координат. 

В общем случае, при любых а, Ь, с, парабола получится в ре¬ 
зультате равномерного растяжения и параллельного переноса из той 




параболы, которая изображена на рис. 30. При этом выяснить поло¬ 
жение вершины можно по методу дополнения до полного квадрата, 
который мы поясним на числовом примере. Пусть у~2х^ — Зл;-|-1*^ 
Тогда совершаем следующие простые преобразования: 








Таким образом (см. п. 19), требуемый график получается из 
параболы, изображенной на рис. 30, в результате переноса вправо 
3 

на , равномерного растяжения от оси х в два раза и последующего 
переноса вниз на Полученный график изображен на рис. 31; 


*) На практике обычно встречаются не такие трехчлены, а трехчлены, 
например, вида у=^2,\7х'^ — 3,21л:+ 0,84, коэффициенты которых известны 
лишь приближенно. Однако если разобрать случай простых коэффициентов, 
то потом нетрудно перейти и к более сложному случаю. Это относится и к 
дальнейшим подобным примерам. 
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для более точного его построения следует придать х несколько 
значений и найти соответствующие значения у, после чего построить 
соответствующие точки на графике (например, при дг—О, 1 и 2 
получается г/=1, О и 3; соответствующие 
точки на графике отмечены). Вершина полу¬ 
ченной параболы находится в точке Ж с коор¬ 
динатами X ~ ^, у = —. Эта парабола бо¬ 
лее узкая, чем изображенная на рис. 30 (при 
той же единице масштаба). 

Вообще, чем больше ] а |, тем парабола 
уже. Если а <; о, то парабола уходит вниз 
(рис. 32), а если а — 0, то квадратичная 
функция превращается в линейную. 

24. Степенная функция. Степенная функция имеет вид 

у = х^. 

Если 0 <Са^<СІ, то чем больше п, тем значение функции меньше; 
если же то чем больше п, тем значение функции больше. 

Соответствующие графики 
прил=1, 2, 3, 4 изобра¬ 
жены на рис. 33. При по¬ 
строении графиков в сто¬ 
рону л;<С0 надо учесть, 
что при четном п функция 
получается четной, а при 
нечетном п — нечетной. Об¬ 
ратим, в частности, внима¬ 
ние на график функции 
у~х^ {кубическая пара¬ 
бола). При дг<С0 график 
выпуклый кверху (вогнутый 
книзу), т. е. лежит под ка¬ 
сательной, проведенной в 
любой его точке. При л: > 0 
график выпуклый книзу. 
В начале координат выпук¬ 
лость в одну сторону сме¬ 
няется выпуклостью в дру¬ 
гую сторону; здесь каса¬ 
тельной к графику служит 
ось л;, однако в точке ка¬ 
сания О график переходит 
с одной стороны касатель¬ 
ной на другую. Такие точки называются топками перегиба данной 
кривой линии. Таким образом, кубическая парабола имеет одну точку 
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перегиба; из широко известных линий точками перегиба обладает, 
например, синусоида. 

При п нецелых графики располагаются между соответствующими 
графиками для целых п. Однако в этом случае при построении 
графика для отрицательных х надо соблюдать осторожность, так 
как отрицательное число в нецелой степени может дать мнимое зна¬ 
чение; в этом случае график для а:<С 0 не строится. 



Рассмотрим случай 0<;л<:;1. Пусть, например, л = у, т. е. 
1 _ 

у=х^ Тогда, как было показано в п. 20, графиком будет 

служить верхняя половина обычной (квадратной) параболы с осью, 

расположенной по оси х 
(рис. 34). На рис. 34 изо¬ 
бражены графики степен¬ 
ных функций при неко¬ 
торых других дробных п. 
Если дробь, представля¬ 
ющая п, имеет нечетный 
знаменатель, то график 
Рис. 35. существует не только при 

а:>> 0, но и при л:<С0, 
так как из отрицательных чисел возможно извлекать корень с нечетным 
показателем. Обратим, в частности, внимание на график функции 
г/=:л: 2 /з {полукубическая парабола), воспроизведенный на рис. 35. 
Этот график, подходя к началу координат, отходит от него вспять, 
имея там острие, так называемую точку возврата. В дальнейшем мы 
познакомимся с другими линиями, имеющими точки возврата. 
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Рассмотрим, наконец, случай отрицательного — т. Тогда 
у==^ и потому при весьма малых ]лг| получаются весьма боль¬ 
шие \у\ и наоборот. Соответствующие графики показаны на рис. 36 
при Аг;>0; что будет при лгСО, мы предоставим разобрать чита¬ 
телю. Все эти графики при 
удалении в бесконечность вы¬ 
тягиваются вдоль координат¬ 
ных осей, безгранично к ним 
приближаясь. Если кривая и 




Рис. 37. 

прямая расположены таким образом друг относительно друга, то пря¬ 
мая называется асимптотой этой кривой; таким образом, каждый из 
указанных графиков имеет по две асимптоты, которыми служат оси 
координат. 

Не следует думать, что и в других случаях кривая не может 
пересекать свою асимптоту. Так, при рассмотрении затухающих 
колебаний получается график вида, изображенного на рис. 37. Здесь 
ось X также служит асимптотой графика. 

25. Дробно-линейная функция. Дробно-линейная функция пред¬ 
ставляет собой отношение двух линейных функций и потому имеет 
общий вид 


в самом простом случае, когда й: = й? = 0, если обозначить 

к ^ 

получим у = —, т. е. обратную пропорциональную зависимость. 

Соответствующий график, как известно из средней школы, называется 
гиперболой. На рис. 38 этот график изображен в двух случаях: 
когда > О и когда к<С0. Будучи графиком нечетной функции, 
гипербола имеет центр симметрии, на рис. 38 им служит начало 
координат; она обладает двумя асимптотами, на рис. 38 ими явля¬ 
ются оси координат. В п. Ц.ІЗ мы проверим, что гипербола имеет 
две оси симметрии, на рис. 38 ими служат биссектрисы углов между 
осями координат. 

В общем случае графиком дробно-линейной функции также слу-' 
жит гипербола, но параллельно перенесенная по сравнению с поло- 
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жением, изображенным на рис. 38. Покажем это на числовом примере. 
Пусть е/— (2л: + 3)/(3лг — 5). Проведем простые преобразования: 



Таким образом (см. п. 19), требуемый график получается из 



Рис. 38. 


Получится гипербола с центром симметрии в точке = = 

(рис. 39). 

Дробно-линейная функция общего вида (II) имеет точку разрыва 
прил:=—где знаменатель обращается в нуль. Поэтому и полу¬ 
чилось (см, п. 16), что ее график состоит из двух кусков, 

26. Логарифмическая функция. Логарифмическая функция — это 
функция вида 

у=-\оё^х. ( 12 ) 

Она определена только при л: >> 0, причем рассматривается при основа¬ 
ниях I). Графики логарифмических функций при различных 

основаниях показаны на рис. 40. Они не имеют ни оси симметрии, ни 
центра симметрии, но обладают асимптотой, которой служит ось у. 
Все логарифмические функции пропорциональны друг другу, так как, 
прологарифмировав равенство = по основанию Ь, получаем 

1о§г,л: = 1о§дЛ:.1оёг,а:=А5Іо§^л: )• (13) 
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Таким образом, все графики рис. 40 получаются из одного путем 
равномерного растяжения от оси х или сжатия к этой оси. Для 
дальнейшего имеет значение тот угол, под которым эти графики 
пересекают ось х\ конечно, имеется в виду угол между осью лг и 
касательной к графику в точке пересечения, так как углом между 
двумя линиями в точке их пересечения называется угол между ка¬ 
сательными к ним в этой точке. При указанном растяжении графиков 
касательная поворачивается, причем для очень больших а она 



наклонена весьма полого, а при а, близких к 1, — весьма круто. 
При некотором значении а угол пересечения графика логарифми¬ 
ческой функции (12) с осью х равен 45°; это значение обозначается 
буквой е и играет в высшей математике, как мы увидим в даль¬ 
нейшем, чрезвычайно большую роль. 

На рис. 40 видно, что при а~2 рассматриваемый угол пересе¬ 
чения больше 45°, а прііа = 4 — меньше; значит, е заключено между 
2 и 4. Точные подсчеты, о которых будет сказано в п. IV. 16, 
показывают, что е = 2,71828, с точностью до 10“®. Обозначение 
числа е ввел Эйлер. 

Логарифм по основанию е называется натуральным логарифмом 
и обозначается Іпл: —іо^^лг. График натурального логарифма пока¬ 
зан на рис. 41, Логарифм при любом другом основании можно 
выразить через натуральные логарифмы согласно формуле (13): 

= . 04) 

Например, формулы для перехода от десятичных логарифмов к на¬ 
туральным и обратно таковы; 

= 0,4343 Іплг, 1п лг=:2,303 І^л:, 
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где коэффициент пропорциональности указан с четырьмя верными 
знаками. 

Помимо натуральных логарифмов, в математике широко приме¬ 
няются десятичные (при численных расчетах) и двоичные (в теории 

информации и некоторых других совре¬ 
менных отделах). 

27. Показательная функция. Показа¬ 
тельной функцией называется функция 

у = (15) 

Она определена при всех д;, причем рас¬ 
сматривается только при основаниях а >> О, 
так как для а <! О при возведении в не¬ 
целую степень результат может полу¬ 
читься мнимым. Равенство (15) получит¬ 
ся, если формулу (12) разрешить отно¬ 
сительно лг, что даст х = а^, а затем переставить лг и Таким 
образом (см. п. 21), показательная и логарифмическая функции 
обратны друг другу. 

Поэтому графики показательных функций, показанные при раз¬ 
личных основаниях на рис. 42, получаются из соответствующих 
графиков рис. 40 логарифмиче¬ 
ских функций с помощью зер¬ 
кального отражения относительно 
биссектрисы угла между осями 
координат. Если а> 1, то пока¬ 
зательная функция является воз¬ 
растающей, причем тем быстрее, 
чем больше а. Если 0<а<1, 
то показательная функция убы¬ 
вающая. 

Обычно за основание показа¬ 
тельной функции принимается 
число е; в этом случае пока¬ 
зательная (экспоненциальная) 
функция имеет специальное Рис. 42. 

обозначение у = — ехр х. 

Показательную функцию с другим основанием можно привести к 
основанию е: так как по определению логарифма а = то ~ 
= (еіпа)^~е^^ (й = 1па). 

28. Гиперболические функции. Гиперболическими синусом^ ко¬ 
синусом и тангенсом называются функции 




с]ілг==' 


.. _5Ь X —е ^ 

^ сЬ X * 
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Эти названия могут сначала показаться несколько странными, и под¬ 
линный их смысл (что здесь от синуса? что здесь от гиперболы?) 
будет ясен лишь в п. Ѵ111.4 и ХІѴ.8. Установим некоторые фор¬ 
мулы, связывающие эти функции друг с другом, для чего возведем 
первые два равенства в квадрат; 

4 ’ 4 

Вычитая и складывая эти две формулы, получим 

сЬ^лг— 8Іі^лг=1; сЬ^ лг + лг = = сН 2лг. 

Уже эти полученные формулы указывают на значительную аналогию 



между гиперболическими функциями и тригонометрическими. Мы 
предоставим читателю доказать формулы 

зЬ 2лг = 2 8І1 лгсЬлг; зЬ (а + ^) = 8Іі а сЬ^ + сЬ а 8Іі^; 1— = 

» \ I / 1 > (.^2 д; 


И Другие аналогичные формулы по своему усмотрению. Заметим, 
что 8Іі0 = 0, а с1і0 = 1; функции зЬлг и іЬлг нечетные, а функ¬ 
ция сЬлг четная: например. 


Построение графиков зЬлг и сЬлг показано на рис. 43, а гра¬ 
фик іЬлг, который можно построить по точкам, пользуясь первыми 
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двумя графиками, показан на рис. 44. Ясно, что гиперболические 
функции не обладают важнейшим свойством тригонометрических 
функций — свойством периодичности. Кроме того, множество значе¬ 
ний (см. п. 15) каждой гиперболической функции существенно 

отличается от множества зна¬ 
чений соответствующей три¬ 
гонометрической функции. 

График функции іЬлг имеет 
две асимптоты, так как, на¬ 
пример, при больших X будет 
е~^ <^ \ (здесь — знак 
«значательно меньше») и по¬ 
тому іЬлг 1. 

Иногда рассматриваются об¬ 
ратные гиперболические функции; 
они обозначаются аг8Ь х, агсЬ х и агШ х. Из рис. 43 и 44 видно, что первая 
и третья функции являются однозначными (ср. рис. 25), тогда как вторая — 
двузначная. Все эти функции можно выразить через логарифм. Действи¬ 
тельно, пусть, например, у — аѵѣЪ. х. Тогда по определению обратной функции 

еУ — е~У 

х = &Ъу= - 5 —, 



т. е. 

еУ—е-Ѵ—2х=0; е^У—2хеѴ—1^0, 


откуда еУ — х± Ух^-]-1. Так как левая часть положительна, то и правая 
должна быть положительна, т. е. перед радикалом можно взять только «Ч-». 
Логарифмируя, получим 


у=атѣЪ а: ^ 1п (аг-|- У" х^-\- 1). 


(16) 


29. Тригонометрические функции. Периодическая с периодом 2я 
функция і/ = 8іплг хорошо известна из курса тригонометрии; ее 



график {синусоида) показан на рис. 45. Эта функция нечетная, не 
имеет точек разрыва и ограничена (заключена между —1 и -рі). 
Так как со$лг = зіп (лг-)-я/2), то график функции созлг — это та же 
синусоида, но сдвинутая на я/2 влево; он также показан на рис. 45. 
В приложениях часто синусоидальная, «гармоническая» зависимость 
появляется в виде 


У—М5ІП (о)^4-а), 


( 17 ) 
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где независимая переменная і —время, постоянная ЛТ > О называется 
амплитудой, О) > О частотой (круговой), сумма й)/ + о— фазой, 
постоянная а — начальной фазой (она получается из фазы при / = 0). 
Легко выяснить, как влияют параметры Ж, о) и а на форму и рас¬ 
положение синусоиды (ср. п. 19). Амплитуда М увеличивает размах 
синусоиды от —Ж до Ж, частота о) делает период вместо 2я 
равным Т = 2я/о), а из-за наличия начальной фазы синусоида сдви¬ 
гается влево на а/о), так как а = о) (/-|-а/оо), т. е. к аргументу 
прибавляется а/а>. Получив¬ 
шийся график показан на 
рис. 46. 

Функция вида (17) полу¬ 
чается, в частности, при 
преобразовании выражения 
Л С 08 0 )/-|-Взіпо)/. Так как 
правую часть (17) можно 
переписать в виде Ж зіп а х 
X С 08 0 )/ + Ж С 08 а 8ІП 0 )/, то 
для равенства 

А С08 0)^ + В 8ІП 0)/ ^ 

= ж 5ІП (о)/а) (18) 

должно быть Л — Жвіпа, 

В = Жсо8а. Отсюда легко 

найти Ж и а; М — Ѵ^А^-{-В^, а =; четверть, в которой нужно 

взять а, определяется знаками зіп а и сова, т. е. знаками А и В. 

Если независимой переменной служит не время, а геометрическая коор¬ 
дината, то синусоидальную зависимость обычно записывают, взамен (17), 
в форме і/ = Л1 5ІП (Ах-Ьа). В этом случае к называется волновым числом, а 
Х = 2л:/А — длиной вольы. 

Функция у==і^х имеет период я, так как !;§ (лг-|-я) = л: и 
точки разрыва при лг = у; у + л; —••• 

можно написать х== — -{-кп, где і% = 0, ± ±2, где 

со8лг = 0 и потому 1:§лг = ±оо. График этой функции {тангенсоида) 
показан на рис. 47; он состоит из бесконечного числа одинаковых 
кусков и имеет бесконечное число асимптот. На рис. 47 показан 
также график функции у — с^х. Так как 

сІ2лг = —— у) , 

то линия получается та же, но иначе расположенная. (Как?) 

Функция у=Агс8іплг обратна по отношению к функции у==з}пх, 
поэтому график первой (рис. 48) получается из графика второй 


в общем виде 
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путем зеркального отражения относительно биссектрисы угла между 
осями координат. Эта функция многозначная (точнее, бесконечно¬ 
значная) и потому (см. п. 20—21) обычно рассматривается ее глав¬ 
ная ветвь (главное значение арксинуса), которая показана на рис. 48 
более жирно; эта ветвь обозначается 

у = агсзіп лг, — у ^ агсзіп лг ^ -у 

и представляет собой однозначную функцию. Остальные ветви спе¬ 
циального названия и обозначения не и'меют. 




Аналогичное рассмотрение функций г/=Агссозлг и у~кіо.і^х 
мы предоставим читателю. 

В заключение отметим, что значения агсзіп д; всегда будут браться 
отвлеченными (безразмерными), например 

я 

2агс8ілі_2 2 = 2^'®’= 2,97 *). 

Аналогичным образом зіплг берется от отвлеченного значения лг; 
при этом, конечно, синус числа лг—это синус угла в лг радиан. 
Например, зіп 1 = зіп 57°18' — 0,8415. 


*) Конечно, два последних равенства приближенные. Если хотят это 
я 

подчеркнуть, то пишут 2^ и т. д. Впредь мы не будем делать та¬ 

ких оговорок. 
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30. Подбор эмпирической формулы. Как говорилось в п. 13, 
в результате эксперимента часто интересующая нас функция у~/{х) 
оказывается заданной в табличном виде ( 2 ), и тогда может возник¬ 
нуть вопрос о подборе для нее приближенной эмпирической фор¬ 
мулы. При этом обычно начинают с того, что изображают значения 
функции на миллиметровке или иной приспособленной для этого 
бумаге. После этого выбирают вид формулы, которой будут поль¬ 
зоваться. Если этот вид не вытекает из каких-либо общих сообра¬ 
жений, то обычно выбирают одну из функций, описанных в пп. 22—29, 
или простую комбинацию таких 
функций (сумму степенных или по¬ 
казательных функций и т. п.); ко¬ 
нечно, для этого надо хорошо пред¬ 
ставлять себе графики этих функ¬ 
ций. При этом следят за тем, чтобы 
подбираемая функция ф (лг) имела 
те же характерные особенности, что 
изучаемая функция /{х): скажем, 
если по своему физическому смыслу 
/{х) четная и /( 0 )= 0 , то и функ¬ 
ция ф(лг) должна обладать этими Рис, 49 . 

свойствами и т. п. Иногда не удает¬ 
ся подобрать единую формулу на всем интервале изменения х и 
приходится разбивать этот интервал на части и на каждой подби¬ 
рать свою формулу. 

После выбора вида формулы нужно определить значения пара¬ 
метров, входящих в эту формулу. 

Пусть, например, после построения точек получилась картина, 
изображенная на рис. 49. Если при эксперименте или при вычисле¬ 
ниях не были исключены существенные ошибки, то точки, значи¬ 
тельно выпадающие из общего хода зависимости, как точка Р на 
чертеже, отбрасываются. Впрочем, иногда такие точки свидетель¬ 
ствуют о каких-то важных неучтенных факторах, и тогда их надо 
принять во внимание. 

Оставшиеся точки на рис. 49 напоминают о линейной зависи¬ 
мости вида у ах -\-Ь. Чтобы найти параметры а я Ь, проведем на 
чертеже прямую, к которой экспериментальные точки лежат ближе 
всего; это легко сделать, наложив на чертеж прозрачную линейку 
и передвинув ее на глаз в нужное положение. Так, на рис. 49 полу¬ 
чаем ^ = 0,50, а==~ = 0,6Ъ, т. е. і/ = 0,58лг-|-0,50. 

Описанный подбор линейной зависимости сравнительно прост. Поэтому 
при выборе зависимости другого типа часто стараются так ввести новые 
переменные, чтобы в них зависимость стала линейной, после чего уже найти 
параметры, входящие в эту зависимость (это метод выравнивания). Конечно, 
так можно делать, если таких параметров не более двух, так как у линей¬ 
ной функции имеется два параметра. 
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Пусть, например, эксперимент привел к таблице значений: 


В 

0,00 






0,60 

0,70 

0,80 

0,90 

1,00 

!/ 

0,00 

0,01 

0,03 

0,08 

0,17 1 0,29 

0,45 

0,66 

0,91 

1,22 

1,57 


Изображение экспериментальных точек на миллиметровке, которое мы 
предоставляем сделать читателю, напоминает о степенной функции вида 
іу — ах'^. Чтобы найти параметры с и а, прологарифмируем это равенство 



в обозначим \^у-=У, ]ёх = Х, 1ба=Л. Тогда мы приходим к равенству 
У = аХ-і-А, т. е. в новых переменных зависимость является линейной. 
С помощью таблицы логарифмов построим таблицу значений новых пере¬ 
менных: 


і 

-1,0 

—0,70 

—0,52 

—0,40 

-0,30 

—0,22 

О 

-0,10 

-0,05 

0,00 

І 

—2 

-1,5 

-1,1 

—0,77 

-0,54 

—0,35 

-0,18 

-0,041 

0,086 

0,196 


Полученные точки хорошо ложатся на прямую (рис. 50), при проведе¬ 
нии которой надо больше ориентироваться на последние точки, известные 
с лучшей точностью. Из чертежа получаем ^=0,196, а = 2,44, т. е. а=1,57 
и окончательно получаем у = 1,57х^,^. 

Дальнейшие указания и примеры см в [21], § II.4. 



























ГЛАВА II 


АНАЛИТИЧЕСКАЯ ГЕОМЕТРИЯ НА ПЛОСКОСТИ 


Аналитическая геометрия — это область математики, рассматри¬ 
вающая изучение геометрических задач средствами алгебры на основе 
метода координат. 

§ I. Координаты на плоскости 

1. Декартовы координаты. Декартовы координаты известны из 
курса средней школы и уже применялись в гл. I. Они названы 
по имени Р. Декарта, который вместе с крупным французским ма¬ 
тематиком П. Ферм4 (1601—1665) является основателем метода ко¬ 
ординат. 

Декартовы координаты нескольких точек показаны на рис. 51. 
Отметим, что оси координат здесь обязательно берутся взаимно 



пересечения (в гл. I при построении графиков функций это не всег¬ 
да существенно, как указано в п. 1.14). Каждая точка на плоскости 
имеет вполне определенные координаты^ и, наоборот, каждому на¬ 
бору координат лг, у отвечает определенная точка на плоскости. Это 
основное свойство дает возможность взамен точек рассматривать их 
координаты. 

Оси координат делят плоскость на четверти {квадрйнты)^ кото¬ 
рые нумеруются, как показано на рис. 52. Для каждой из этих 
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четвертей характерна своя комбинация знаков абсциссы и ординаты, 
также показанная на рис. 52. 

2. Простые задачи на декартовы координаты. 1. Расстояние 
между двумя точками. Пусть даны точки (лг^; у■^^) и у^) 

(т. е. даны координаты этих точек); требуется найти расстояние 
(і=МіМ^ (рис. 53). Формула для этого расстояния вытекает из тео¬ 
ремы Пифагора, примененной к прямоугольному треугольнку М^М^Р. 
Имеем М^М1== РМІ, т. е. = — Х^У‘-\-[у^ — у^)^ или 

^г = |/(ЛГ2 — ЛГі) 2 + (^2 —^і)2. (1) 

Эта формула, как и дальнейшие, справедлива при любом располо¬ 
жении точек и М^. 

2. Деление отрезка в данном отношении. Пусть даны точки 
ЛГі(лГі; ^^) и ^ 2)1 требуется найти точку М (х; у), лежащую 



на Ьтрезке и делящую 





(рис. 54). Рещение этой задачи вытекает из подобия треугольни- 

,, я^/^ЯЛ ЛІіР МіМ - 

ков М^РМ и из которого следует, что = 

т. е. -— —==Х, X —Аг, =Ял:,— Хх. 



ММ 2 

- — —==Х, X —аг,=Ял:2- 

Х2—Х ' 1 2 

откуда окончательно 


X 


Х1+ІХ2, .,__Уі+^У 2 /П\ 

1+Х ’ ^ Г+Т" 


(выражение для у выводится ана¬ 
логично); В частности, если А, —1, 
т. е. при делении отрезка 
пополам, получается 


Рис. 55. 


X 


АіЧ-Ха . 


У 


Уі+ У2 


3. Переход от одной декартовой системы координат к другой 
без изменения единицы масщтаба. Пусть на плоскости, помимо «ста¬ 
рой» системы координат х^ у, дана «новая» система координат х\ 
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{/'; требуется установить связь между старыми координатами и но¬ 
выми. Мы рассмотрим три случая. 

I. Пусть новые оси координат получаются в результате парал¬ 
лельного переноса старых, причем новое начало координат имеет 
старые координаты (а; д). Тогда из рис. 55 получаем 

х^х'-І-а; у=у'-{-Ь. 

II. Пусть новые оси получаются в результате зеркального отра¬ 
жения старых, например, относительно оси у. Тогда (рис. 56) 

л: = —л:^ у = у'. (3) 

III. Пусть новые оси получаются в результате поворота старых 
вокруг начала координат на угол а (рис. 57). Тогда из равенств 
ОС= ОО—АВ, СМ-~ОВ-{-АМ получаем 

л: = л:'соза— у'зіпа; 'І 

Г (4) 

^ =д:' 5іпа соза. у ' ' 

Общий случай перехода от одной декартовой системы координат к 



3. Полярньде координаты. Помимо декартовых, на плоскости 
можно построить большое число других систем координат, т. е, 
способов охарактеризовать положение 
точки на плоскости с помощью двух 
числовых параметров (координат). Каж¬ 
дая из этих систем употребляется там, 
где это удобней, а декартова — чаще 
всех. Здесь мы рассмотрим только си¬ 
стему полярных координат, которая при¬ 
меняется, в частности, при исследова¬ 
нии вращательных движений. Для опреде¬ 
ления полярных координат надо выбрать 
полюс О и полярную ось Ор (рис. 58), 

после чего положение точки М характеризуется полярным радиусом р, 
т. е. расстоянием от О до ЛІ и полярным углом ф (он же называется 
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фазой точки у'И).При этом полярный угол считается положительным, 
если он откладывается в положительном направлении (как правило, 
против часовой стрелки). На рис. 59 показано построение нескольких 
точек по данным их полярным координатам; видно, в частности, что 
полюс имеет полярный радиус, равный нулю, и совершенно произволь¬ 
ный полярный угол. Для характеристики всех положений точки на пло¬ 
скости достаточно только значений —180° <С ф ^ 180°, однако 
иногда получаются значения ф за пределами этого интервала; при 
добавлении к полярному углу 360° положение точки не меняется. 




Связь декартовых координат с полярными, если они располо¬ 
жены, как на рис. 60, такова: 

Л'~рсо5ф, ^ = р8іпф; наоборот, = 

§ 2. Линии на плоскости 

4. Уравнение линии в декартовых координатах. Как мы видели 
в п. 1.20, уравнение 

Г{х, у)^0 (6) 

определяет на плоскости х, у (т. е. на плоскости, в которой задана 
декартова система координат х, у) некоторую линию (/.), представ¬ 
ляющую собой совокупность всех точек, координаты которых удов¬ 
летворяют данному уравнению (5); при этом соотношение (5) назы¬ 
вается уравнением линии (/,). Если, наоборот, первоначально дана 
линия (/,) на плоскости х, у, то, формулируя аналитически геомет¬ 
рическое свойство, определяющее эту линию, мы получаем уравнение 
линии (/,) в форме (5). (При этом надо иметь в виду, что каждое 
уравнение можно переписать в различных равносильных формах.) 
Это дает возможность взамен линий рассматривать их уравнения 
и тем самым сводить геометрические задачи к алгебраическим, кото¬ 
рые, как правило, решаются значительно проще и единообразней, 
чем первые. Например, чтобы проверить, проходит ли линия с урав¬ 
нением (6) (говорят просто «линия Р{х, у) = 0») через некоторую 
точку {а; д), достаточно подставить координаты этой точки в урав- 
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нение линии и проверить, удовлетворится ли оно, т. е. будет ли 
Г {а, д)^0. 

Рассмотрим, например, вывод уравнения окружности (рис. 61). 
Пусть ее центр А имеет координаты (а; д), а М{х; у) —любая 
(текущая) точка на окружности. Тогда 
свойство, определяющее окружность, мож¬ 
но записать так: АМ~^, где /?—ра¬ 
диус данной окружности. Применяя форму¬ 
лу (1) для расстояния между двумя точ¬ 
ками, получим У {X — а)^ {у — = Н 

или, возведя в квадрат, 

(л:— аУ + {у —-- 0. 

Это и есть соотношение, которому удо¬ 
влетворяют координаты всех точек дан¬ 
ной окружности и только этих точек, 
т. е. уравнение данной окружности. 

В нем а, Ь и Я —фиксированные числа Рис. 61. 

(параметры, определяющие положение и 

размеры окружности), а л: и у — переменные текущие координаты 
точки окружности. 

Пусть, наоборот, задано уравнение, например, вида 

х2^у2—Зх^4у—1=0. (7) 

При помощи дополнения до полного квадрата получаем 

(^—|)'-(|-)Ч(У+2)2-22-1=0, (';,_|-у + (у + 2)2_^ = 0. 

Значит, данное уравнение—это уравнение окружности с центром в точке 

/ М 

(1,5; —2) и радиусом |/ — = 2,69. 

Если даны две линии с уравнениями(л:, і/) = 0 и /^2 1/)—0, 

то может возникнуть задача о нахождении точки пересечения этих 
линий. Так как искомая точка должна принадлежать обеим линиям, 
то ее координаты х, у должны удовлетворять уравнениям обеих 
линий. Таким образом, для нахождения этих координат надо ре¬ 
шить систему уравнений: 



у)=^0; 1 
^) = 0 . / 


( 8 ) 


Число решений и даст число искомых точек пересечения’ конечно, 
каждое решение состоит в указании значения х и значения у. 

Пусть, например, требуется найти точку пересечения окружности (7) с 
прямой у~хА-Ь, где Ь —некоторая постоянная. Для этого надо решить сисі 
тему уравнений; 

+ — Зх 4 - 4«/—1 = 0 ; 

У = х-\-Ь. 
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Если подставить у из второго уравнения в первое, раскрыть скобки и ре¬ 
шить полученное квадратное уравнение относительно х, то после преоб¬ 
разований получим 


_1_2Ь+ У 9 —28Ь—4Ь2 _1_1_2Ь+ ^ 9— 28І» — 4^2 ^ 

^ Уі— ^ • 

_ 1 —2Ь— V 9—28Ь —4Ь2 ^ —1+26—/9 —28Ь —4^2 

^2. — ■“ 4 і Уі 4 


Посмотрим, при каком значении Ь обе точки пересечения совпадают. 
Для этого подкоренное значение должно равняться нулю, откуда получаем 



‘^ 1 , 2 

Ь^= —7,31. При этих значениях 
Ь прямая у = х-\-Ь касается задан¬ 
ной окружности (рис. 62). При 
Ь 2 < Ь < Ьу точек пересечения две; 
(л^і'. Уі) и (Ха’, Уа). При остальных Ь 
прямая не пересекает окружность 
(подкоренное выражение оказы¬ 
вается отрицательным). 

И в других примерах совпа¬ 
дение двух точек пересечения, ко¬ 
ординаты которых найдены из 
системы (8), обычно свидетельст¬ 
вует о том, что в этой общей 
точке обе заданные линии сопри¬ 
касаются друг с другом, т. е. 
имеют в этой точке одну и ту же 
касательную. 


-7 ± У 58 


т. е. 6, =0,31, 


5. Уравнение линии в полярных координатах. В любой системе 
координат на плоскости уравнение между этими координатами опре¬ 
деляет некоторую линию (исключения будут указаны в п. 8). Рас¬ 
смотрим, в частности, полярные координаты. Мы будем считать, 
что уравнение разрешено относительно р, т. е. имеет вид 


р=/((р). 


(9) 


Придавая ф числовые значения и находя соответствующие значения р, 
получим точки, которые образуют линию на плоскости—график 
функции (9) в полярных координатах. 

Рассмотрим два примера. График линейной зависимости р = аф + Ь изо¬ 
бражен на рис. 63; это —спираль Архимеда. Она получается при наложении 
равномерного вращения и равномерного движения вдоль по радиусу, так 
как если 

р = ѵі-{-Ь, ф=(й^ то р—-^ф-|-Ь. 

Итак, график одной и той же функции (в данном случае линейной) в 
полярных координатах и в декартовых (см. п. I. 22) имеет совершенно раз¬ 
личный вид. 

График показательной функции р = а^‘Р в полярных координатах изоб¬ 
ражен на рис. 64. Это —логарифмическая спираль. Она бесконечно накручи¬ 
вается на полюс, никогда его не достигая. 
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Логарифмическая спираль обладает рядом интересных свойств. Напри¬ 
мер, если ее подвергнуть подобному преобразованию, т, е, всестороннему 
равномерному растяжению в т раз (ш —коэффициент подобия), го полупится 

,/ 1п т\ 

ь и и 

линия С уравнением р = /ие”'^. Но р = те”'Р = е = где 

\пт 

а=——, т. е. получится такой же результат, как если исходную спи¬ 
раль повернуть вокруг полюса по часовой стрелке на угол а радиан, так как 




график р = /(ф-{-а) получается из графика р = /(ф) поворотом вокруг полюса 
на угол а радиан в отрицательном направлении (почему^). Таким образом, 
логарифмическая спираль сама себе подобна с любым коэффициентом подо¬ 
бия Из других линий на плоскости этим свойством обладает только прямая. 

В заключение скажем о координатных линиях, т. е. о линиях, 
на которых одна или другая координата сохраняют постоянное зна¬ 
чение. В декартовых координатах координатные линии образуют два 



семейства прямых, параллельных одной или другой из осей коор¬ 
динат. В полярных координатах линии р = сопзі образуют семейство 
концентрических окружностей, а линии ф = сол 5 І —семейство лучей, 
выходящих из полюса (рис. 65). 
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6. Параметрическое задание линии и функций. Бывает, что 
обе координаты, например декартовы, оказываются заданными как 
функции некоторой третьей переменной, которую мы обозначим 
буквой і\ 

^ = ф(/); І/ = Ф(/). (10) 


Эта переменная является параметром, определяющим положение 
точки (л:; у) на плоскости; когда і меняется, то точка на плоскости 
перемещается, описывая некоторую линию (^) (рис. 66), заданную, 
таким образом, в параметрическом виде (10). Так бывает, например, 
при исследовании движения точки в плоскости; тогда параметр і — 



время, формулы (10) определяют закон 
движения, а линия (^) называется тра¬ 
екторией. В других примерах параметр 
может иметь другой смысл, однако и 



о "о® 


Рис. 66. 


Рис. 67. 


тогда его обычно можно для себя рассматривать так, как будто 
он является временем. Отметим, что одна и та же линия {Ь) 
может получиться при различных уравнениях (10), так как законы 
движения по одной и той же траектории могут быть различными 
(например, законы движения студентов вдоль траектории от трам¬ 
вайной остановки до института за 22 и за 2 минуты до начала занятий). 

Чтобы перейти к уравнению линии (^) в общей форме (6), надо 
из двух уравнений (10) исключить параметр (например, из первого 
уравнения выразить і через х и подставить результат во второе или 
как-нибудь иначе). Однако это не всегда возможно и не всегда целесо¬ 
образно, так что часто приходится оставлять параметрическую форму. 

Уравнения (10) задают определенную функциональную зависи¬ 
мость у {х), так как если задать значение х, то из первого уравне¬ 
ния определится значение і (быть может, не одно), а из второго — 
соответствующее значение (или значения) у. Эта. функция у [х) ока¬ 
зывается заданной в параметрическом виде, а графиком ее служит 
линия (/,). 

Пример 1. Рассмотрим полет снаряда без учета сопротивления воз¬ 
духа и шарообразности и вращения Земли (рис. 67). Если начальная скорость 
равна Оо, а угол бросания а, то горизонтальная составляющая скорости бу- 
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дет все время равна «ол:~^оС 08 а, тогда как вертикальная составляющая 
скорости все время изменяется. Так как движение по вертикали происхо¬ 
дит с постоянным ускорением § земного тяготения, то путь, пройденный по 
вертикали, отличается от свободного пути, соответствующего скорости 

= на (это доказывается в курсе механики). Таким образом, 



получаем закон движения в плоскости х, у: х = {ѴоС 05 а) і, і/=(ао 8Іп а) • 

а/2 

—. Эго и есть закон движения, дающий одновременно траекторию в 
параметрическом виде. Исключая і, получим 


у = {і§а) X- 


2ѵ^ € 08 ^ а 


(П) 


так как зависимость у (х) квадратичная, то траекторией будет служить 
парабола (см. п. I, 23). 

Пример 2. Рассмотрим траекторию точки окружности, катящейся без 
скольжения по прямой линии (на рис. 68 пунктиром показано положение 



окружности в начальный момент, а сплошной линией — некоторое текущее 
положение). Выберем за параметр угол і); поворота окружности. Тогда 

x — 0^ = 0Т—^Т = ^МТ~МР = Яур — /?8іп х—Р (гр—8Ш і|:); 

у=в^М = ТN—РN=Р —Я С05'\^; «/==/? (1—со8г|:); 

здесь отрезок ОТ приравнен дуге МТ согласно условию отсутствия проскаль¬ 
зывания. Получились параметрические уравнения линии, которая называется 
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циклбидой, от греческого «киклос» — круг; она бесконечна и имеет точки 
возврата (рис. 68). 

Циклоида является одной из простейших рулётт, т. е. кривых, кото¬ 
рые описывает на неподвижной плоскости точ¬ 
ка, жестко связанная с одной из двух ка¬ 
ких-либо линий, когда та без скольжения 
катится по другой. Другими примерами ру- 
летт являются укороченная и удлиненная цик¬ 
лоиды (рис. 69), описываемые точкой, нахо¬ 
дящейся соответственно внутри или вне ок¬ 
ружности, катящейся по прямой линии (при 
этом удлиненная циклоида имеет точки са¬ 
мопересечения)', гипоциклоиды и эпициклоиды, 
которые описывает точка окружности, катя¬ 
щейся по другой окружности изнутри и извне 
(рис. 70), и т. д. Гипоциклоида при соотно¬ 
шении радиусов 1:4 называется астрбидой, от 
греческого «астрон»—звезда, а при 1:2 пре¬ 
вращается в отрезок прямой; эпициклоида при 
1:1 называется кардиоидой от греческого «кар- 
диа»—сердце; эти линии и их уравнения, ко-, 
торые мы предоставим вывести читателю, 
показаны на рис. 71 и 72. Все эти линии имеют большое значение в теории 
механизмов. 



Рис. 70. 


7. Алгебраические линии. Если уравнение линии (/,) в декар¬ 
товых координатах х, у имеет вид 


Р{х, у) = 0, 


(13) 


где Р —многочлен степени п, то говорят, что (^) — алгебраическая 
линия порядка п. Неалгебраическая линия называется трансцендент¬ 
ной. Так (см. § I. 22), график линейной функции, т. е. прямая ли¬ 
ния,— это алгебраическая линия первого порядка, квадратичная па- 



Астроида. Из равенстваГМ = ».> ГЛ 
выведите уравнения дс=асоз®і, 
у=а 8ІП® Л 



нение Р = 2а (1 -соз ф) 


рабола и окружность — линии второго порядка, кубическая парабола 

2 

к полукубическая парабола (уравнение у = х^ последней следует 
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переписать в виде — х^=0, чтобы получилось уравнение вида (13)) 
— это алгебраические линии третьего порядка. С другой стороны, 
синусоида, тангенсоида, график показательной функции — это транс¬ 
цендентные линии. 

В качестве интересного примера линий четвертого порядка рассмотрим 
овалы Кассини, введенные астрономом Кассини (1625—1712). Такой овал 
определяется как совокупность точек плоскости, произведение 
расстояний которых от двух данных точек Рі и Р^ этой плоскости есть ве¬ 
личина постоянная. Расположив оси координат, как на рис. 73, и обозначив 
координаты точек (—а; 0), Р^і^^', 0). М (х; у), а заданное произведение 
расстояний через Ь^, получаем по формуле (1) 

іА(х + 0)2-1-1/2. у'іх—а)^-\-у^ = Ь^, 
откуда легко вывести окончательное уравнение: 

(х^ + уа)2 _ 2а2 (х2 — у^) = Ъ^ — а^. 

Б важном частном случае, когда Ь = а, линия имеет вид восьмерки и назьН 
вается лемнискатой-, она была открыта в 
1694 г. швейцарским математиком Я- Бер¬ 
нулли (1654 —1705). Перейдя к полярным 
координатам по формулам (5), получим 
уравнение лемнискаты р2 = 2а2со8 2ф. При 
Ь < Ь < а овал Кассини состоит из двух 
кусков. 

Надо отметить, что при определении 
порядка линии речь идет непременно об 
уравнении в декартовых координатах. Так, 
уравнение архимедовой спирали в поляр¬ 
ных координатах (см. п. 5) имеет первую 
степень, но если его переписать в декарто¬ 
вых координатах V х2 + у2 = д агс1§-|- + Ь, 

то видно, что эта спираль—трансцендентная линия. Трансцендентны и все другие 
спирали и вообще все бесконечные линии, обладающие тем или иным свой¬ 
ством периодичности. 

Порядок алгебраической линии не меняется при замене в плос-> 
кости одной декартовой системы координат на другую. 

Действительно, например, при параллельном переносе (см. п. 2) уравнен 
ние данной линии приобретает вид 

Р(х' + с, у'-\-Ь) = 0. 

После раскрытия скобок и приведения подобных членов степень полу¬ 
ченного многочлена не может получиться выше исходной (неоткуда). Могло 
бы показаться, что при приведении подобных членов общая степень многоч¬ 
лена может понизиться, если старшие члены взаимно уничтожатся. Но этого 
не может произойти, поскольку тогда при обратном переходе от х', у' к.х,у 
степень многочлена должна была бы вновь повыситься, а мы только что видели, 
что этого не может быть. Аналогичная картина будет при преобразованиях 
другого вида. 

Так как замена координат при неподвижной линии приводит к 
тому же результату, что и движение линии при неподвижных осях 
координат, то порядок алгебраической линии остается инварийнт- 
ним (неизменным) при движении этой линии как целого. 
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Величина или вообще какой-либо объект, не меняющийся при 
тех или иных преобразованиях, называется инвариантом эіяк преобра¬ 
зований (или инвариантом относительно этих преобразований). Так, пло¬ 
щадь является инвариантом движений, а углы — инвариантом не только 
движений, но также и преобразований подобия. Как мы видим, по¬ 
рядок алгебраической линии также является инвариантом движений. 
Важное понятие инварианта не знал некий владелец сада, который 
с невероятной быстротой красил забор, так как у него было очень 
мало краски и он хотел успеть покрасить забор, пока она не кон¬ 
чилась. 

8. Особые случаи. Для некоторых уравнений вида 1^{х, у) — 0 
на плоскости х, у может получиться нечто, совсем непохожее на 
то, что принято называть линиями. Поясним это на примерах. 

Уравнению х^у^\ — 0 ла плоскости не удовлетворяет ни одна 
точка, так как при любых л:, г/ левая часть положительная. Говорят, что 
это— мнимая линия, так как если допускать мнимые числа, то можно 
положить, например, х = і, у — 0 Ц т. п. Но это название не меняет 
того, что данная линия, как подпоручик Киже в широко известном 
рассказе Ю. Тынянова, «фигуры не имеет». 

Уравнению 

д;2 + і/2=.о (14) 

на плоскости удовлетворяет единственная точка: л: = 0, у — 0 (на¬ 
чало координат). Если сравнить это уравнение с уравнением 

х^-{-у^ — Я^==0 (15) 

(см. п. 4), то получается как бы уравнение окружности нулевого 
радиуса. Вообще, если какой-либо объект зависит от параметров 
и при некоторых значениях этих параметров качественно 
меняется, теряя какие-либо весьма существенные свой¬ 
ства, то говорят, что при этих значениях происходит вырождение 
данного объекта. Окружность (15) зависит от параметра /^; при 
/^ = 0 она вырождается в точку (14), теряя важнейшее свойство — 
быть линией. 

Уравнение алгебраической линии второго порядка 

= 0 (16) 


можно переписать в виде 

ІУ — х) {у-і-х) = 0. 

Но произведение равно нулю, если равен нулю какой-либо из мно¬ 
жителей. Поэтому либо у — л: = 0, т. е. у — Х, либо і/4-л: = 0, 
т. е. у=—X (рис. 74). Каждое из этих уравнений определяет 
прямую линию на плоскости х, у. Таким образом, точка, удовлет¬ 
воряющая уравнению (16), лежит либо на одной прямой, либо на 
другой. Итак, линия, определяемая уравнением (16), представляет 
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собой пару прямых, как говорят, распадается на пару прямых; 
ЛИНИЯ второго порядка распалась на пару линий первого порядка. 
Ни в коем случае нельзя считать, что гипербола (п. I. 25) то¬ 
же распадается; она состоит из двух кусков, каждый из которых 
представляет собой половину гиперболы, и оба они имеют еди¬ 
ное уравнение. В случае же уравнения (16) каждая из полученных 
двух прямых имеет совершенно самостоятельное уравнение. Ясно, 
что таким путем можно объединить две совершенно произвольные 
линии, у) = 0 я /^2 (■^) У) = ^\ 

этого достаточно написать уравнение 

і/)^2(^. »/) = 0- 

Также нельзя считать распадением раз¬ 
ложение параболы рис. 23 на верхнюю и 
нижнюю половины на основе формулы 

л:) (*/ + 


у^ — х--= {у 


(17) 


которая вместо у^ —л: = 0 дает Уі ,2 — 

= ± ]/ л:. Дело в том, что распадение по¬ 
лучается, когда многочлен в левой ча¬ 
сти (13) разлагается на произведение 
многочленов, а множители в правой части (17) не являются много¬ 
членами (см. п. I. 17). 



§ 3. Алгебраические линии первых двух порядков 

9. Линии первого порядка. Из п. 7 мы видим, что для полу¬ 
чения линии первого порядка надо приравнять нулю многочлен пер¬ 
вой степени. Он может содержать только члены первой степени и 
свободный член. Поэтому уравнение линии первого порядка в общем 
виде таково: 

Ах-^Ву-\С=0, (18) 

Здесь может быть два случая. Если 5^0, то, производя де¬ 
ление на 5 и обозначая 

получим 

у:=кх-\-Ь. (20) 

В п. I. 22 мы видели, что это—уравнение прямой линии (там 
вместо к стояло а, что несущественно), изображенной на рис. 75. 

Если же 5= о, то, деля на Л и обозначая—^ =а, получаем урав¬ 
нение х = а, т. е. прямую, параллельную оси у. Отметим, что для 
таких прямых угловой коэффициент Л — І2-^ = ±оо. что также 
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выражения (19), а уравнение записать в форме (20) 


вытекает из 
невозможно. 

Итак, линии первого порядка — это прямые линии. 

Рассмотрим несколько простых задач на прямые линии. 

1. Через данную точку (лгд^; у^) провести прямую с данным уг^ 
ловым коэффициентом к. Конечно, в аналитической геометрии «про¬ 
вести прямую» означает «написать урав¬ 
нение прямой». Искомое уравнение име- 


у-=кх*Ь 


ш 

1 

Щ 

іа 

іцн 


а 

л 


Однако раз прямая проходит через дан¬ 
ную точку, то координаты этой точки 
должны удовлетворять уравнению пря¬ 
мой: у^ = кх-^-\-Ь. Производя вычита¬ 
ние, исключаем Ь и получаем искомое 
уравнение 

к{Х — л:^). (21) 


Рис. 75. 


У — Уі- 

Если в этом 
то мы получим 
точку (лг^; 


уравнении менять к^ 
пучок всевозможных 
Можно положить и 


Уі)- 

прямую; однако для этого 


прямых, проходящих через 
^=:^схэ, т. е. получить вертикальную 
надо предварительно обе части раз¬ 
делить на к, тогда после подстановки 
получится просто 0 = л: — х^, т. е. 

Х — Х^. Аналогичные предосторожно¬ 
сти принимаются и в других задачах, 
когда параметры принимают бесконеч¬ 
ные значения. 

2. Провести прямую через две дан¬ 
ные точки (л:;^; у^ и (лТд; У 2 )’ Урав¬ 
нение искомой прямой имеет вид (21), 
но к неизвестно. Однако из условия 
прохождения через вторую точку по¬ 
лучаем г/ 2 — у^ = к{Х 2 ^ — лг^), откуда, производя деление, исключаем к\ 



У—Уі 


-Хі 


Уа—Уі 


Х^—Хх 


( 22 ) 


Отметим, что в этом уравнении, как и в (21), .я? и у —это перемен¬ 
ные координаты текущей (любой) точки искомой прямой. 

3. Найти угол между прямыми с данными угловыми коэффици¬ 
ентами кх и к^. Решение видно из рис. 76: 


*ёа = *ё(ф2”Фі) = 


Ф2— Фі 


к^ — кх 
1 -}- кхк^ 


(23) 


4. Условие параллельности двух прямых очевидно: кх = к^. 
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5. Условие перпендикулярности двух прямых вытекает из за¬ 


дачи 3: для перпендикулярных прямых а~-^; но 


+ 00 , от- 


1 


куда 1 + ^ 1^2 = ^ или ^2 ==-^ . 

10. Эллипс. Эллипсом называется совокупность всех точек плос^ 
кости, сумма расстояний которых от двух данных точек этой плос¬ 
кости (называемых фокусами этого эллипса) есть величина посто¬ 
янная. Из этого определения вытекает способ построения эллипса 



с помощью натянутой нити, показанный на рис, 77 и дающий пред¬ 
ставление о форме эллипса: это замкнутая выпуклая линия с двумя 
осями симметрии, называемыми главными осями эллипса, и с центром 
симметрии О, называемым центром эллипса. 

Для вывода уравнения эллипса в наиболее простом виде распо¬ 
ложим оси координат так, как показано на рис. 77, и обозначим 
/^і /^2 = 2с, + ( = соп8і;) =2а. Тогда с помощью формулы (1)для 

расстояния между точками уравнение эллипса можно написать в виде 
с)^-\-у^-\-'\^{х — с)^-\-у^ = 2а, откуда получаем последова¬ 
тельно 

Ѵ{х + с)2 -\-у^^2а —У (л: — с)^ + у^; 

(л: + с)2 + = 4а2 — 4а — с)^ + + (л: — с)^ + у^’, 

У (х — + 1/2 = а^ — сх; а^ [(л: — с)^ -[- у^] = а^ — 2а^сх>-\- с^х'^; 

х^[а^ — с^)-\-а^у^— а^ {а^ — с'^). (24) 

Из треугольника видно, что 2а > 2с, т. е. а^ — с^'^0. 

Обозначим для краткости а^—с^ — Ь^, Тогда из равенства (24) 
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получим так называемое каноническое уравнение эллипса 


+ -^=1 


(25) 


Из этого уравнения вновь видно, что оси координат служат 
осями симметрии эллипса, так как если точка {р\ у) удовлетворяет 

уравнению (25), то и точ- 
ІУ ки (—р; д), (—р; ~д) и 

В {Р\ —я) тоже (рис. 78). 

Если положить у = 0, 
то получается а: = ±й!, 
а если положить л: = 0, 
получается у = ±Ь; зна- 
^ чит, а и Ь —это дли- 

^ ны полуосей эллипса 

(рис. 78) — большой 
(А0~ ос —а) и малой 
\ВО= ОВ — Ь). Кроме 
того, каждое из слагае¬ 
мых в левой части (25) 
Рис. 78. не может быть больше 

единицы, откуда ) л: [ ^ а, 
и потому весь эллипс расположен внутри прямоугольника, 
изображенного на рис, 78. Точки Л, 7?, С, О, в которых эллипс 
пересекается своими осями симметрии, называются вершинами 
эллипса. Эллипс имеет четыре 
вершины. 

Отношение 






в 


■■ 








8 = 




а^ — Ь^ 
а ’ 



0< 8 < 1, на¬ 
зывается эксцентриситётом эл¬ 
липса. Это — величина безраз¬ 
мерная и при подобном пре¬ 
образовании эллипса, когда все 
его размеры увеличиваются 
в /г раз, не меняется, так как 

кс _ ^ 

ка а 

Эксцентриситет эллипса го¬ 
ворит о его форме (степени 
вытянутости), но ничего не го¬ 
ворит о его размерах. Интересно 
посмотреть, как влияет эксцентриситет на форму эллипса, если за¬ 
фиксировать большую ось 2а и менять 8 (рис. 79), имея в виду, что 
с — еа, Ь = а]/1 —8*. При уменьшении е фокусы сближаются, а малая 
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полуось приближается к большой. В пределе, когда е = 0, будет 
с=^0, Ь — а, т, е. получится окружность. Таким образом, окруж¬ 



ность является особым, предельным 
случаем эллипса, если фокусы сли¬ 
лись в центр; тогда эксцентриситет 
равен нулю. Если, наоборот, е прибли- 



Рис. 80. 


Рис. 81. 


жается к 1, то эллипс становится все более вытянутым и в пре¬ 


деле вырождается в отрезок. 

Эллипс получается при равномерном сжатии окружности в одном на¬ 
правлении. Действительно, рассмотрим, например, равномерное сжатие 
к оси X (рис. 80) в к раз. Если точка М {х\ у) лежит на кривой, полу¬ 
ченной после сжатия, то точка N (х; ку) должна лежать на окружно- 


сти, откуда х^-{-{ку)^ = ІІ^ или = 1, 


т. е. получается эллипс с полуосями и . 

Из доказанного свойства легко вывести па¬ 
раметрические уравнения эллипса. Действительно, 
уравнения х = .^со5/, = (0:^^:^2л;) при 

заданном і? определяют окружность радиуса Ц 
с центром в начале координат (почему?). Про- 

„ , і? 51П ^ 

изводя сжатие, получим х—Нсозі, у = —^— илй. 


вводя полуоси а —и, 



получим окончатель¬ 


но параметрические уравнения эллипса 

х — асо5Іу у — Ьзіпі (26) 

В п. XI.6 мы проверим, что при равномерном 
сжатии эллипса вновь получается эллипс. 

Так как при ортогональном проектировании 
какой-либо плоской фигуры она равномерно сжи¬ 
мается в одном направлении, то при ортого¬ 



нальном проектировании окружности получается эл- Рис, 82 

липе (рис. 81). 

Эллипс получается и при сечении прямого 
кругового цилиндра или конуса плоскостью. Для случая цилиндра это 
показано на рис. 82. Для доказательства того, что в сечении получится 
эллипс, в цилиндр вписываются шары так, чтобы они коснулись плоско¬ 
сти в точках Рі и Р^. После этого для любой точки М сечения можно 
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написать, используя равенство касательных к шару, проведенных нз од¬ 
ной и той же точки (рис. 82): Л 1 /^і+-Л ^/*'2 = Л1-Л'^і + -Л 1 ІѴ 2 = Л^іЛ ^2 = соп5І; 
отсюда и следует наше утверждение. Для конуса построение аналогичное. 
Все эти свойства широко применяются в черчении. 

11. Гипербола. Гипербола в нашем курсе уже встречалась 
в п. 1.25. Однако мы на минуту об этом забудем, а потом, в п. 13, 
установим связь между пп. И и 1.25. Поэтому дадим новое опре¬ 
деление: гиперболой называется совокупность всех точек пло¬ 
скости, разность расстояний 
которых от двух данных точек 
этой плоскости (называемых 
фокусами этой гиперболы) 
есть величина постоянная. 
Если выбрать оси координат, 
как на рис. 83, и обозначить 

^1^2 = “ ''г == ± 2а — 

— СОП8І, то получим уравнение 

гиперболы Ѵ^(а:+с)2 + ^2 — 
— {X —с)^ + у2=±2а, от¬ 
куда, проводя преобразования, 
как в п. 10, получим тоже со¬ 
отношение (24) (проверьте!). 
Однако теперь из треугольни¬ 
ка видим, что 2а <[ 2с, 

И потому теперь нельзя, как в 
п. 10, обозначить — с^~Ь^ (почему?), но можно обозначить 
0 ^ — 0 ^ = — Ь'^, Тогда ИЗ (24) получаем 

+ а2^2 ^ _а2^2 



И окончательно каноническое уравнение гиперболы: 

_ ^ . 

а2 


(27) 


Из этого уравнения видно, что и гипербола имеет две оси сим¬ 
метрии {главные оси), а также центр симметрии {центр гиперболы). 
Полагая у = 0, получаем л: = ±а, а полагая л: = 0, получаем 
У = :ѣ 

Значит, ось X пересекает гиперболу в двух точках {вершинах ги¬ 
перболы), это — вещественная ось\ ось у гиперболу не пересекает, 
это — «мнимая ось». Соответственно постоянные а и Ь называются 
вещественной и мнимой полуосями гиперболы (хотя последнее на¬ 
звание не совсем удачное, так как число Ь, конечно, вещест¬ 
венное). 

Кроме того^ из уравнения (27) видно, что -^^1, т, е. л: либо 
—а, либо (рис. 84). 
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Гипербола имеет две асимптоты. Чтобы показать это, ограни¬ 
чимся первым квадрантом и запишем, используя (27): 

Общие правила изучения подобных выражений при больших лг бу¬ 
дут указаны позже (см., в частности, конец п. IV.22). Пока мы не 



располагаем такими правилами, применим искусственное преобразо¬ 
вание, «выделив» X из — < 2 ^, 

I = I [л + дг+1 _дг). 

Чтобы выяснить поведение слагаемого — (|/^ х^ — —лг) при увели¬ 
чении X, помножим и разделим это слагаемое на Ух^ — а^+лг; 
получим 

_ ^4-1 ^ іУ — х) (У —а^Ч-л) _ Ь _ 

Угш—'^ ~т а у а Ух^—а^-\-х * 

При удалении точки М по гиперболе в бесконечность последняя 
дробь, очевидно, безгранично приближается к нулю. Поэтому если 

рассмотреть прямую у — то разность ^—Уа^ —г/гии безгра¬ 

нично приближается к нулю и тем самым прямая является асимп¬ 
тотой гиперболы. Учитывая симметрию, получаем уравнение асимптот 

Ь 

^ — а 

Можно проверить, что гипербола получается в результате пересечения 
бесконечного в обе стороны прямого кругового конуса плоскостью (рис. 85), 
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наклоненной к оси ближе, чем образующие конуса. (Попробуйте это дока¬ 
зать при помощи рассуждения, аналогичного проведенному в конце п. 10) 
Определение гиперболы легко продемонстрировать в следующем примере. 
Пусть звуковой сигнал, поданный в точке А, уловили в паре пунктов В и 
С, причем в 5 на т сек раньше, чем в С. Тогда относительно точки А можно 
гарантировать, что она находится на ближайшем к В куске гиперболы, 

имеющей фокусы в В и С и вещественную полуось а — ~^, где Узд —ско¬ 
рость звука (Почему^) Если произведено два таких замера в различных 

парах пунктов, то положение точки А 
определится пересечением соответст¬ 
вующих гипербол. 

12. Родство эллипса, гиперболы 
и параболы. Между эллипсом (п. 10), 
гиперболой (п. 11) и параболой 

(п. 1.23) имеется близкое родство. 
Это объясняется тем, что все они — 
линии второго порядка, причем, как 
мы увидим в п. 13, других линий 
второго порядка нет, если не прини¬ 
мать во внимание особых случаев, ука¬ 
занных в п. 8. Во многих задачах, 
включающих параметры, в решении 


Рис. 86. Рис. 87. 


может получиться одна из этих линий, в зависимости от значений парамет¬ 
ров, причем парабола (или ее вырожденные состояния) всегда занимает 
промежуточное положение между эллипсом и гиперболой. 

Рассмотрим пересечение прямого кругового конуса с плоскостью, повора¬ 
чивающейся вокруг оси рр, выбранной, например, перпендикулярно к оси 
конуса (рис. 86). Пока наклон мал, в сечении получается эллипс. При увели¬ 
чении наклона эллипс удлиняется, его эксцентриситет растет, а когда пло¬ 
скость станет уже пересекать обе полы, в сечении получается гипербола. 
В промежуточном положении, когда плоскость наклонена к оси конуса так 
же, как образующие, линия пересечения бесконечна, но еще состоит из 
одного куска. Так как особых случаев, указанных в п. 8, здесь не будет, а 
в результате вырождения линии второго порядка не может получиться линия 
высшего порядка, то эта линия —парабола. По этой причине эллипс, гипер¬ 
болу и параболу иногда называют коническими сечениями. 

Рассмотрим с этой же точки зрения простейшее полярное уравнение 
линий второго порядка. Начнем с эллипса, для чего поместим полюс О 
в правый фокус (рис. 87). Применяя теорему косинусов к треугольнику АМО, 
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где Л — левый фокус, а М —текущая точка эллипса, получим 
ЛМ2 = Л02 + 0М2 — 2ЛО-ОМ со 8(180° —ф); 
(2а — р)2 = (2с:) 2р2 4-2'2ср • С08 ф; 

4^2 — 4др _[_ р2 — 4 (^2 — ^2) + р^ і- 4ср С08 ф, 


откуда 


Ь2 


а 


аф-ссоз' 

Если для краткости обозначить 
эллипса), получим окончательно 

Р = 


! + (- 

' а 


(28) 


СОЗф 


Ь2 


:р (это —так называемый ^параметр-» 


-. (29) 

1 + 8 СОЗ ф 

(Если поместить полюс в левый фокус, в знаменателе будет 1—есозф) 
Если для гиперболы поместить полюс в левый фокус (рис. 88), то после 
аналогичных преобразований, которые мы 
предоставим читателю, получится та же 
формула (28), а если обозначить 

с 

— = р, =е, то получится формула (29). 

Однако здесь безразмерная величина г (так¬ 
же называемая эксцентриситетом) уже > I. 

Легко проверить, переходя от поляр¬ 
ных координат к декартовым по форму¬ 
лам (5), что при 8=1 уравнение (29) пред¬ 
ставляет параболу; в самом деле, тогда 

можно написать р = - . - - -, рф- 


ф- р С08 ф=р, 
|^х2фГ^ = р- 
окончательно 


1ф-С08ф ’ 
откуда Кх2ф-р2^х=р, 

■X, х2ф-р2 = р2 — 2ржф-х2 И 


у2 1__Р 

2р ^ ^ 2 



(см. п. 1.23), При этом полюс координат называется фокусом параболы; 
в отличие от эллипса и гиперболы, парабола имеет только один фокус. 
Интересно отметить, что на рис. 79 при 8 = 1 из эллипса получился отрезок. 
Таким образом, в разных задачах вырождение может привести к различным 
результатам. 

Уравнение (29) применяется, в частности, в небесной механике в задаче 
двух тел, движущихся под действием их взаимного притяжения. Рассмотрим, 
например, запуск искусственного спутника Земли из точки Т, лежащей за 
пределами атмосферы, в горизонтальном направлении (рис. 89). Если началь¬ 
ная скорость Уц недостаточна, то спутник вращаться вокруг Земли не будет. 
При достижении «первой космической скорости» спутник будет вращаться 
по круговой орбите, центр которой находится в центре Земли. Если 
увеличить, то оказывается, что вращение будет происходить по эллипсу, 
причем центр Земли будет находиться в одном из его фокусов. 

При дальнейшем увеличении эксцентриситет эллипса будет возрастать, 
а его второй фокус удаляться При достижении «второй космической ско¬ 
рости» траектория станет параболической и спутник не вернется в Г; таким 
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образом, парабола — это эллипс, у которого один из фокусов удален на бес¬ 
конечность. При дальнейшем увеличении Ѵо траектория станет гиперболи¬ 
ческой и второй фокус появится «с другой стороны»; центр Земли все время 
будет находиться в фокусе орбиты. 

Конические сечения можно определить также следующим образом. Если 
уравнение (29) переписать в виде 

р+ресозф = р, или р=р — ресо5ф=е^-^—рсозф^ , 

то полученное выражение в скобках как раз равно длине отрезка ММ' на 
рис. 90 (почему?), где прямая И проведена перпендикулярно к полярной 




оси на расстоянии ~ от полюса. Но р = ОМ, т. е. получаем ОМ = гММ'^ 
откуда = е ( = соп8І). Таким образом, эллипс, параболу и гиперболу мож¬ 
но определить еще как совокупность всех точек, отношение расстояния 
которых от некоторой точки (фокуса) к расстоянию от некоторой прямой 
(так называемой директрисы) есть величина постоянная. 

13, Общее уравнение линии второго порядка. По аналогии 
с (18) напишем уравнение линии второго порядка в общем виде: 

Ах^-]-2Вху-\-Су^-{-Вх-\-Еу-\-Р = 0 (30) 

(2В, а не просто 5, пишется только для большей простоты полу¬ 
чающихся формул). Наша цель — при помощи замены декартовых 
координат (см. п. 2) суметь преобразовать уравнение (30) к более 
простому виду и тем самым разобраться, какую линию оно изображает. 

Так как канонические уравнения не содержат членов с произве¬ 
дением координат, то постараемся прежде всего путем поворота 
осей устранить такой член. После поворота получим в силу фор¬ 
мул (4) уравнение в новых координатах х', у': 

А (х' С05 а — у' зіп а)2 + 2В {х' соз а — у' зіп а) {х' зіп а-{-у' соз а) -Ь 
С {х' зіп а-\-у' соз а)2 + О (х' соз а —у' зіп а) + 

зіп а-фу'соз а)/^= 0. (31) 
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Если здесь раскрыть скобки и собрать члены с произведением х'у\ 
то коэффициентом при х'у' будет 

— 2А соз а зіп а + 2В соз^ а — 2В зіп^ а + 

+ 2С зіп а соз а = 2В соз 2а + (С— А) зіп 2а. 

Значит, должно быть 

2Всоз2а + (С —Л) зіп 2а = О, т. е. — (32) 

Отсюда и находим угол поворота осей а. 

После поворота уравнение примет вид 

А'х'" 4- С'у'^ + О'х' + ВУ + /^ = О, (33) 


где А', С, В' — новые коэффициенты, полученные из (31) после 
приведения подобных членов. Однако в п. XI. 11 мы покажем, что 
при любом повороте осей, хотя коэффициенты Л, В, С при членах 
второй степени, вообще говоря, меняются, но выражение ЛС — 
при этом остается инвариантным (неизменным). Так как в уравне¬ 
нии (33) нет члена с х'у', т. е. В' = О, то отсюда получаем 

А'С (=А'С'— В''')= АС —В\ 


Таким образом, если выражение ЛС— В^, составленное для исход¬ 
ного уравнения (30), положительно, то в уравнении (33) коэффи¬ 
циенты А' и С' имеют одинаковый знак, так как их произведение 
положительно; это — эллиптический случай. Если ЛС—Б2<;0, то 
Л' и С' имеют противоположные знаки {^гиперболический случай). 
Если ЛС —^2 = 0, то из коэффициентов А' и С' один равен нулю 
(параболический случай). 

Остановимся на эллиптическом случае. Произведя в уравнении (33) 
дополнение до полного квадрата (ср. п. 4), получим уравнение вида 


А' (х' — а)^-і-С' Іу'--і>)^-1-В' = 0. 

Производя параллельный перенос осей х', у' (см. п. 2), мы 
перейдем к новым координатам х" = х' — а, у” — у' — Ь. Уравнение 
примет вид 

Л'лг'ЧСѴ" = — /"', т. е. -^ + -^ = 1. (34) 


Пусть для определенности А' и С' оба положительны. Тогда, 
если В' < о, мы получаем каноническое уравнение эллипса. Значит, 
и исходная линия была эллипсом, но относительно осей лг, у смещен¬ 
ным и повернутым. Если же /^'>0 или /^=0, то получаем осо¬ 
бые случаи, указанные в п. 8: мнимую линию или точку. 
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Аналогично в гиперболическом случае линия будет гиперболой, 
а в параболическом — параболой, если не учитывать особых случаев, 



Рис. 91. 


описанных в п. 8 И обычно не 
имеющих практического значения. 

Рассмотрим, например, гра¬ 
фик обратной пропорционально¬ 
сти (см. п. 1.25) с уравнением 
к 

^ , которое можно переписать 

в виде ху — к~0. Сравнивая с 
уравнением (30), видим, что здесь 

А=С===О = Е=0-, В=-~’, 

Е = — к. Так как АС — — 

— — ^<0, то это — гиперболиче¬ 
ский случай. По формуле (32) 
видим, что 2а —± оо, от- 

куда можно положить 2а— 


я 


4 • 


Итак, повернем оси на 45°. По формулам (4) имеем 


X 

У 


2 

' 2 


Л-У 


2 



і^^'-у'), 


Подставляя это выражение в исходное уравнение, получим 


т. е. 



к = 0; 


2к 2к 


значит, рассматриваемая линия — гипербола с равными полуосями 
{^а~Ь = У"2к) (рис. 91). Этим обосновывается употребление тер¬ 
мина «гипербола» в п. 1.25. 
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§ 1. Бесконечно малые и бесконечно большие величины 

1. Бесконечно малые величины. Бесконечно малые величины — 
это очень важный класс переменных величин, играющий первостепен¬ 
ную роль в высшей математике. Переменная величина называется 
бесконечно малой в некотором процессе, если она в этом процессе 
безгранично приближается [стремится) к нулю. Так, в процессе без¬ 
граничного расширения данной массы газа плотность и давление будут 
величинами бесконечно малыми; это — пример положительной, непре¬ 
рывной, монотонной, бесконечно малой величины (см. п. 1.5). При 
затухающем колебании маятника угол его отклонения от положения 
равновесия в процессе течения времени также является бесконечно 
малой величиной, но эта величина уже колеблющаяся и вновь и вновь 
принимает значения обоих знаков, а также нулевое значение. При 

1 1 

рассмотрении последовательности =-р-, ^ = 

= —^ , ... общий ее член а^ = —^ в процессе увеличения номера 

л=1, 2, 3, ... является бесконечно малой дискретной величиной, 
притом отрицательной, и т. д. Отметим, что при квалификации 
некоторой величины в качестве бесконечно малой непременно должен 
быть указан процесс, так как та же величина в другом процессе 
может уже вовсе не быть бесконечно малой. 

Как мы сказали, бесконечно малая величина а должна «безгранично 
приближаться к нулю». Более подробно это расшифровывается так. 
В ходе развития процесса должен найтись момент, начиная с которого 
уже наверняка всегда будет |а) < 1; некоторый другой, более позд¬ 
ний момент, начиная с которого всегда будет |а|<0,1; некоторый 
третий, еще более поздний момент, начиная с которого всегда будет 
I а I < 0,01 и т. д. Это выражается такими словами: для любого 
заданного постоянного е > 0 в ходе развития процесса должен найтись 
момент, начиная с которого всегда будет | а | < е. При этом нет 
надобности всегда такой момент фактически точно указывать: доста¬ 
точно иметь уверенность, что он когда-либо наступит. Таким образом, 
бесконечно малая величина в начале своего изменения может быть 
вовсе не малой; существенно лишь, что она в ходе развития процесса 
становится как угодно малой (конечно, подразумевается, по абсолют¬ 
ной величине). 
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Уточним еще понятие «момент в развитии процесса». Если процесс 
рассматривается развивающимся во времени, то под «моментом» пони¬ 
мается просто момент времени. Однако развитие процесса может 
характеризоваться изменением не времени, а некоторой другой пере¬ 
менной величины (например, в третьем из приведенных примеров про¬ 
цесс состоит в том, что номер п принимает значения 1, 2, 3, ...); 
тогда «момент» состоит в том, что эта величина принимает опреде¬ 
ленное значение. 

Пользуясь уточнениями, содержащимися в последних двух абзацах, 
мы можем сказать, например, что общий член какой-либо после¬ 
довательности является бесконечно малым в процессе увеличения 
номера л, если для любого заданного е^О должен найтись такой 
номер Л/'=Л/'(е), что при л > Л/'будет обязательно |л„|<е. Анало¬ 
гично можно было бы уточнить понятие бесконечно малой и для 
других типов величин и процессов, однако это нам не понадобится. 

С точки зрения приведенного выше определения постоянная вели¬ 
чина, даже весьма малая, не является бесконечно малой; только 
постоянное число О с формальной точки зрения является бесконечно 
малой величиной. 

Надо сказать, что это определение бесконечно малой величины, 
которым мы будем пользоваться, при его практическом применении 
приводит к следующему принципиальному затруднению: ни одна реаль¬ 
ная величина не может безгранично приближаться к нулю. Действи¬ 
тельно, в ранее приведенных примерах газ безгранично расширяться 
не может, а реальный маятник через некоторое время остановится. 
Рассматривая бесконечно малую массу, мы столкнемся с тем, что если 
взять массу уж очень малой, придется учитывать молекулярное стро¬ 
ение вещества, а взять массу меньше массы элементарных частиц 
невозможно; то же и в других примерах. 

Таким образом, указанное определение бесконечно малой можно 
применять лишь к математической модели реального процесса, в которой 
действительная картина изменена так, чтобы сделать это примене¬ 
ние возможным: мы рассматриваем маятник, который может затухать 
бесконечно долго, материальные тела «сплошного» (немолекулярного) 
строения и т. п. Эта совершенно необходимая замена реального про¬ 
цесса на его математическую модель должна проводиться так, чтобы 
изучаемые стороны процесса не потерпели бы существенного искаже¬ 
ния. Но модель есть лишь модель, и забвение этого может привести 
к принципиальным ошибкам, например, к попыткам навязать без долж¬ 
ного обоснования все свойства моделей реальной действительности. 

Есть и другой способ истолкования возможности практического 
применения бесконечно малых, и мы этим способом также будем 
пользоваться. Именно, практическая бесконечность различается от 
математической бесконечности. Так, «практическая» («физическая») бес¬ 
конечно малая величина — это переменная или даже постоянная величи¬ 
на, достаточно малая по сравнению с участвующими «конечными» вели- 
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чинами (настолько малая, чтобы можно было без существенной ошибки 
применять по отношению к ней свойства «математических» бесконечно 
малых). В то же время эта величина не должна быть настолько малой, 
чтобы пришлось учитывать микроэффекты там, где это неуместно, 
или чтобы отрываться от реально возможных ее значений. Например, 
при изучении деформации упругого тела практически бесконечно 
малыми размерами следует считать размеры, достаточно малые по 
.сравнению с размерами тела, но в то же время достаточно большие 
по сравнению с молекулярными размерами и т. п. 

Ниже мы будем пользоваться определением, данным в начале этого 
пункта, однако время от времени будем вспоминать о высказанных 
здесь соображениях. 

2. Свойства бесконечно малых. Свойства бесконечно малых сразу 
вытекают из их определения, данного в п. 1. 

1. Сумма ила разность двух бесконечно малых есть также вели¬ 
чина бесконечно малая. Действительно, если каждое слагаемое без¬ 
гранично приближается к нулю, то и сумма тоже. Аналогичным образом 
сумма трех, десяти и вообще любого ограниченного числа бесконечно 
малых есть также величина бесконечно малая. Отметим, что бывают 
случаи, когда в ходе рассматриваемого процесса число слагаемых в 
сумме безгранично растет; тогда, даже если каждое из слагаемых есть 
величина бесконечно малая, сумма может не быть бесконечно малой. 
Например, 

^4-^4- 4-^-^. ^4-^4- 4-^-Я. 

^ - > ^ — > 

п раз п раз 

у п У п у п 

п раз 

При увеличении п здесь будет как раз такая ситуация; в то же время 
первая сумма является величиной бесконечно малой, вторая—постоян¬ 
ной, а третья — даже безгранично возрастающей. 

2. Произведение бесконечно малой величины на величину ограни¬ 
ченную (см. п. 1.5) есть также величина бесконечно малая. Пусть, 
например, первый множитель все время заключен в пределах от О до 
1000, а второй последовательно принимает значения 1, 0,1, 0,01, 
0,001 и т. д. Тогда значения произведения в эти моменты будут 
последовательно меньше 1000x1 — 1000, 100, 10, 1, 0,1,0,01,0,001 
и т. д. 

Из этого свойства вытекает, в частности, что произведение бес¬ 
конечно малой на величину постоянную есть величина бесконечно 
малая. Произведение двух бесконечно малых есть величина бесконечно 
малая, так тсак бесконечно малая величина является, конечно, част¬ 
ным случаем ограниченной величины. Аналогичным образом произведе¬ 
ние любого числа бесконечно малых есть величина бесконечно малая. 
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Отметим, что частное от деления двух бесконечно малых может 
не быть бесконечно малым. Если, например, а = -^, р = 'у = 

= —ГД® ^ принимает последовательные значения 1, 2, 3, .. ., 

то величины а, Р и у — бесконечно малые. В то же время из их 

отношений ■^=—; Х = = л первое является бесконечно 

ап а п р 

малым, второе приближается к 1, а третье даже безгранично возрастает. 
О таких частных мы будем подробно говорить в § 3. 

3. Бесконечно большие величины. Переменная величина х назы¬ 
вается бесконечно больиіой в некотором процессе, если она в этом 
процессе безгранично возрастает по абсолютной величине', тогда пишут 
[лг|— ѵоо. Бесконечно большая величина может быть положительной 
(х—>оо, иногда пишут л;с»), отрицательной (л; —— оо), но 
может также и менять знак: например, величина х^~ { — 2)” при воз¬ 
растании номера принимает значения —2, 4, —8, 16, ..., т. е. 
является бесконечно большой. Подробная расшифровка понятия 
«безгранично возрастает» аналогична той, которая была дана в п. 1 
для понятия «безгранично приближается к нулю», но, конечно, надо 
рассматривать неравенства вида |лг|>»Л/^. Это значит, что, начиная 
с некоторого момента, величина должна наверняка удовлетворять 
неравенству )лг)> 1, начиная с некоторого другого, более позднего 
момента, — неравенству [лг|> 10, начиная с третьего момента, — нера¬ 
венству |л;|> 100 и т. д. 

Отметим некоторые простые свойства бесконечно больших. Вели¬ 
чина, обратная бесконечно большой, является бесконечно малой, а 
величина, обратная бесконечно малой, является бесконечно большой. 
Условно это записывают так: 


= 0 . 


= + оо. 


Такие записи, которыми мы будем пользоваться, надо правильно 
понимать. Например, первая обозначает: если в равенстве “ = а вели¬ 
чина X безгранично возрастает, то в том же процессе величина а 
безгранично приближается к нулю (или, как в п. 1, если х — «прак¬ 
тическая» бесконечно большая, то а — «практическая» бесконечно 
малая). Аналогично расшифровываются все формулы, содержащие знак 

бесконечности оо. Так, формула у = ±оо является условной крат¬ 
кой записью следующего факта: в процессе, когда величина ф без¬ 
гранично приближается к -у , величина д; = і;^ ф безгранично возрастает 

по абсолютной величине, т. е. является бесконечно большой, и т. п. 
Таким путем удается во многих случаях манипулировать со знаком оо, 
как с обычным числом, хотя, конечно, оо не является конкретным 
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числом, но лишь значком для переменной бесконечно большой вели¬ 
чины, причем в разных случаях разной. 

Сумма бесконечно большой величины и величины ограниченной 
является величиной бесконечно большой, так как первое слагаемое 
«перетягивает». Сумма двух бесконечно больших одинакового знака 
есть также бесконечно большая. В отличие от этого сумма двух 
бесконечно больших противоположного знака может и не быть бес¬ 
конечно большой, бесконечности могут «скомпенсироваться». Это 
записывают так; оо-|-оо = оо; оо — оо есть неопределенность. По¬ 
следнее показывает, что со знаком со не всегда можно действовать 
как с обычным числом: вовсе не всегда со — оо = О, так как оо — оо — 
это краткая запись разности X —К, где хѴ и У —бесконечно большие, 
вообще говоря, различные, а тогда в разных конкретных примерах 
разность будет вести себя совершенно по-разному. Позже мы поговорим 
о неопределенностях более подробно. 

Произведение двух бесконечно больших есть величина бесконечно 
большая. Более того, произведение бесконечно большой на величину, 
ббльшую по абсолютному значению некоторой положительной постоян¬ 
ной, есть величина бесконечно большая. В то же время частное от 
деления двух бесконечно больших, подобно частному от деления двух 
бесконечно малых, есть неопределенность. 


§ 2. Пределы 

4. Определение. Говорят, что переменная величина х в некотором 
процессе стремится к конечному пределу а, если величина а постоян¬ 
ная и X в этом процессе безгранично приближается к а, Тогда 
пишут 

х—у а или Ііпі х—а 


(!іт — от латинского «Іішез», что значит «предел»). 

Таким образом, конечным пределом переменной величины, если он 
имеется, служит величина постоянная. 

Согласно данному определению бесконечно малые величины—это 
величины, стремящиеся к нулю, т. е. имеющие пределом нуль. Бес¬ 
конечно же большие величины конечного предела не имеют. 

Сказать «х безгранично приближается к а»—это все равно, что 
сказать «разность между х и а безгранично приближается к нулю», 
т. е. X—а = а есть бесконечно малая. Последнее же равенство 
можно переписать в виде 

лг = а-1-а или л: = (Ііш л:)б. м. 

Переменная величина х может стремиться к своему пределу а, 
оставаясь меньше его, т. е. со стороны меньших значений; тогда 
условно пишут X—у а —О или 1ітлг = а — О (это, конечно, условная 
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запись, так как а — 0= а). Если х в процессе стремления к а остается 
больше а, то пишут х—^а-\-0. Наконец, х может стремиться к а, 
становясь вновь и вновь то больше, то меньше а, как при затуха¬ 
ющих колебаниях. Все эти случаи показаны на рис. 92. 

Можно подвести итог о видах переменных величин. Переменная 
величина х в некотором процессе может быть одного из следующих 
видов: 


/ 


а: 


а 


X 


П 

ах X 
Рис. 92. 


Ш 

4 -— 

X а X 


1) Ограниченная и притом имеющая предел; частным случаем, 
если предел равен нулю, является величина бесконечно малая. Для 
противопоставления иногда ограниченную величину называют конеч¬ 
ной лишь в случае, если она не 
является бесконечно малой; на¬ 
пример, можно говорить о бес¬ 
конечно малой и конечной мас¬ 
сах и т. п. 

2) Ограниченная, но не имею¬ 
щая предела; примером может 
служить отклонение маятника в случае незатухающих колебаний. 
Такая величина является колеблющейся (рис. 93). 

В изображенном на рис. 93 случае любое значение а между рад явля¬ 
ется предельным значением {«предельной точкой») для величины х\ это значит, 
что в развитии рассматриваемого процесса л: в отдельные моменты безгранично 
приближается к а, но не обязано и далее удерживаться вблизи а. Среди этих 
предельных значений имеется наименьшее р и наибольшее д, которые обозна¬ 
чаются соответственно Іігпл: и Іітх и называются нижним пределом и верх¬ 
ним пределом величины х. Однако в рассматриваемом случаев не имеет еди¬ 
ного предела, о котором говорилось в начале этого пункта. В связи с этим 
следует указать на то, что житейское понятие «предел» (в смысле «граница», 
«рубеж») отличается от приведенного выше математического понятия. 

Ограниченная переменная величина х всегда имеет нижний и верхний 
пределы, причем Ііт л: Ііт х. Единый предел Іітх имеется в том и только 
том случае, если Игах — Іітх. 

3) Неограниченная и притом бесконечно большая. Тогда пишут 
1ітл: = ±оо и говорят, что х имеет бесконечный предел. 

4) Неограниченная, но не бесконечно большая; примером может 
служить отклонение колеблющегося тела от положения равновесия 
в случае резонанса. Такая величина также будет колеблющейся и то 
уходит «в бесконечность» все дальше и дальше, то возвращается на 
близкое расстояние от исходной точки (рис. 94). 



X р сс ^ X 

Рис. 93. 
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5. Свойства пределов. 1. Если рассматриваемая переменная вели¬ 
чина имеет предел, то только один (очевидно из определения). 

2. Предел постоянной величины равен ей самой (очевидно). 

3, Если в одном и том же процессе х—уа,ау—уЬ,тох-{-у—уа-{-Ь. 
Иначе это можно записать таким образом: 

Ііт (лг-|-г/) =1ітлг + 1іт і/, (1) 

а сформулировать так: предел суммы равен сумме пределов. Для 
доказательства запишем х = а-\-а\ у—'^Ь-{-^, где а и ^ — бесконечно 
малые. Тогда лг-|- і/ = (а+^) + (а + Р)- Значит, переменная величина 
х-\-у представлена в виде постоянной а-\-Ь\і бесконечно малой а + Р 
(см. п. 2). Следовательно, {ху)—у [аЬ). 



Рис. 94. 


Полученный результат очень прост. Он говорит, по существу, 
что если 3,002 яі? 3, а 2,001 я:;? 2, то 5,003 я:;? 5. 

4. Предел произведения равен произведению пределов) более пол¬ 
ная формулировка: если сомножители имеют пределы, то и произве¬ 
дение имеет предел, который равен произведению пределов сомно¬ 
жителей. Действительно, при старых обозначениях ху=^аЬ-\- 
{а^Ьа^ аЬ, т. е. 

Ііт (лгі/) = Ііт л: Ііт г/. (2) 


Здесь, как и в свойстве 3, мы взяли лишь две переменные вели¬ 
чины, но легко проверить, что эти свойства сохраняются и для любого 
постоянного числа переменных величин. Например, 

Пт {хуг) = Ііт [{ху) г]==\1т {ху) Ііт = Пт л; Ит у \шг. 


5. Постоянный множитель можно выносить за знак предела, т, е. 
Пт (Сл:) = СПт лг, где С=соп5І;. Это вытекает из свойств 4 и 2. 

6. Предел частного равен частному от деления пределов, т. е. 


Пт 


X 

7 


Ііт X 
Ііт у ’ 


( 3 ) 


за исключением случаев, когда как числитель, так и знаменатель 
стремятся к нулю, т. е. в правой части получается неопределенное 

выражение . 



100 


ПРЕДЕЛ. НЕПРЕРЫВНОСТЬ 


[гл. Ш 


При доказательстве предположим сначала, что\\ту = ЬфО. 

^ X а+а а , { а + сь а \ а , а6 —ра ^ _ 

Тогда у = -»^ = Т+(т+?-'-т]=Т + Т(й%- ® 

ней дроби числитель бесконечно мал, а знаменатель ^^^ — сопзІ^О, 
поэтому и вся вторая дробь бесконечно мала, а первая постоянна, 


откуда и вытекает наше утверждение. 

Если же 1ітг/ = 0, а 1ітлг:^0, то у = >±со (см. п. 3). 

Поэтому с обеих сторон формулы (3) получается ±оо. 

В силу п. 3, формулы (1), (2) и (3) справедливы не только 


для конечных, но и для бесконечных пределов, за исключением слу- 



з: ^ 2 й 

Рис. 95. 


чаев, когда в правых частях 
получаются неопределенные 
выражения вида со — сю, 

о-со и о которых будет 

разговор в § 3 и в § 1Ѵ,4. 

7, Если X —>-а, причем 
а > о, то л: > о, во всяком 
случае, если процесс зайдет 


достаточно далеко, т. е. начиная с некоторого момента. Это ясно из 


определения предела. 

8. В неравенстве можно перейти к пределу, если то 

Іітхг^ііті/ (естественно, если эти пределы существуют). Действи¬ 
тельно, обозначим г = у — х. Тогда поэтому г не может без¬ 

гранично приближаться к постоянной от¬ 
рицательной величине. Значит, ][тг'^0, 

1іт (г/ — хг)^0, Ііт^ — Іітлг^О. 

Заметим, что если х <С. у, то в пре¬ 
деле может получиться либо Іітл: < Ііт у, 
либо 1ітхг = 1іту, если разница между 
X п у Е пределе сойдет на нет. Таким образом, пока не проведено 
дополнительное исследование, то строгое неравенство х <С. у е пре¬ 
деле надо заменить на нестрогое Ііт л: ^ Ііт у. 

9. Если х^у^г и в одном и том же процессе х а и 2 —> а, 
то и у —у а. Это—так называемая «теорема о двух милиционерах». 
Продумайте это свойство, исходя из рис. 95. 

10. Если величина х монотонно возрастает, то она либо возра¬ 
стает безгранично, т. е. х —>--|-сх), либо же она ограничена и тогда 
стремится к некоторому пределу, х а — 0. При этом, если х 
оіраничено сверху постоянной величиной Л, то и итхг = а^/1. 
Аналогично ведет себя монотонно убывающая величина. Это на¬ 
глядное утверждение (рис. 96) на самом деле является очень 
глубоким свойством «полноты» совокупности всех вещественных 
чисел. Если бы мы пользовались только рациональными числами, 
то все предыдущие свойства пределов имели бы место, но не 
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свойство 10, так как из рациональных значений в пределе можно 
получить иррациональное. Строгое обоснование свойства 10 можно 
найти, например, в [48]. 

Таким образом, ограниченная монотонная величина обязательно 
имеет конечный предел’, ограниченная немонотонная величина может 
предела не иметь (см. п. 4). 

Заметим в заключение, что размерность величины при переходе 
к пределу сохраняется; если х—^а, то [•^] = [а]. 

Первую попытку создать теорию пределов сделал Ньютон 
в 1686 г., хотя операция предельного перехода фактически приме¬ 
нялась и ранее, начиная с древнегреческих ученых. Близкое к при¬ 
веденному здесь понятие предела сформулировал в 1765 г, фран¬ 
цузский математик и философ, просветитель периода подготовки 
буржуазной революции во Франции Ж. Даламбёр (1717—1783). 

6. Сумма числового ряда. Идея предельного перехода непо¬ 
средственно применяется к важному понятию суммы ряда. Предва¬ 
рительно введем полезное сокращенное обозначение: 

<г 

^р+^Я + 1 + ^р + 2+ • • • +^^-1 + ^^— 2 ^к’ 

к=р 

<7 

Здесь 2 (2—греческая буква «сигма») — знак суммирования, 

к~р 

который указывает, что в следующее за ним выражение надо под¬ 
ставить Іі—р, 7>+1,..., Ч, а результаты сложить; а^ — член 
суммы (слагаемое), к — номер этого члена («индекс»), р и у — ниж^ 
ний и верхний пределы суммирования, указывающие границы изме¬ 
нения индекса. Например, 

к = з 

Отметим сразу, что сумма не зависит от обозначения индекса 
суммирования, т. е. 

я ч ч 

2 2 «/= 2 «/= • • • 

к~р і=р ]=р 

Действительно, все эти суммы равны левой части (4). Итак, индекс 
суммирования является немым, т. е. не входит в ответ и потому 
может быть обозначен любой буквой. 

Перейдем теперь к «бесконечным суммам», точнее, к понятию 
числового ряда. Числовым рядом называется бесконечное выра¬ 
жение вида 

СО 

«1 + Й2+ = 2 «й» (^) 

Й = 1 

при этом слагаемые « 2 , а^, ...—числа, называемые членами 
ряда. Чтобы определить понятие суммы ряда (5), надо сначала 
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составить «частные суммы» ряда (5): 

П 

к=1 

Если с возрастанием номера частные суммы стремятся к опреде¬ 
ленному конечному пределу, то ряд (5) называется сходящимся, 
а его сумма 3 полагается равной 

СО п 

3='^ Пт Ііт 2 «ь- 

Й=1 л^сй п->-со к = 1 

(Подпись маленькими буквами под знаком Ит, равно как и под 
знаком —> , указывает на тот процесс, в котором берется рас¬ 
сматриваемый предел.) Для сходящегося ряда частные суммы 
с достаточно большими номерами практически просто равны друг 
другу и равны полной сумме ряда. Если конечного предела частных 
сумм нет, то ряд (5) называется расходящимся. В частности, если 
частные суммы стремятся к бесконечности, то ряд (5) называется 
расходящимся к бесконечности', тогда пишут 

СО 

к = 1 

Расходящийся ряд конечной суммы не имеет. 

Подобным образом определяется произведение бесконечного 
числа сомножителей и вообще результат любого бесконечного про¬ 
цесса: для этого сначала осуществляется конечный процесс, а затем 
производится предельный переход. 

Рассмотрим, например, ряд 

1 +^ + '^+• • •+^+• • • ( 6 ) 


Пользуясь формулой для суммы гео мед р и чес кой прогрессии, получим 


Ііт 5„= Ііт 




Ііт 


1 —^ 
3" 


Итак, ряд (6) сходится и его сумма равна 1,5. Например, частная сумма 
первых десяти членов приближенно равна 1,499975. 

Подобным образом ряд 

а-\-ад... ( 7 ) 


при 1 9 1 < 1 сходится и его сумма (сумма бесконечно убывающей геометри¬ 
ческой прогрессии) равна а(1 — ^)~^- 
Для ряда 

1-|-1 + 1 + • • • + Ч * • • • ( 8 ) 


частная сумма равна п и потому стремится к бесконечности. Значит, 
ряд (8) расходится к бесконечности. Аналогично —1 — 1 — 1 —... 



ПРЕДЕЛЫ 


103 


§ 21 

Для ряда 

1-1 + 1 -. 1 )”+> 4 *... ( 9 ) 

частные суммы последовательно равны 5і=1, 52 = 0, 5з = 1, 54 = 0,... и 
не имеют ни конечного, ни бесконечного пределов, а остаются ограниченными 
и колеблются без затухания (ср. конец п. 4, случай 2). Значит, ряд (9) 
расходится «колебательным» способом. 

Отбрасывание или дописывание одного члена в ряде (5) не 
может нарушить факта сходимости или расходимости, т, е. если 
ряд (5) сходился, то он и будет сходиться, хотя сумма изменится, 
а если он расходился, то и будет расходиться. Действительно, 
если наряду с (5) рассмотреть ряд «2 + + • ■ ■ + + - • • > то ею 

частная сумма отличается от соответствующей частной суммы 
ряда (5) на постоянное число и потому если одна из этих 
сумм стремится к пределу, то и другая тоже, Повторяя такое от¬ 
брасывание и дописывание членов, мы придем к выводу, что про¬ 
извольное изменение конечного числа членов ряда (5) не может 
нарушить факта сходимости или расходимости. 

Если ряд (5) сходится, то и ряд + і + а „+2 + ^л+з + • • • 

сходится (почему?); его сумма называется остатком («хвостом») 

ряда (5). Ясно, что 5=2 ^ 2 = + 

к= 1 к =1 к — п + 1 

сюда видно, что остаток сходящегося ряда, как разность между 
частной суммой и ее пределом, стремится к нулю с возрастанием 
номера. 

Выведем необходимый признак сходимости ряда (5), Так как 
‘^л-і ^1 + ^2 + • • • + ^л-і> = аі + а 2 + . . . + то 

п~~^п-ъ ^ потому если ряд (5) сходится, то 

5—5 = 0 , ( 10 ) 

“ л ->- со 


г. е. (.(.обилий члену> а^ ряда (5) с возрастанием номера стремится 
к нулю. Этот признак не является достаточным для сходимости: 

например, для ряда 1 . .. +ук=:+ . . . этот признак 

выполнен, но ряд расходится к бесконечности. (Эта расходимость 
следует из того, что5„ = 1 + -|^ + ^+ ... 

++= + 77!=+ ■••+-+ = = — оо.) 

У п У п у п У п 

Мы будем систематически изучать ряды различного вида 
в гл. ХѴИ, где, в частности, будут указаны строгие признаки их 
Сходимости. Однако отдельными рядами мы будем пользоваться 
раньше, поскольку для них вопрос о сходимости на практике 
обычно выясняют совсем просто, хотя и не совсем строго, сле¬ 
дующим образом. Вычисляют члены один за другим, и если они. 
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достаточно быстро выходят за пределы принятой точности вычисле¬ 
ния^ причем нет основания ожидать, что дальнейшие члены дадут 
в сумму существенный вклад, то все дальнейшие члены просто 
отбрасывают, т. е. заменяют ряд конечным числом его членов 
(частной суммой). 


§ 3. Сравнение бесконечно малых 

7. Сравнение бесконечно малых. Две бесконечно малые сравни¬ 
ваются друг с другом при помощи исследования их отношения. 
Пусть в некотором процессе рассматриваются бесконечно малые 
величины а^О и ^=5^0. Тогда 

1) если то говорят, что Р быстрее стремится к нулю, 

чем а, или что Р имеет высший порядок малости, чем а, а а имеет 
низший порядок малости, чем р, и пишут |Р|<^|а| или 1а|^|Р|; 
применяется также запись р = <?{а). Таким образом, в данном слу¬ 
чае Р не просто бесконечно мала, но составляет бесконечно малую 
часть другой бесконечно малой а. Например, если со — объем бес¬ 
конечно малого кубика, а а — объем столбика с таким же основа¬ 
нием, с постоянной высотой а, то ох^а, так как если обозначить 
через Н длину ребра, то Н—^0 и ыіа — Н^ІаК^ = НІа—-у 0-, 

2) если го т. е. |а1<^|Р|; 

3) если отношение имеет конечный предел, отличный от нуля, 

то говорят, что аир имеют одинаковый порядок малостщ в этом 
случае ни одна из величин а, р не может стать чрезмерно меньше 
другой. В частности, если указанный предел равен единице, то 
величины аир называются эквивалентными] тогда пишут а Р. 
Например, если х—^-О, то величины х и х-{-х^ эквивалентны; 
величины же 2х и х-\-х^ имеют в этом процессе одинаковый поря¬ 
док малости, но не эквивалентны, так как 2хІ{х-\-х^) —>-2, 

Можно проверить следующие свойства: 

1 ) если а и Р имеют один порядок малости, ^ 1 V I I ® I > 

ІѵКІРИ 

2) если а и р, а также Р и у имеют один порядок малости, 
то и а и у тоже] 

3) если аир имеют один порядок малости и одинаковый знак, 
то а + р имеет тот же порядок малости, что а а Р; если аир 
имеют противоположные знаки, то а + Р может получиться высшего 
порядка малости и т. п. 

Проверим, например, первое свойство: 

Иш -|- = Ит = ІІт — Ііт = 0 • Ііт — = 0, 

р РУ ар р ’ 
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ЧТО и требуется. (Проверьте остальные свойства; впрочем, если 
вдуматься, то все они становятся очевидными без какого-либо до¬ 
казательства,) 

4) Если ^ и обозначить Р — ка = у, т. е. ^ = ка-\-у, 

то другими словами, величины одного порядка малости 

прямо пропорциональны друг другу, с точностью до слагаемого 
высшего порядка малости. Это сразу следует из того, что 

а а а 


Такой случай «почти пропорциональности» иногда обозначается 
так: аслр. 

8. Свойства эквивалентных бесконечно малых. Справедливы 
следующие простые свойства: 

1) если то Р ^ а; 

2) если а<~р и Р-^у, то а <^у\ 

3) если а-^р, то а=р-|-у, где ІѴІ<^1Р1)і 

другими словами, эквивалентные бесконечно малые различаются на 
величину высшего порядка малости. Наоборот, если а = р-|-'у, где 
ІѴІ'^ІРІ) осР; другими словами, прибавляя к бесконечно 
малой величине величину высшего порядка, получим величину, эк¬ 
вивалентную первой] 


Р,, то 1іт-5- = 1Іт' „ 
уР уРі 


где X и у- 


ЛЮ- 


4) если а и р 

бые величины] другими словами, при нахождении предела можно 
бесконечно малые множители, стояи^ие в числителе и знаменателе, 
заменять эквивалентными величинами. 

Все эти свойства проверяются аналогично. Проверим, например, 
четвертое свойство: 

хаі а рі 

. . . ..■ '‘'Т - 11111 л - ііж** Гі 

«1 р */р1 


ха хал а Рі ха хал 

= откуда 1іт-^=1іт-^ 

«/Р уРі «1 Р ’ ур уРі 


что и требуется. 

9. Важные примеры. 1, Длины бесконечно малой дуги и стя- 
гиваюи^ей ее хорды являются эквивалентными бесконечно малыми 


величинами, т. е. ММ/МЫ —^\ при N—^ М 
(рис, 97). Это объясняется тем, что малая ду¬ 
га почти не успевает изменить свое направ¬ 
ление, т, е, «искривиться». В результате весь¬ 
ма малая хорда, увеличенная «под микроско¬ 
пом» до постоянной конечной величины, прак- Рис. 97. 

тически неотличима от стягиваемой этой хор¬ 
дой дуги. При более строгом исследовании это наглядное свой¬ 
ство иногда принимается за аксиому, на которой основано само по¬ 
нятие длины дуги, а иногда выводится из аналогичных аксиом. 
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2. Применяя этот результат к дуге окружности (рис. 98), 
получим 

МА/ 2Р/Ѵ 2/? 8ІП X зіпл: ^ 

Ж 2^ 2/^х X 

Мы подразумевали, что л: > 0, но при перемене знака х выра¬ 
жение (8Іпл;)/лг не меняется, т, е. знак х не иірает роли. Итак, 

Ит—=1. (И) 

ДС-> о ^ 


Заодно мы видим, что 5Іпл:<л: при л:>0 (так как < Ж/Ѵ). 
3. Воспроизведем рис, 41 с некоторыми дополнительными ли- 



Если же Л —9- о, то 


Р_^а=45°, 12 Р 


І 2 а = 1, т. е. 


о ” 


( 12 ) 


На рис. 99 принято, что Л > 0, но тот же результат получится 
при Л < о. 

Приведем важное следствие из формулы (12). Так как 

1 1п (і +/і) 

(1-|-Л)^=е ^ , то при Н—>■ о получаем 


1пО + Л) 


1п (1 + Л) 


к 


1 и е 


= е. 


Итак, 


Ііт (1 + Л) * = 

о 


(13) 


Последний предел часто принимается за определение числа е. 
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С помощью этих результатов можно вычислять многие другие 
пределы. Отметим, что в § IV.4 будет дан более стандартный и 
простой способ вычисления пределов. 

10. Порядок малости. Если в одном процессе рассматриваются 
две бесконечно малые аир, причем р имеет такой же порядок 
малости, что и а*, то говорят, что р имеет й-й порядок малости 
по сравнению с а. Скорость стремления а к нулю служит как бы 
эталоном, с которым сравнивается скорость стремления р к нулю. 

Примеры. Пусть х —О, т. е. х —бесконечно малая величина, при¬ 
мем ее за эталон. Тогда, если у = 2х^, то д имеет второй порядок малости 
(по сравнению с х), так как у и х^ имеют одинаковый порядок малости; 
если г = 4х^-\-х'^, то г имеет третий порядок малости, так как г к х^ имеют 
одинаковый порядок малости {г/х ^—>> 4). Вообще порядок малости суммы, 
{или разности) величин разного порядка определяется наименьшим из по¬ 
рядков малости слагаемых. Именно член наименьшего порядка малости 
является ггавным в такой сумме; другими словами, все остальные члены 
бесконечно малы в сравнении с ним, а главный член почти полностью ис¬ 
черпывает всю сумму, если процесс зайдет достаточно далеко. Далее, если 
и^У X — л:2, то и имеет половинный порядок малости и потому является 
величиной низшего порядка малости, чем х, т. е. иіх —>-оо, и^х. Вообще, 
если порядок малости меньше единицы, то величина имеет низший порядок 
малости, чем эталон. Рассмотрим, наконец, —созл:; здесь ѵ имеет 

второй порядок малости, так как 


Ит Пт 
дс о л:* дс о 


1 —созл: 


2 8ІП^5ІП-^ 

Пт -Пт -^ 

л-)-о л:* л-)-о л* 


Пт 
л:-)- о 


л: л: 
2 2 


(в последнем переходе использовано четвертое свойство из п. 8), и поэтому, 
чтобы получился предел конечный и отличный от нуля, надо принять к = 2. 


При перемене эталона порядок малости может измениться, так 
что этот эталон необходимо указывать. Например, величина у=х^ 
при X — о имеет шестой порядок по сравнению с л:, но лишь вто¬ 
рой порядок по сравнению с х^. 

11. Сравнение бесконечно больших. Сравнение бесконечно боль¬ 
ших производится аналогично сравнению бесконечно малых. Неко¬ 


торая разница имеется в терминах: так, если — 


о, где величины 


X и у —бесконечно большие, то говорят, что х имеет низший 
порядок по сравнению с у, а у — высший порядок по сравнению с Х) 
но пишут все равно 1л:1<^1(/1 или х = о{у). (Эти записи при¬ 
меняются во всех случаях, когда хіу —0, даже если величи¬ 
ны л: и у и не являются бесконечно большими; отметим еще запись 
>^~0{у), которая означает, что отношение хІу ограничено.) С ана¬ 
логичными незначительными изменениями переносятся все утверждения 
пп. 7, 8 и 10. 

Отметим в заключение очевидное свойство; если 1ітл:==0; 
ііту = соп8І^ 0; 1 іт| 2 :| = оо, то |л:|<^1^^|, а Іу|<^І 2 :|. 
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§ 4. Непрерывные и разрывные функции 

12. Развернутое определение непрерывной функции. В п. 1.16 

уже было дано определение непрерывной функции. Сейчас мы более 
детально его расшифруем. 

Пусть дана функция у=/{х), и аргумент, принимавший сначала 
значение лтц, получил затем приращение Ал:, т. е. х = Ь.х (по 
поводу обозначений см. п, 1.22). Тогда функция получит приращение 

^У = У—Уо=/{х)—/{х^) =/{x^-\^^x)—/{x^). (14) 

Функция / называется непрерывной в точке x^ (т. е. при значении 
аргумента, равном лтц), если в процессе, когда Ал:—»-0, будет и 
Ау—->-0, другими словами, если бесконечно малому приращению 
аргумента отвечает бесконечно малое приращение функции. В про¬ 
тивном случае Х(^ называется точкой разрыва функции /. 

Так как (см. (14)) /{х)-/{Хо)-\-Ау, то условие Ау—^О рав¬ 
носильно такому: /{х)/{х^). Написав, далее, x—*-x^ вместо 
Ал:—»-0, получим равносильные формулировки определения непрерыв¬ 
ности: 

/(-^о) или Ііт /{х)=/{Хо) 

X Хо X —> Ха 

ИЛИ, наконец, 

Ііт /(л:) =/(1іт л:). (15) 

де ДСо 

Последнюю формулу читают так: предел функции равен функции 
от предела. 

Подчеркнем, что значение функции в точке непрерывности не 
может быть бесконечным. 

Функция, непрерывная в каждой точке некоторого интервала, 
называется непрерывной в этом интервале. 

13. Точки разрыва. Если х^ —точка разрыва функции /, то чаще 
всего само значение /(л:о) бывает неопределенным, да обычно и не 
играет никакой роли. Важную роль играют пределы значений /{х) 
при л:—>л:о — 0 и х x^-\-0 (см. п. 4). Эти пределы обозначаются 
условно через /{Хо — 0) и /(л:оН-0) (рис. 100). 

Бывает так, что указанные пределы конечны и /{x^ — 0) = /(л:оН-0), 
но само значение /(л:^) не определено или определено, но не совпа¬ 
дает с/(л:о±0). Такой разрыв называется устранимым, так как 
если положить / (л:о) ^/(л:^ ± 0) (это значение называется «истин¬ 
ным» значением функции /(х) при л: = л:о), то никакого разрыва 
больше не будет. Приведем простой пример: функция /(л:), заданная 
формулой 




(16) 



§ 4] 


НЕПРЕРЫВНЫЕ И РАЗРЫВНЫЕ ФУНКЦИИ 


109 


при всех хфО непрерывна, но при л;=0 не определена, так как 
подставить л: = 0 в формулу (16) нельзя, получится неопределенное 
выражение 0/0. Однако если к формуле (16) добавить, что /(0) = 1, 
то в силу формулы (П) полученная функция /{х) будет определена 
и непрерывна для всех х без исключения; при л: = 0был устранимый 
разрыв. Геометрически это можно представить так, что к линии рр 
(рис. 101) добавили одну точку М, после чего линия стала сплошной. 




Если значения /{х^ — 0) и /(дТц + О) конечны, но /{x^ —О)^!^ 
ф /то говорят, что функция / имеет в точке лтц разрыв 
1-го рода или, что то же, конечный скачок А=/(д;о-|-0)—/(л^о—0) 
(см. рис. 100). Если же из двух значений /{x^ — 0) и /(лТц + О) по 



крайней мере одно обращается в бесконечность, то несколько неточно 
говорят, что функция / в точке x^ обращается в бесконечность 
(«уходит в бесконечность»); например, так ведет себя функция 

/{X) при ЛГо = 0. 

Отметим в заключение, что бывает, хотя и очень редко, что / (лг^—0) или 
/(•''’о + О) не имеет ни конечного, ни бесконечного значений, так как перемен¬ 
ная величина может не иметь ни конечного, ни бесконечного пределов. Напри¬ 
мер, для функции /(л:) = 8Іп— при X — о будет—>-оо и зіо будет 
вновь и вновь переходить от —1 к -ГІ и обратно, не имея предела (рис. 102). 
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Разрывы у физических переменных величин получаются при внезапном 
присоединении или отсоединении какого-либо воздействия, при переходе из 
одной среды в другую (на границе раздела), при внезапной перемене закона 
зависимости и т. п. 

Так, на рис. 103 показано изменение тока в цепи, т. е. закон зависимости 
тока I от времени і, когда радист передает букву «а» по азбуке Морзе («точка — 
тире»). Как видим, получается функция, имеющая четыре точки разрыва, 
в каждой из козорых она имеет конечный скачок, полученный за счет вклю¬ 
чения или отключения постоянной э. д. с. в цепи. Полезно обратить внимание 
на то, что более тщательный анализ (как говорят, применение «лупы времени», 
что сводится к значительному увеличению масштаба по оси і) показывает, что 
нарастание тока на самом деле происходит примерно так, как показано на 
рис. 104. Непременное наличие индуктивности в цепи приводит к тому, что 
разрыва функции і {і) на самом деле нет, ток нарастает непрерывно, хотя 




и очень быстро! И в некоторых случаях, например, если продолжительность 
импульса очень мала, учет непрерывности этого переходного режима (т. е., 
например, участка О А графика) очень важен. Однако если переходный режим 
значения не имеет, то проще схематизировать процесс, считая зависимость 
I {і) разрывной в соответствии с рис. 103, если это не приводит к существен¬ 
ным ошибкам. Итак, одна и та же зависимость і {і) является непрерывной 
или разрывной в зависимости от подхода (учета или неучета переходного ре¬ 
жима)! При переходе из одной среды в другую аналогичную роль играет 
учет поверхностных эффектов и т. п. 

Если рассматривается элементарная функция /{х), то, как будет 
видно из п. 14, разрыв при x = x^ может получиться только в том 
случае, если при подстановке х=Х(^ где-нибудь в /{х^) получается 

выражение вида , 1п 0 или 0®. При этом оказывается, что пре¬ 
дельные значения /{x^ — 0) и /(л^о + ^)> конечные или бесконечные, 
существуют, если с соответствующей стороны от x^ функция / опре¬ 
делена; исключением может быть только случай, когда в выражении 
/(лТц) присутствует зіп сю или соз оо. 

Если функция / определена только с одной стороны от лтц, например 
справа, то может существовать только значение /(-^0 + ®) {«/конце¬ 
вое значение»), а / (лтц — 0) нет. Роль концевых значений играют 
также пределы /(— оо) и /(оо). 

14. Свойства непрерывных функций. I. Сумма двух непрерывных 
функций является непрерывной функцией. Действительно, если функ- 
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ции /і (л:) и Д (л:) непрерывны, а /{х)= Д (л:) + Д (л:), то при л: 

1іт/(л:) = Ііт [Д {х) +Д (л:)] = 

= ііт Д (л:) + Ііт Д (л:) = Д (лго) + Д {х^) =/(л:о), 

что и доказывает непрерывность функции /{х) (см. п. 12). Отметим, 
что при этом доказательстве мы сначала воспользовались свойством 
пределов (см. п. 5), а затем непрерывностью функций Д и Д. 
Аналогичное применение других свойств пределов показывает, что: 

сумма, разность и произведение любого конечного числа непре-- 
рывных функций есть снова непрерывная функция) 

частное от деления двух непрерывных функций есть непрерывная 
функция всюду, где знаменатель отличен от нуля. В точках, где 
знаменатель обращается в нуль, частное или обращается в беско¬ 
нечность, или становится неопределенным вида , так что в обоих 

случаях непрерывность нарушается. 

2. Сложная функция, составленная из непрерывных функций, сама 
является непрерывной функцией. Действительно, если функции г {у) 
и у (л:) непрерывные и мы дадим х бесконечно малое приращение, 
то в силу непрерывности второй функции приращение у будет также 
бесконечно малым, а потому в силу непрерывности первой функции 
приращение г будет бесконечно малым; итак, сложная функция г (лг) 
непрерывная. 

Из первых двух свойств можно сделать следующий вывод о не¬ 
прерывности элементарных функций. Обзор простейших элементарных 
функций (см. п. 1.18 и § 1.4) показывает, что из них имеют разрыв 
только у = х~”^ для —/?г <; О при л: = О (когда получается выражение 
вида 1/0), ^ — при х—0 (когда получается Іо^О) и у = і^х 

при х=±пІ2, Зл;/2, ... ^когда получается зіп-^^сов ^ = , 

Когда образуются сложные функции из простейших функций и их 
алгебраические комбинации, то в силу свойств 1 ц 2 и п. 15.1 новые 
точки разрыва могут получиться только в том случае, если появится 
выражение а/О или 0®. Этим доказывается утверждение, сделанное 
в конце п. 13. 

Таким образом, если /(лг) — элементарная функция, то Ііт /(лг) 

X Х^ 

просто равен /(л^о)) ^сли в последнем выражении отсутствуют «опас¬ 
ные» выражения вида а/0, ІпО и О®; например, 

ІП(1+5ІПЛ:) _1п (1-{- 5ІП 1) _ 

^1іт^ ^г_2х іа — 2-1 

= —1п (1 4-зіп 1) = —1п 1,8415 = —0,6103 

(значения синуса и логарифма взяты из таблиц). Это правило для 
нахождения предела остается в силе и при манипуляциях с беско¬ 
нечностями, если только после подстановки предельного значения 
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аргумента не получается неопределенностей вида -о-, со — со, — , 

О-со (о которых говорилось в п. 5), О®, І", оо® (о которых будет 
сказано в п. 15.1), а также выражений вида біп со. Например, 

Ііга ^'-^+со5л:)='-^!^^^+со 5(+0) = ^^ + 1 = —оо; 

Ііт +д;-т) = (+0)*- + (+0)-« = О + оо = со. 
х -»’ +0 

о неопределенностях см. § 3 и § IV.4. 

3. Как указывалось в п. I 16, график непрерывной функции 
заданной на интервале состоит из одного куска. 

Рассмотрение этого графика (см., например, рис. 105) показывает, 



что непрерывная функция, заданная на конечном интервале [включая 
концы), ограничена и достигает наименьшего в алгебраическом смысле 
(на чертеже при х = а) и наибольшего (при х = с) значений. Кроме 
того, она принимает все промежуточные между /{а) и /(Ь) значения 
по крайней мере по одному разу; так, на чертеже значение у = д 
принимается один раз — при л: = 6, а значение у—р принимается три 
раза — при х — а, Р и у. Если она положительна при некотором 
значении х~х^, то она положительна и при всех х, достаточно 
близких к x^. Наконец, из рис. 25 и 26 видно, что если непрерыв¬ 
ная функция монотонна, то обратная к ней функция также непре¬ 
рывна (и монотонна). 

Мы ограничимся высказанными наглядными соображениями по 
поводу этих свойств. Строгий их вывод в общем случае оказывается 
не простым; его можно найти, например, в [48]. 

Отметим, что непрерывная функция не обязана быть гладкой, 
т. е. иметь график со всюду существующей касательной, как на 
рис. 105. Она может быть кусочно-гладкой, как на рис. 106, так 
что график ее будет состоять из нескольких гладких дуг и иметь 
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ИЗЛОМЫ. Возможны и еще более сложные случаи, которые в нашем 
курсе не встретятся. Подробней об этом будет сказано в п. ІѴ.З. 

15. Некоторые приложения. 1. Переход к пределу в степени. 
Пусть х—^а, у—^Ь, причем л:>>0. Представим в виде 

д-і/ — (^іпл:)і/_ ^4^ іпл:_ 1п лг —► 1п а В силу нбпрерывности логариф- 
мической функции, откуда у\ілх-^Ь\па (предел произведения) 
и ехр 1п лг) —ехр 1п а) (непрерывность показательной функции). 
Итак, = (е’"другими словами, 

Ііт (л:^) = (Іітлг)'™^, 

т. е. в степени можно переходить к пределу. Исключение составляет 
случай, когда произведение ^Іпа будет неопределенностью, т. е. 
будет иметь вид О-оо. Это может получиться, если 


1п а= 0; 

^ = оо. 

т. 

е. 

а = 1 

и 

1“; 

1п а = оо; 

1! 

т. 

е. 

а—оо 

и 

= оо®; 

1п а = — оо; 


т. 

е. 

11 

о 

и 

= 0®. 


Получаются как раз три типа неопределенностей, о которых гово¬ 
рилось в п. 14. 

Иногда кажется, что должно быть І'*’^:!, так как «единица в 
любой степени равна единице». Однако 1* — это не единица в не¬ 
которой определенной конечной степени, а сокращенный знак для 
предела выражения вида х'^, где лг—>-1, а у—^оо. Допустим, на¬ 
пример, что лг—>1-|-0, т. е. л:> 1. Тогда из-за изменения х выра¬ 
жение х^ «хочет» стремиться к 1, а из-за изменения у оно «хочет» 
стремиться к бесконечности (так как если число, большее единицы, 
возводить в безгранично возрастающую степень, то получится бес¬ 
конечно большая величина). Получается, что это выражение «тянут» 
в разные стороны и поэтому в разных примерах может получиться 
разный результат в зависимости от того, что перетянет Так, в при¬ 
мере (13), где при непосредственной подстановке Н = 0 получается 
как раз 1*, предел оказался равным е, т. е. «тянущие силы» ока¬ 
зались в каком-то смысле равными. Аналогичное заключение можно 
сделать о других неопределенностях. 

2. Решение неравенств. Пусть функция /{х) рассматривается на 
некотором интервале (а, Ь) (в частности, может быть, на всей оси х) 
и требуется решить неравенство 

(17) 

т. е найти все те значения лг, для которых оно справедливо. Гео¬ 
метрически это означает, что требуется найти участки оси х, для 
которых график функции у=/{х) проходит выше оси л: (на рис. 107 
эти участки заштрихованы); но надо иметь в виду, что если дана 
только функция /{х), то график еще неизвестен. 
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Решение этой задачи таково. На интервал {а, Ь) наносят все 
точки, в которых функция / обращается в нуль или имеет разрыв 
(на рис. 107 четыре таких точки — три нуля и одна точка разрыва). 

Этими точками интервал разбивается 
на несколько частей (на рис. 107— 
пять частей), на каждой из кото¬ 
рых функция / непрерывна, так как 
все точки разрыва нанесены, и не 
обращается в нуль, так как все 
нули нанесены. Но тогда на каж¬ 
дой из этих частей функция сохра¬ 
няет знак (см. свойство 3 п. 14); 
чтобы узнать, каков этот знак, 
достаточно найти знак функции в ка¬ 
кой угодно точке, взятой в рассмат¬ 
риваемой части интервала. После 
этого, выбрав все части интервала, в которых функция положи¬ 
тельна, получим решение неравенства (17). 

д:3_|_3д;2_4 

пример. Решим неравенство —^ 

Числитель обращается в нуль при л: = 1 и потому делится на х —1. 
Отсюда 

хЗ + ЗхЗ —4 (х—1)(л:2 + 4л:-1-4) (х—1) (л: + 2)2 

У~ —4 ~ хз —3 “ х2—3 

должно быть > 0. Таким образом, рассматриваемая функция, определенная 
на всей оси, имеет два нуля (х = 1 и х = —2) и две точки разрыва (х= ± ]/^3 )• 
Этими четырьмя точками ось х разбивается на пять частей (рис. 108). Берем 

-Із із 

- .} - 0-0 - і- - 1 - ..-о - о-}-ЯР- 

-8 -В Ч О 1 2 X 

Рис. 108. 

в каждой из них по точке и, подставляя в последнюю дробь, находим ее знак 
(численное значение несущественно); получим 


X 

—3 

—1,9 

0 

1.1 

2 

у 

— 

— 

+ 


+ 


Итак, решение рассматриваемого неравенства—это два интервала 
— |/"3<х<1 и ]/^Т<х<оо. 





ПРОИЗВОДНЫЕ, ДИФФЕРЕНЦИАЛЫ, ИССЛЕДОВАНИЕ 
ИЗМЕНЕНИЯ ФУНКЦИИ 


§ 1. Производная 


1. Примеры, приводящие к понятию производной. К одному 
из важнейших в математике понятий, понятию производной, мы 
приходим при изучении скорости изменения функции. 

Рассмотрим, например, понятие мгновенной скорости прямо¬ 
линейного движения точки (в физическом рассмотрении точкой на¬ 
зывается тело, размерами которого мы в данном рассмотрении 
пренебрегаем; в разных рассмот¬ 
рениях точкой может считаться 
частица вещества, или самолет, 
или даже небесное тело). Пусть 
точка движется по оси 5 слева 1^9 

направо, причем неравномерно, 

с переменной скоростью. Тогда закон движения математически выра^ 
жается зависимостью координаты 5 от времени: 8~/{і). Так как 
скорость переменная, то отношение пройденного пути к истекшему 
времени .тает только среднюю скорость. Что же касается мгновен¬ 
ной скорости (скорости в данный момент времени), то она получается 
следующим образом. Пусть в некоторый момент і движущаяся точка 
занимает положение А (рис. 109), а через время А/ (по поводу 
этого обозначения см. п. 1.22) перейдет в положение В, пройдя 
путь Аа; таким образом, 

^=/(0. 5 + А5=/(/ + А0, 



т. е. А5=/(/ + А0 — /(0- Тогда отношение (т. е. прой¬ 

денный путь, отнесенный к единице истекшего времени) дает среднюю 
скорость движения за промежуток времени от і до Мгно¬ 

венная же скорость движения в момент і получается как предел 
средней скорости в процессе безграничного уменьшения промежутка 
времени А/, т. е. 


V =\\т V = Ит — = Ііт 


Говорят также, что мгновенная скорость—это средняя скорость 
за бесконечно малый промежуток времени (за аэлементу> времени) 
Или что мгновенная скорость — это отношение бесконечно малого 
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пути к соответствующему бесконечно малому промежутку времени 
(т. е. бесконечно малый путь, отнесенный к единице истекшего 
времени). Оба эти определения являются сокращенными формули¬ 
ровками развернутого определения (1). 

Скорость процесса не всегда измеряется пройденным путем, 
отнесенным к единице истекшего времени. Рассмотрим, например, 
процесс наполнения сосуда; в данном случае законом наполнения 
служит зависимость !/=/(/) уже наполненного объема от времени. 
Средней скоростью наполнения за промежуток времени от і до 
/ф-А/ служит отношение 

,,, АК 

‘'Р М М ’ 


тогда как мгновенной скоростью наполнения в момент і — предел 

Ак _ т+мі-т 

-ѵ 

м -*■ а Аі -*■ о 


"^мгн 




= Ит 
—>• о 




( 2 ) 


Как видим, с формальной точки зрения получается такое же выра¬ 
жение, как в (1). 

Но скорость можно понимать в еще более широком плане, относя 
изменение некоторой величины не к единице времени, а к единице 

какой-либо другой величины. Рассмот¬ 
рим, например, понятие линейной плот¬ 
ности материальной линии, т. е. тела, 
размеры которого учитываются лишь 
в одном протяжении; поперечным сече¬ 
нием тела мы пренебрегаем, но массой 
не пренебрегаем. Если эта линия (нить) 
однородная, то линейная плотность измеряется отношением массы 
нити к ее длине. Если же нить неоднородная, то ее линейная плот¬ 
ность в разных точках различная. Будем отсчитывать расстояние 
от одною из концов нити (рис. ПО), и пусть масса нити, отвеча¬ 
ющая пройденному пути 5, равна Ж = /(5). Если теперь пройден 
дополнительный путь Да, то отношение 

АМ П5+А5)-П5) 

Дз Да 



Рис. 110. 


представляет собой среднюю линейную плотность нити на участке АВ. 
Предел же 


р = 1іт Рр„== Ііт 

А5->0 ^ Аб->0 


ДМ 

Да 


Ит 

П Аа 


(3) 


представляет собой линейную плотность нити в точке (именно, в 
точке А). Можно сказать, что это — скорость изменения массы нити, 
отнесенная к единице пройденного пути. 

2. Определение производной. Все выражения (1), (2), (3) с ма¬ 
тематической точки зрения имеют одинаковую структуру и дают 
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основание для следующего определения. Пусть дана функция у — /{х). 
Тогда скорость ее изменения, отнесенная к единице изменения ар¬ 
гумента, при значении аргумента х равна 


у'= Ііт 

Л5 -> о 


Ал: 


ііт 

Лл:->- о 


/ (л: + Ал:) —/(л:) 
Ал: 


Эта скорость называется производной, взятой от переменной у по 
переменной Х’, другими словами, производная — это предел отноше¬ 
ния приращения функции к приращению аргумента, вычисленный 
в процессе, когда приращение аргумента стремится к нулю. Так 
как при различных значениях х указанная скорость, вообще говоря, 
различна, то производная представляет собой новую функцию х, 
которую принято обозначать штрихом: у'=/'{х). 

Таким образом, в примерах п. 1 скорость движения — этю произ¬ 
водная от пройденного пути по времени, ѵ = 8і (нижний индекс 
указывает на переменную, по которой берется производная) и т. д. 

Подсчитаем, например, производную от функции у = ах^. При¬ 
давая аргументу приращение Ах, получим новое значение аргумента 
х~\-Ах и новое значение функции у Ау = а {х Ах)^, так как 
в выражение функции надо вместо х подставить лг + Ал:. Таким 
образом, 

Ау = а{х~\- Дл:)^ — ах^ = 2ах Ах-\-а (Алг)^, 

Отсюда 


у ' Ііт 
л о 


Ал: 


Ііт 
Лл -> о 


2ах Ал: + а (Ал:)2 
Ал: 


Ііт {2ах-\-а Ах) = 2ах', 
Лл -> о 


Б 




В 



В 

8^1 

шт 


в 


^в 



/77 


отметим, что в последнем предельном переходе изменялось Ал:—»■ О, 
а X считался зафиксированным. 

Полученный результат можно за¬ 
писать так: [ах'^У = 2ах. 

Мы предоставляем читателю 
убедиться аналогичным образом 
в том, что {ах'^У ~ Залг^, 

{ах)' =.а и т. п. Отметим особо, 
что х' 

3. Геометрический смысл 
производной. Рассмотрим график 
функции /{х) (рис. 111). Видно, 
что Д^/Длг = Р7Ѵ/ЖР= іё Р. т. е, ' 
это отношение равно угловому Рис. 111. 

коэффициенту секущей тт. Если 

Ал:—>-0, то секущая, поворачиваясь вокруг точки Ж, в пределе 
переходит в касательную //, так как касательная является предель¬ 
ным положением секущей, когда точки пересечения сливаются. 
(Это наглядное свойство, которым мы уже пользовались, на самом 
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деле является просто определением касательной.) Таким образом, 

Ал: о 

т. е. геометрический смысл производной состоит в том, что она 
равна угловому коэффициенту касательной. На основании форму¬ 
лы (И.21) легко написать и 
уравнение касательной //: 

У — Уь = Уо{^ — ^о). (5) 

где x^, у о — координаты точ¬ 
ки касания, а х, у — теку¬ 
щие координаты точки ка¬ 
сательной прямой. 

Подобным образом урав¬ 
нение нормали к кривой, т. е. 
перпендикуляра к касатель¬ 
ной в точке касания, имеет 

вид у — Уо= -^(л: —л;о) 

Уо 

(см. задачу 5 п. И.9). 

Умение находить каса¬ 
тельную дает возможность 
с помощью формулы (11.23) 
находить угол между ли- 
ниями в точке их взаим¬ 
ного пересечения, так как в п. 1.26 уже было сказано, что этот 
угол измеряется углом между касательными к данным линиям в этой 
точке. Отметим, что этот угол может получиться нулевым, если 
линии касаются друг друга, т. е. если указанные касательные 
совпадают. 

Геометрический смысл производной дает возможность, если дан график 
функции у — І{х), проследить за наклоном касательной к нему и сразу по¬ 
строить ориентировочный график производной (рис. 112). Для более точного 
«графического вычисления производной» надо проводить касательные к задан¬ 
ному графику и измерять их угловые коэффициенты. На практике оказы¬ 
вается более точным с помощью блестящей (металлической) линейки проводить 
нормали к графику и измерять их угловые коэффициенты по отношению 
к оси у. что равносильно. На рис. 112 показано одно из таких построений. 
Линейка прикладывается перпендикулярно к плоскости графика к некоторой 
его точке М и поворачивается так, чтобы отражение графика в линейке 
продолжало сам график без излома в М; в таком положении линейка 
пойдет как раз по нормали к графику в М. Затем через точку (О, 1) прово¬ 
дится прямая, параллельная построенной нормали, и получающийся отре¬ 
зок ОР переносится в положение уу. Проведя несколько таких построений, 
можно довольно точно изобразить график производной. 

При выводе геометрического смысла (4) производной мы пользовались 
тем, что переменные х и у —безразмерные, а единицы масштаба по обеим 
осям—одинаковые. На практике это не всегда так; в общем случае из фор- 



Рис. 112. 
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мулы (1.10) следует, что однако и тогда производная равна 

угловому коэффициенту касательной. 

Отметим, что если производная у' при некотором значении х 
обращается в бесконечность (при х = х^ на рис. ИЗ), то в соот¬ 
ветствующей точке графика ка¬ 
сательная имеет угловой коэффи¬ 
циент, равный бесконечности, 
т. е. параллельна оси у; если про¬ 
изводная претерпевает скачок, 
то и касательная поворачивается 
скачком, т. е. график имеет из¬ 
лом (при х = х^)\ если же функ¬ 
ция уходит в бесконечность, то 
и производная уходит в беско¬ 
нечность (при л:=л:з). 

4. Основные свойства про¬ 
изводной. 1. Производная посто¬ 
янной равна нулю, так как скорость в положении покоя равна 
нулю. Формальное доказательство: если ^ = С— сопзі, то 

^у = с-с=й, || = 0 , 



у' = ііт ^ = 1іт0 = 0. 
Дх о 


2. Производная суммы равна сумме производных. Действительно, 
если у {х) = и {х)V {х), то у (л :+^ 

Ау= у (л:4-Дл:) — у {х) = [и (л:4-+ — 

~[и (л:) -{-г» (л:)] = [и (л:) + Аи-{-ѵ (л:) + Дт;] — 

— [и (л:) (л:)] = Аи-\-Аѵ, 


т. е. приращение суммы равно сумме приращений: Д(ц-|-'^’)“ 
= Дм-|-^'^- Отсюда 


Ііт ^ = 1іт^^ = 1іт 

Д;. о 



= Ііт ^4- ііт 
Д-с о Дх -»■ о 


Дх 




(мы воспользовались тем, что предел суммы равен сумме пределов), 
что и требуется. Иначе это свойство можно записать так: 


{и-^ѵу = и' -^ѵ'. 


Мы рассмотрели сумму двух слагаемых. Ясно, что то же будет 
при любом числе слагаемых. Аналогичным образом приращение 






120 


ПРОИЗВОДНЫЕ, ДИФФЕРЕНЦИАЛЫ 


[гл. IV 


разности равно разности приращений, а производная разности равна 
разности производных. 

Пример. (л:^ — Злг^ + л: + 5)' = (л:^)' — (Зл:^)' + (л:)' + (5)' — 
= Зл:^ — 6л:4" 1 + о = — 6л:+1 (см. конец п. 2). 

3. Постоянный множитель можно вынести за знак производной, 
т. е. {СиУ = Си' (где С=соп8І;). Действительно, если у— Си, то 

Ду = ^ (л: + Ал:) — у {х)=^ Си (л: + Ал:) — Си (л:) = 

= С[и (л: + Дл:) — к (л:)] = САк; 

другими словами, если функцию умножить на константу, то прира¬ 
щение умножится на ту же константу. А {Си) = С Аи. 




С Аи 


Аи 


Ах 


= Си'. 


Отсюда у'= Ііт Ііт '^^ = С Ііт 

Ах -*■ о Ах -*■ о Ах -у о 

4. Формула для производной произведения. Пусть у = иѵ. 
Тогда Ау = {иАи) {ѵАѵ) — иѵ — {Аи) ѵ-\-иАѵ Аи Аѵ, откуда 


у'= Ііт ^ = 1іт 
^ Ах 


(Ди) V 


Ах ■ 


Ах 


иАѵ , Аи Аѵ 

Ііт -г-4 Ііт —т— 

Ах Ах 


Аи , Аѵ Аи Аѵ А , , , , / , л 

= Ііт — г» + Ііт И ^ + Ііт — — Дл: = и ѵ + иѵ + и ѵ ■ 0. 

Итак, 

(иѵ)' — и'V иѵ' . (6) 

Например, 

[(Зл:2 + 5л:)(4л:2—6)]' = (Зл:^ + 5л:)'(4л:2 — 6) + (Зл:^ + 5л:)(4л:2 — 6)' 

= (6л: + 5) (4л:2 — 6) + (Зл:^ + 5л:) 8л: = 48л:3 + бОл:^ — 36л: — 30. 

Из формулы (6) легко вывести формулу для производной от 
произведения нескольких функций. Например, {иѵті))' — [{иѵ) ѵѵ]' — 
= {иѵ)'тѵ{иѵ) тѵ' — {и'ѵ + иѵ')т 0 -\-иѵш' = и'ѵш иѵ'ѵѵ ^ иѵт'. 
Аналогичный вид имеет формула для произведения любого числа 
множителей. Отметим, что свойство 3 легко вывести из формулы (6), 
положив ѵ — С. 

5. Формула для производной частного. Пусть у = -~. Тогда 


Ау 


и-\-Аи и Аиѵ—иАѵ 


ѵ-{- Аѵ V у (у + Ду) 


Ду 


Отсюда, представляя в знаменателе Аѵ в виде ^Ал:, получим 


у'= Ііт ^ = 

о Ах 


Ііт 


Аи 

Ах 


V—и 


Аѵ 

Ах 


и'ѵ — иѵ' 


діХ ' 


Итак, 


® у ^у+'^Дл: 


у (у + у'-О) * 


Дл: 




(7) 
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Например, 

/ 5x2 у _ (5x2)'(3x2 + 4) —(5x2) (3x2 + 4)'_ 

Ѵ3х2+4У (Зх2 + 4)а 

_ ІОх (3x2+4)—5x2.6х_ 40х 

(3x2+4)2 “"(3x2 + 412* 

6. Производная сложной функции. Пусть у=:/[и), и = ф(лг), 
т. е. у является сложной функцией х. Если х получит приращение Алг, 
то промежуточная переменная и получит приращение Аи, а поэтому у 
также получит некоторое приращение Ау. При этом 

(8) 

Дх Ди Дх * ' ' 

Пусть теперь Ах — ►О. Тогда ~а потому Аи = ^Ах —>• 

—уи'х'0 = 0 и, значит, ~ —*-г/ц. Переходя в формуле (8) к пределу, 
получим 

Ух = Уи^х- (9) 

Эту формулу можно записать так: 

[/(ф(^))]'=/'{ф(^)) ф'(л:). (10) 

Аналогично вычисляется производная в случае зависимостей с боль¬ 
шим числом промежуточных ступеней. Так, если у = у {и), и —и (ѵ)^ 
Ѵ=:Ѵ{х), то у'х = УиЧ'ѵ^’х‘ 

Пусть, например, у — {х^ — 5л:+ 3)^. Тогда можно обозначить 
у=и^, где ц = лг2 —5лг + 3, и по формуле (9) имеем 

Ух = у'и^^'х = — 5л: + 3); = Зй2 (2л: — 5) = 

= 3(л:2 —5л: + 3)2(2л:-5); 

это, конечно, проще, чем раскрывать скобки! На практике не пишут 
так подробно, а оформляют вычисления так: [(л:^ — 5л: +3)^]'= 
= 3(л:^ — 5л: + 3)^(л:2—5л: + 3)'= 3 (л:^ — 5л: + 3)2(2л: — 5), т. е., по 
существу, пользуются формулой (Ю). При некотором навыке ответ 
можно писать непосредственно, без промежуточных преобразований. 
Для этого формулы для производных иногда запоминают в виде 
{и^У =2ии\ [и^]' ■=Ъи'^и' (производная берется по л:) и т. п. 

7. Производная обратной функции. Пусть равенство у = у [х) 
определяет обратную зависимость х = х{у) (см. п. 1.21), для кото¬ 
рой мы можем найти производную х'у. Тогда легко найти производ¬ 
ную и от исходной функции. Действительно, ~ = д, откуда 
при Ал:—>-0 и Ау~-^0. 
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Пусть, например, у~-\/ х, откуда лг = і/®. Тогда 

' - ± — _1- = ±_1_ 

^У% ~ 3 ‘ 

8. Производная неявной функции. Если задана неявная функция 
в форме П{х, у) = 0 (см. п. 1.20), то для вычисления производной ух 
нужно просто приравнять производные от левой и правой частей 
заданного соотношения, имея при этом в виду, что у есть функция 
от лг, обраш,аюш,ая это соотношение в тождество. Вообще непо¬ 
средственно приравнивать производные от обеих частей равенства 
можно только в том случае, когда это равенство является тожде¬ 
ством {а не уравнениемі). 

Пусть, например, задано соотношение 

у2 іі2 

^ \ У _ 1 /1 о\ 


Тогда 


= (1)і. т. е. | + ?# = 0; 


при вычислении производной от второго слагаемого пользовались 
свойством 6: =^2уу'. Из (13) получаем 

У' — Щ- _ ('4) 

5. Производные основных элементарных функций. 1. Произ¬ 
водная синуса. Пусть у = з\х\х. Если аргумент изменится и станет 
равным лг-[-Алг, то функция станет равной зіп (л:Алг). Отсюда 

А^ = 8 ІП (л: + Алг) — 5 ІП л: = 2 зіп^ сов + і 


у'= Ііт Ііш 


о • 


СОЗ X +- 


= Ііш 

Дд;-> о 


ІІШ С05 + = 1 . С05ЛГ 


(см. формулу (ІИ. 11)). Итак, 

(5ІП л:)'= С05 лг. (15) 

2. Предоставляем читателю проверить аналогичным образом, что 

(С05Л:)'=— 8ІПЛГ. (16) 

3. Производную тангенса вычисляем по формуле (7) 

, у / ЗІ1І л у (зіп х)' СОЗ X — зіп X (соз х) ' 

' ® ' \ лпс V / />002 V 


соз X соз л: — зіп X (— зіп х) 

С032 X 


СОЗ^ X 
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4. Аналогично проверяется, что (сі^л:)' 


1 


Зіп2 X • 

5. Производная арксинуса. Пусть ^ = агсзіплг. Тогда л:=8[п^, и 
по формуле (11) 

' _ 1 _ 1 _ 1 _ 1 ^ ■ 

Ху~ І5'^^УУу~ С05У~' ^ у 1—зш^у~ у 1—х^' 

перед радикалом взят +, так как значение агсзіплг, как известно, 
берется в 1 и—1-й четвертях, где соз^>0. Итак, 

1 


(агсзіп х)' = 
6. Аналогично проверяется, что 
(агссоз л:)' = 


ѴТ 


V 1 —’ 


(17) 


при этом используется то, что О ^ агссоз л: я. Сходство двух по¬ 
следних результатов объясняется формулой 


агсзіп X + агссозл:: 


(18) 


получаемой следующим образом. Обозначим 5Іпа = л:, тогда 

я 


а = лг; 


соз 


из этих формул получаем, что а = агсзіп л:, — а = агссозл:. Скла¬ 

дывая результаты, приходим к (18). 

7. Производная арктангенса. Пусть ^ = агс 1 ; 2 лг. Тогда х = і^у 
и, применяя формулы для производной обратной функции и для про¬ 
изводной тангенса, получим 

11,1 1 


Ух 


1 


= соз^ у 


1+1ё^У 1+х^' 


Итак. 


СОЗ'^ у 


(а^с^§ж)' = Г^гз^ 


8. Производная логарифмической функции. Пусть ^ = 1п лг. Тогда 

Ах 

в силу формулы (111.12), в которой надо положить Н — 


X 

, .. Ду ]п(х4-Дх) — ІП X .. X 

у = Ііт ~= 1іт — - ■ ^ -= Ііт —Ц- 

Дд;->0 Ах-*-о Дх->о ^ 


(1п хУ = ^. 


Итак 
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Применяя формулу (1.14) и учитывая, что 1па = соп5І, получим 

= (т^)’ ^У=7Ш ■ 

9. Производная показательной функции. Если у = а*, то 

” і/; = Л =-4—= г/1па = а''1п а. 

% ■ .... 
у\па 

Итак, 

[а^У = 1п а; 

в частности, [е^у^=е^. 

10. Производная степенной функции. Согласно формуле для про¬ 
изводной сложной функции 

(л:”)' = [(е*"^)”]' = \пку ^еп\пк^ .1 = л;”/2у = «л;”“Ч 

Итак, 

(л:”)' = лл:”“Ч 


Эта формула справедлива для любого л, целого или нецелого. На¬ 


пример, 


{Ѵх)' 


2 2Ѵ х: 




= — 1л:-і-і = 


и т. п. 


11. Производные гиперболических функций (см. п. 1.28). Имеем 


(зЬ л:)' = 
аналогично 


е* — е 


ех^е-^і-ху _е^ + е-^ _ 


СІ1 х; 


(сНл:)' =8Ііл:; 

зііху _(зЬ л:)'сЬ л: — зЬ л: (сЬ л:)'_сЬ® л: — зЬ^л: 1 

сЬ2 X сЪ^х ’ 

(х+/'^І)' = 

2х 


(агзЬ л:)' = [іп (а:-|- Ѵх‘^-У\)\' 

1 Л , (^^+1)^ 
х+Ух^-у\\ 


I 


х-УУ х^ + і 
1 


( 1н- - —) = 

V 2Ух^ + іУ 


2Ух^ + \/ х-УУх^ + ІХ 2}^ 

1 Ух^-{-1-\-Х 


■■+Ух^+\ у х^+\ Ух^-у\' 


И в этих формулах обнаруживается значительная аналогия с триго¬ 
нометрическими функциями. 

12. Выведенные формулы [табличные производные) нужно знать 
наизусть, так как они будут применяться систематически. С их по¬ 
мощью, пользуясь правилами п. 4, можно вывести производную лю¬ 
бой элементарной функции. Например, 

{У 1с 2‘8 Ьх)' ^ (У 1с)' 2‘8 Бх 4- уіс (2‘8 Бх)'. 
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но 

(1/ху={х^У 



1 1 

“зК^’ 


а по формуле для производной сложной функции 

(2181*)' = 2іе 111 Іп 2 (І8 5хУ = 2*8 »1п 2 (5л)' = 2‘г •« • 5. 


Отсюда после вынесения общего множителя за скобки получим 


іУх 2'*“)' 


2*8 Б-К 


3^; 


1 + 15ІП2 


соз® 5а: у * 


После некоторого навыка эти выкладки осуществляются значительно 
быстрее, без промежуточных преобразований. 

13. В некоторых случаях перед вычислением производной полезно 
предварительное логарифмирование. Пусть, например, надо найти 
производную (лг®*“^)'. Тогда пишем = Іп г/= зіп л: Іп лг; 

(Іп у)'х = (8ІПЛГІПЛГ)'; 

— у' = соз л: Іп л: + 31П л: — : 
у ^ А ’ 


в левой части мы применили формулу для производной сложной 
функции. Отсюда окончательно 


у' — = л:®*" ^ соз л: Іп лг+ зіп л: 

Этот метод иногда применяется также, если нужно найти про¬ 
изводную произведения нескольких 
множителей: после логарифмирования 
получается сумма, от которой найти 
производную бывает легче. 

6. Касательная в полярных координа¬ 
тах. Задача о нахождении касательной к 
линии, заданной своим уравнением в де¬ 
картовых координатах, была решена в п. 3. 

Пусть теперь линия задана своим уравне¬ 
нием р = /(ф) в полярных координатах. Ко¬ 
нечно, тогда для нахождения касательной 
можно было бы перейти к декартову урав¬ 
нению, но проще решать эту задачу прямо 
в полярных координатах (рис. 114). Прида¬ 
дим ф малое приращение Дф и рассмотрим 

бесконечно малый криволинейный треугольник М/ѴР, образованный двумя 
координатными линиями и рассматриваемым графиком; для удобства этот тре¬ 
угольник на рис. 114 изображен отдельно. С точностью до малых высшего 
порядка этот треугольник можно считать «настоящим» (т. е. прямолинейным), 
причем прямоугольным, так как ^N—90° (почему?). Отсюда 



СІ 2 # = Ііт с1§ = Ііт 


Др _ 1 ' 

р Дф~ р 


(19) 
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Пример 1. Для логарифмической спирали (см. п. ІІ.5) 

сі^ 'Ѳ' = ~к — сопзі, 

е 

т. е. эта спираль пересекает все координатные лучи под одним и тем же углом. 
Легко установить связь этого свойства со свойством, указанным в п. II 5: 
одно свойство выводится из другого. 

Пример 2. Рассмотрим полярное уравнение параболы относительно ее 
фокуса [уравнение (11.29), в котором надо положить 8 = 1]. По формуле (19) 

^^^^_ 1+созф рвіпф _ зіп ф ^ 2 2 _ 

~ р (14-созф)а~1-1-созф~ 2 соз2-^ ~ 



Поэтому если провести через точку М параболы прямую, параллельную оси, 
то (рис. 115) а4-'0' = я—ф, т. е. 

а = я —ф —д = ф-^-|— = 

Отсюда следует основное оптическое свойство параболы: при распрост¬ 
ранении света в плоскости параболы, если в ее фокусе поместить источник 



Рис. 115. Рис. 116. 


света, лучи света после отражения от параболы все пойдут параллельно ее 
оси. Этим объясняется то, что, например, прожекторам придают форму по¬ 
верхности, получающейся от вращения параболы вокруг ее оси. 

Чуть сложнее выводится аналогичное оптическое свойство эллипса и 
гиперболы: так, у эллипса лучи света, вышедшие из одного фокуса, после 
отражения от эллипса все собираются в другом фокусе (рис. 116). Параболу 
можно рассматривать как эллипс, у которого один из фокусов удален на 
бесконечность (см. конец п. 11.12), поэтому из оптического свойства эллипса 
в пределе получается оптическое свойство параболы. 
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§ 2. Дифференциал 

7. Физические примеры. Понятие дифференциала, тесно связан¬ 
ное с понятием производной, также является одним из важнейших 
в математике. Мы его проиллюстрируем на тех же примерах, что 
были рассмотрены нами в п. 1. 

Пусть при прямолинейном движении точки по закону 8=/{і) она 
обладала в некоторый момент і скоростью ц = 5^ =/' (^). Если теперь 
пройдет дополнительное время Д/, то точка пройдет дополнительный 
путь Д 5 , который в случае неравномерности движения зависит от Д/ 
сложным образом, так как скорость движения все время меняется. 
Однако если истекшее время Д^ невелико, то и скорость не успеет 
существенно измениться и потому движение в промежутке времени 
от і до является «почти равномерным». В этом случае при 

подсчете пути не будет большой ошибки, если считать движение 
равномерным, т. е. происходящим с постоянной скоростью, именно 
той, которой точка обладала в момент і. 

Получающийся при таком подсчете путь равен ѵі^і — = 

=/'(^) Д/; он прямо пропорционален истекшему времени Д/, назы¬ 
вается дифференциалом пути и обозначается дз (этот символ надо 
понимать как единый, а не как произведение (і на 5), сІз = з'^Аі. 
Конечно, фактический путь Д^ отличается от этого «примысленного» 
пути (із, так как за время Д/, даже малое, скорость все же успе¬ 
вает измениться. Однако в силу сказанного, если этот промежуток 
времени достаточно мал, можно приближенно считать 

Аз^аз, ( 20 ) 

причем с тем ббльшим основанием, чем меньше Д/, так как тем 
меньше успеет измениться скорость движения. Если же промежу¬ 
ток Аі бесконечно мал, то, как мы увидим в п. 8, Д^ и дз отли¬ 
чаются друг от друга на величину высшего порядка малости. Во 
многих вопросах такими величинами можно пренебрегать; тогда гово¬ 
рят, что дифференциал пути — это не что иное, как бесконечно 
малый путь, т. е. путь, пройденный за бесконечно малый промежу¬ 
ток времени. Впрочем, конечно, дифференциал пути может и не быть 
бесконечно малым, но чем он больше, тем формула (20) менее точна. 
В то же время вычислять сіз как путь при равномерном движении 
гораздо легче, чем фактический путь Д^; этим объясняется то, что 
формулой (20) пользуются и при не очень малых Аі. 

Таким же образом во втором примере дифференциал объема дѴ — 
это тот объем, который наполнился бы, если бы в промежутке вре¬ 
мени от / до і-\-Аі скорость наполнения оставалась постоянной, 
равной скорости в момент і, т. е. йV=V'^А^. В третьем примере 
дифференциал массы — это масса, которой обладал бы участок АВ 
линии (см. рис. ПО), если бы линейная плотность на этом участке 
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была постоянной, равной плотности в точке А, т. е. сІМ = рА^ = 

= Ж* Д5. 

Во всех случаях замена истинного изменения какой-либо вели¬ 
чины ее дифференциалом означает переход от неравномерных про¬ 
цессов, неоднородных объектов и т. п. к равномерным, однородным. 
Эта замена основана на том, что на протяжении малого промежутка 
времени всякий процесс «почти равномерен», на малой протяжен¬ 
ности всякий объект «почти однороден» и т. п. 

8. Определение дифференциала и связь его с приращением. 
Дадим теперь общее определение дифференциала. Пусть у=/[х), 
и аргумент, первоначально принимавший некоторое значение лг, полу¬ 
чил приращение Длг. Тогда дифференциалом функции называется 
произведение 

(іу = (і/{х)—у'Ах=/'{х)Ах; (21) 

это—то приращение, которое получила бы функция, если бы она 
на интервале от х до лг + Дл: изменялась с той же скоростью, что 
и при значении х аргумента. 

Вычисление дифференциала функции называется ее дифференци¬ 
рованием) оно очень просто осуществляется по формуле (21). Пусть, 
например, г/ = 5Іпд:; тогда й?г/ = (5іплг)'Д лг = С05ЛгДд:, т.е.й?5іпд:=С05д: Дд:. 

Аналогично ^Дд:; й? (д;^) = Зд:^ Длс и т. п. Таким об¬ 

разом, при дифференцировании функции надо вычислить ее произ¬ 
водную, а результат умножить на Дд:; поэтому процесс вычисления 
производной тоже часто называют дифференцированием. Однако ни 
в коем случае нельзя путать производную и дифференциал друг с 
другом. Производная функции у~/{х) зависит только от х, тогда 
как дифференциал зависит также от Дд:; в приложениях дифферен¬ 
циал обычно считается величиной бес^юнечно малой, тогда как про¬ 
изводная— величиной конечной; если величины д: и размерные, то 

И] = [Д!/] = М [ѵЛ = ^0гШ- 

Отметим, в частности, что 

й?д: = д:^ Дд: = 1 Дл: = Дд:, 

т. е. дифференциал независимого переменного равен его прираще¬ 
нию. Это дает возможность представить формулу (21) в виде 

йу =/'{х) йх = у'йх (22) 

и, с другой стороны, записать производную в виде отношения диф¬ 
ференциалов: 

' I \ (^) 
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Геометрический смысл дифференциала функции показан на рис. 117: 
он равен приращению ординаты касательной. Таким образом, замена при¬ 
ращения функции на ее дифференциал геометрически означает, что 
график функции заменяется отрезком касательной к нему в точке А. 
Ясно, что для такой замены имеются 
основания, если Дд; достаточно мало. 

Для выяснения связи дифферен¬ 
циала с приращением заметим, что 


у=Г(х} 


ілУ г І^У 9 \ 


а о при Дд; —► 0. Отсюда 

Дг/= г/'Дл: +а Ддс = Р, (23) 
где Р = аДдс—величина высшего 


ш 


порядка малости по сравнению с Дд: 

(на рис. 117 она изображается от¬ 
резком СО). Это равенство выра- 
жают словами «дифференциал есть во^Ау. всТів „'Ыц 

главная линейная часть прираще¬ 
ния функции»: главная — так как он отличается от приращения 
на величину р высшего порядка, а линейная — потому что он прямо 

л.. -- пропорционален Ах (ср. п. 1 22), Если у'фО, 

то йу н йх = Ах имеют одинаковый порядок ма¬ 
лости, а потому р в формуле (23) имеет высший 
порядок малости, чем йу, т. е. (іу и Ау — 
1< ^3 бесконечно малые эквивалентные (см. п. 111.8), 


Рис. 118. 


Покажем на примере, какая ошибка получается 
при замене приращения функции ее дифференциалом. 
Пусть у = х^ и аргумент, принимая первоначаль¬ 
ное значение х==\, получит приращение Ах. Тогда 


Д4^=5і+52 + «з; 

і}у=3і + 3а-, (Дд;)*=52. 


Ду = (1 + Ах)^ —12 = 2Дл: + Дд:2; 
йу — у' Ах —2- \Ах — 2Ах. 


Таким образом, Ау и йу отличаются друг от друга на величину (Дх)2 втоз 
рого порядка малости (рис. 118). В частности. 


при Ах= 0,1 Ду= 0,21; йу== 0,2; ошибка 5%; 

при Дх= 0,01 Ау— 0,0201; (Іу— 0,02; ошибка 0,5%; 

при Ах — —0,001 Ау — —0,001999; йу — —0,002; ошибка 0,05% и т. д. 


Хорошо видно, что при замене Ау на (Іу относительная погрешность при 
уменьшении | Ах \ быстро уменьшается. 


Функция, обладающая дифференциалом, называется дифференци¬ 
руемой. Другими словами, дифференцируемая функция—это функ-* 
ция, малое приращение которой имеет главную линейную часть, т. е. 
функция, которую на любом малом участке изменения аргумента 
можно приближенно заменить на линейную (такая замена называется 
линеаризацией). У дифференцируемой функции производная должна 
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быть конечной, а сама функция должна быть непрерывной при рассмат¬ 
риваемых значениях аргумента, так как из (23) видно, что при бес¬ 
конечно малом Дл: и Дг/ будет бесконечно малым. В то же время 
непрерывная функция может быть не всюду дифференцируемой: на¬ 
пример, функция, изображенная на рис. ИЗ, перестает быть диффе¬ 
ренцируемой не только в точке разрыва лг = лгз, но и в точках непре¬ 
рывности лг — лгі и лг = лг 2 . Выдающийся чешский математик Б. Боль¬ 
цано (1781—1848) и независимо от него выдающийся немецкий 
математик К. Вёйерштрасс (1815—1897) открыли (первый в 1830г., 
а второй в 1860 г., так как работа Больцано не была опубликована) 
существование непрерывных функций, не дифференцируемых на при 
каком значении аргумента. Долгое время эти функции считались 
математическим курьезом, но позже обнаружилось, что прй описа¬ 
нии процессов типа броуновского движения такие функции чрезвы¬ 
чайно важны. В нашем вводном курсе мы не будем даже принимать 
во внимание возможность подобных монстров. 

9. Свойства дифференциала. Так как дифференциал функции 
получается в результате простого умножения ее производной на 
дифференциал независимого переменного,, то из каждого свойства 
производной (см. п. 4) легко вывести соответствующее свойство 
дифференциала. Например, умножая обе части равенства = 

= и' -{-ѵ' на йх, получим {и-\-ѵ)' (іх = и' йх-\-ѵ' йх или, что то же 
самое, 

й {и ѵ) = йи йѵ 

{дифференциал суммы равен сумме дифференциалов). Аналогично 
получаем формулу 

й {иѵ) = {ди) ѵ + идѵ (24) 

и т. п. В п. IX. 12 мы увидим, что эти формулы справедливы и для 
случая любого числа независимых переменных. 

Особенно важный вывод вытекает из формулы для производной 
сложной функции. Пусть у—/{х) и X сначала является независимой 
переменной. Тогда для вычисления ду можно пользоваться любой 
из формул (21) или (22), так как в этом случае 1^х = йх. Пусть 
теперь X зависит от некоторой третьей величины, например х = х{і). 
Тогда уже І^хфйх^ но оказывается, что формула (22) все равно 
остается справедливой (а формула (21), вообще говоря, нарушается). 
Действительно, 

= у^ді = у'^х'^ аі --= у'^ дх, 

что и требуется. Поэтому при вычислении дифференциалов обычно 
пользуются формулой (22) (а не (21)), так как она остается спра¬ 
ведливой, инвариантной (неизменной) во всех случаях. 

Применим это свойство инвариантности для вычисления произ¬ 
водной от функции, заданной параметрически (см. п, II.6), Пусть 
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х — хЦУ, у = у{і) {і — параметр). Тогда сІх = х(іі; (іу = уйі (точ¬ 
кой сверху обычно обозначается производная по параметру), откуда 


I (ІУ У 

у =1=1 


(25) 


Все эти свойства дифференциалов применяются, в частности, при линеа¬ 
ризации зависимостей между величинами, т. е. при переходе от общей, нели¬ 
нейной зависимости к линейной зависимости между приращениями этих вели¬ 
чин. Такая линеаризация возможна при малых изменениях рассматриваемых 
величин и основана на отбрасывании величин высщего порядка малости. 

Так, например, уравнение (II.30) определяет нелинейную связь между 
координатами точки М (х; у) линии второго порядка. Однако пусть точка М 
меняется вблизи некоторой фиксированной точки (лгр-, у^), т. е. прираще¬ 
ния X—Хо = 1, у— Уо = Ѵ малы. Дифференцируя уравнение (II.30), а затем 
заменяя дифференциалы приращениями, приходим к линеаризованному урав¬ 
нению 

2Ахо^ -Ь 2Вуо^ + 2ВхоГ] + 2СуоГ]-1- 0^-уЕг] = 0, (26) 


которое определяет линейную зависимость между ^ и г|. Так как при выводе 
уравнения (26) мы заменяли дифференциалы (іх, йу на приращения I, і], то 
этому уравнению точка М линии удовлетворяет лищь с точностью до вели¬ 
чин высщего порядка малости. Точно уравнению (26) удовлетворяют точки 
касательной к линии (II.30), проведенной в точке Мо- 

Линеаризация широко применяется в физике, в частности, при состав¬ 
лении дифференциальных уравнений (п. XIV.6). 

10. Применение дифференциала в приближенных вычислениях. Диффе¬ 
ренциал широко применяется в приближенных вычислениях. Прежде всего 
довольно часто приращение функции заменяют ее дифференциалом, который 
обычно вычислять прошве. 

Допустим, что дана функция у = ^{х), для которой известно некоторое 
значение Да); пусть после этого аргумент получил малое приращение Ах = й. 
Тогда можно положить 

І (а-У Н) — I (а) = Ау ^ йу = I' (а) Н, 

Ца + И.)^ 1(а) + 1'(а)Н. (27) 


Выбирая в качестве / (х) конкретные функции ^х, зіпх, Іпх и т. д., по 
лучим приближенные формулы 

^а - ^ . ■ ■ ; 

віп(а-уН)^5Іт-уНсо&а; і" (28) 

1п (а-уН):=^\п а-У~ 


и т. д., пригодные для достаточно малых \ Н\. О том, как уточнить эти фор¬ 
мулы и оценить их погрешность, будет сказано в пп. 15—16. 

Пусть, например, мы знаем, что 1п 2=0,693. Тогда, вычисляя до 0,001, 

1п2,1 = 1п (2+0,1)=і=1п 2+^ = 0,693 + 0,050 = 0,743; 

по таблице же оказывается 1п 2,1 =0,742, т. е. ошибка меньше 0,2%. 
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Иногда перед применением формул (28) требуется предварительное пре¬ 
образование величины, которую нужно вычислить. Например, вычисление 
^2 нехорошо проводить так: 

= =1,333, 

так как значение Н=\ в данном случае вряд ли мо жно считать малым по 
сравнению с а=1. Здесь удобно положить ^2 2т^Іт и подобрать це¬ 
лое т так, чтобы 2т^ оказалось по возможности ближе к какому-либо пол¬ 
ному кубу. Можно взять т — 4, так как 2*4®= 128 близко к 125 = 5® ; тогда 
получим, вычисляя до 0,0001, 

По таблицам же ^2= 1,2599, т. е. ошибка меньше 0,01%, 

Дифференциалы применяются также при оценке погрешности. Допус¬ 
тим, что величины х т у связаны функциональной зависимостью у = ^{х) и 
известно приближенное значение х величины х с предельной абсолютной по¬ 
грешностью (см. п. 1.7). Тогда в качестве приближенного значения у надо 
взять, конечно, у = /(х). Для подсчета предельной абсолютной погрешности 
ау заметим, что на самом деле х=х-\-Н, где \ Н\ < откуда, если а 
следовательно и Н, мало, то 

у = у+Ау=^у-]-с1у = у-{-!' (х)Н, 

т. е. 

1 У—У 1 ~ 1 Г Й і 1 1 < 1 Г М 1 СЬд;- 

Итак, можно положить 

<^у = \1'Ос)\а^. (29) 



Пусть, например, у=х^. Тогда 

ау = \п\ 

а соответствующие предельные относительные погрешности связаны простой 
формулой: 

У ^ 


в качестве другого примера рассмотрим величину 1п 10,7, где значение 
10,7—приближенное, известное с точностью до 0,1. По таблице 1п 10,7 = 2,3702, 
однако ясно, что в таком ответе слишком много знаков. Чтобы разобраться, 
какова точность ответа, заметим, что в данном случае а_^ = 0,1, откуда 

= 1 ^ 0 , 1 ^ 0 , 01 , 

т. е. ответ надо писать в виде 1п 10,7 = 2,37. 
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§ 3. производные и дифференциалы высших порядков 

И. Производные высших порядков. Пусть у=/{х). Тогда 
производная которую мы изучали в § 1, называется 

производной первого порядка. Она в свою очередь является функ¬ 
цией X и потому от нее можно взять производную, которая назы¬ 
вается производной второго порядка от исходной функции: 

Аналогично определяется производная третьего порядка 

і/"-={у"У=Г' (Аг). 

Дальнейшие производные обозначаются у[Ь)—уЧ ^ 

Например, (л;^)' = 3л;^, = (Зл;^)'= бл;; (5Іпл;)' = созл;, (5іпд:)" = 

= (со5л;)'= — зіпл; и т. п. Производная второго порядка часто 
имеет непосредственный физический смысл: так, в первом примере 
п. 1 производная второго порядка от пути по времени — это ско¬ 
рость изменения мгновенной скорости, т. е. мгновенное ускорение. 
О применении производных высших порядков будет сказано в п. 15 
и далее. 

Формула для производной суммы очень проста. Если у — и~[-ѵ^ 
то у' = и' -\-ѵ' , у" = {и' = и" и т. д. Вообще 

{и 

Что касается формулы для производной произведения, то 
{иѵУ =и'ѵ-{-иѵ'-, 

(иѵ)" = {и'ѵ -1- иѵ'У = и''ѵ-\-и'ѵ' и'ѵ' иѵ'^ = и^ѵ -1- 2и'ѵ' -Ь иѵ"; 

{иѵУ" = («"у-Ь 2и'ѵ' иѵ")' = и" 'ѵ+ 2и"ѵ' + и'ѵ" + и"ѵ' 2и'ѵ" -Ь иѵ'" = 

= и'"ѵ-\-?>и"ѵ'-\-?)и'ѵ" -{-иѵ'" и т д.; (30) 

при этом, вычисляя очередную производную, мы сначала во всех членах 
дифференцируем первый множитель, а затем во всех членах — второй. Эти 
вычисления идут по той же схеме, как при последовательном разложении 
выражений (а^Ь)^, (а-\-ЬУ и т. д,: 

а Ь)^ = {аЬ) {а-\-Ь) = а^-\-аЬ-\-аЬ-\-Ь^ = а^-\- 2аЬ-\- Ь\ 

(а -Ь 6)3 = (а2 -Ь 2аЬ -Ь 6^) (а + 6) = а» -1- 2аѢ + 6® = 

= 03+За2б-|-За62-|-6з и т. д. (31) 

Поэтому в формулах (30) получаются такие же коэффициенты, как и в фор¬ 
мулах (31). В общем случае можно написать (формула Лейбница) 

(ао)<”) = а<”)о-}-(") (32) 

где > ( 2 )’ *"—называемые биномиальные коэффициенты, 

т. е. коэффициенты, получающиеся при разложения степени (а-\■Ь)^^, 
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Вычисление производной неявной функции мы покажем на при¬ 
мере (12). При дальнейшем дифференцировании равенства (13) 
получим 



^{у'у' + ѵу") = о. 


т. е. 



_л ( =_^ 


(33) 


(при этом мы воспользовались выражением (14) для у'). Анало¬ 
гично вычисляются дальнейшие производные. Формулу (33) можно 
получить также, дифференцируя равенство (14). 

Остановимся еще на дифференцировании функции, заданной 
параметрически. Дифференцируя формулу (25), получим 

^(уЛ У^пкійі 

^ ІУ') \л:/ __ ух — у X 

йх йх хйі х^ 


(двумя точками обозначается производная второго порядка по 
параметру). При этом мы, как и при выводе формулы (25), поль¬ 
зуемся тем, что при вычислении дифференциала первого порядка 
можно не обращать внимания на то, какая переменная является 
независимой. Подобным образом вычисляются дальнейшие про¬ 
изводные. 

12, Дифференциалы высших порядков. Пусть у—/{х). Тогда 

йу—/'{х)йх. (34) 

Это —дифференциал первого порядка. Дифференциал второго по¬ 
рядка й^у — это дифференциал от дифференциала первого порядка; 
при этом, если х — независимая переменная, то при таком вторич¬ 
ном дифференцировании йх считается независимым от л; и выно¬ 
сится как постоянная величина: 


(Ру = й {ду) — д (/' (дг) (Іх) — й (/' (д:)) (Іх — 

= (/' (д;))' дх йх = /" (дг) йх'^у (35) 


где принято обозначение йх^ = {йх)'^. Аналогично получим 

гіЗу = гі(гі2у)=/"' (д^)^д^З (30) 


и т. д. Это дает возможность записать производные высших по¬ 
рядков в виде отношения дифференциалов: 


У 


// 


йх^ ’ 


(Ру 

Фсз 


и т. д. 


(37) 


Кроме того, видно, что если (Іу имел первый порядок малости 
в сравнении с (іх, то й'^у имеет второй порядок малости, <Ру — 
третий и т. д. Далее отметим, что 

(Рх=(1 {(іх) = й (\ах)=(іХ(1 {}) = 
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второй дифференциал независимой переменной равен нулю) конечно, 
нулю равны и дальнейшие дифференциалы независимой пере¬ 
менной. 

Если X не является независимой переменной (или нам неизвестно, яв¬ 
ляется или нет), то, как мы видели в п, 8, формула (34) все равно справед¬ 
лива. Однако при ее дальнейшем дифференцировании йх уже нельзя считать 
постоянным, а надо пользоваться правилом дифференцирования произведения 
[формула (24)]: 

= й [1' [х) йх) = й {I' (л:)) йх + І' {х) й (йх) = I" (л:) йх^ 1' (л:) (1Н\ (38) 

аналогично находятся 

(Ру = ["' {х) йх^ 4- 3^" (л:) (іх (Рх {х) (Рх (39) 

(проверьте!) и дальнейшие дифференциалы. Если теперь окажется, что х — 
независимая переменная, то (1^х — (Рх = 0 и формула (38) переходит в фор¬ 
мулу (35), а (39) — в (36). Итак, формулами (35)—(37) можно пользоваться, 
только если х — независимая переменная. 

Понятия производной и дифференциала и основные правила 
действий с ними, т. е. правила дифференциального исчисления, 
разработали Ньютон (1666) и Лейбниц (1684), хотя в частных 
задачах эти понятия применялись и ранее. 

Дифференциальное исчисление имеет многочисленные приложе¬ 
ния к исследованию изменения функций. Эти приложения будут 
рассмотрены в дальнейших параграфах этой главы. 


§ 4. Правило Лопиталя 


13. Неопределенности вида ~. В п. III.7 мы говорили, что 

при вычислении предела отношения двух бесконечно малых могут 
получаться различные результаты. В первом печатном учебнике 
по дифференциальному исчислению (1696), написанном французским 
математиком Г. Лопиталем (1661—1704), было опубликовано най¬ 
денное И. Бернулли простое правило для вычисления такого предела, 
пригодное во многих случаях. Пусть ищется предел 


Ит 

і-*- 


ФІО 
Ф(0 ’ 


(40) 


причем 

Ф (^о) = "Ф (^о) = 0. (41) 


т. е. мы имеем дело с неопределенностью вида Пусть каким-то 
способом найден предел 


Ит 


фЧО 

ФЧО 


К 


(42) 
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конечный или бесконечный. Тогда утверждается, что и предел (40) 
равен к, т. е. для неопределенностей вида 


Ііт 

(-У (о 


ФІО 

Ф(0 


Ііт 

І -*■ (о 


Ф ^(0 

Ф '(0 


(43) 


.— предел отношения функций равен пределу отношения произ¬ 
водных. 

Для доказательства рассмотрим -^линию у — д;— 'і1)(0 на 

плоскости X, у] тогда при согласно (41) эта линия при- 



новится под таким углом ао к 
«угол возвышения» Р (см. рис. 
ординат стремится к а^, т. е. 


ближается к началу координат. Что¬ 
бы узнать, как именно она прибли¬ 
жается (наподобие спирали или с 
определенного направления и с ка¬ 
кого именно), заметим, что соглас¬ 
но (42) 

^_ф' (0 йі _ 

йх ф' (і) йі 

(при 

Значит (рис. 119), при приближе¬ 
нии к началу координат касатель¬ 
ная, поворачиваясь, в пределе ста- 
оси X, что і^а^ — к. Но тогда и 
119) при приближении к началу ко- 


Ф(0 

ФІО 




(44) 


что и требовалось доказать. 

Иногда при применении правила Лопиталя оказывается, что 

о 

отношение производных снова является неопределенностью вида ; 
тогда это правило может быть вновь применено и т. д. 


Например, 


Ііт 
*->• о 


X — 8ІП л: 
__ 



1 —С08Х ( - 

3x2 


Ііга 


2*— 0\ 
(х-1)2 ""Ѵо; 


= Ііт 
дс->- о 


8ШХ 

6х 



С08Х 1 
6 “б" ’ 


Ііт 
«-> 1 


2^ 1п 2-|-4.2"^1п2 41п2 

2(х—1) “ о ~ ^ 


00, 


В первом примере правило Лопиталя было применено три раза, а во втором — 
один раз. 
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Правило Лопиталя для неопределенности вида (40) всегда приводит к цели, 
если ^0 —конечное число, а числитель или знаменатель имеют целый порядок 
малости по сравнению с і — і^ (см, п. III. 10). Действительно, из того же 
правила Лопиталя можно вывести, что при каждом дифференцировании по¬ 
рядок малости понижается на единицу, а потому после нескольких шагов 
мы получим в числителе или знаменателе «нулевой порядок малости», т. е. 
конечный предел, не равный нулю, и неопределенности не будет. 

14. Неопределенности вида Правило Лопиталя (43) сохра- 

00 

00 

няется и для неопределенностей вида —, т. е. когда взамен усло¬ 
вия (41) ставится условие 

|ф(^о)|=1^(^о) 1 = 00- 

Доказательство аналогично про¬ 
веденному в п, 13, однако теперь при 
і —линия у = ф(0. х = ф(^) не 
приближается к началу координат, а 
уходит в бесконечность (рис 120). При 
этом согласно условию (42) эта ли¬ 
ния поворачивается так, что угол а, 
который она (т, е. ее касательная) со¬ 
ставляет с осью X, стремится к ао, 
где і§ао = /г. Но тогда путь, пройден- _ 
ный точкой М этой линии вдоль пря- I 
мой Н (см. рис. 120), будет беско¬ 
нечно большой величиной более вы- Рис. 120. 

сокого порядка, чем путь поперек 

этого направления, точнее говоря, ММ' <^ОМ. Значит, при удалении точки 
М на бесконечность ,/ МОМ' —>■ О и поэтому «угол возвышения» р стремит¬ 
ся к ао и мы можем написать те же формулы (44), чем доказательство и 
завершается. 



Приведем несколько важных примеров: 


Іп д; / 00 ^ X 

Ііш —— = — = Ііт —г— 

X-*- со X X -*■ ж кх ^ 




1 


Ііт -4 = ( — ) = Ит 

V Іпа 00 


О (я>1); 


Ііт 

х-> со ^ х-у со 




Таким образом, при стремлении аргумента к бесконечности ло¬ 
гарифмическая функция стремится к бесконечности медленнее, чем 
любая степенная (с положительным показателем степени), а степен¬ 
ная — медленнее, чем любая показательная (с основанием, ббльшим 
единицы). 

К неопределенностям другого вида (см. п. III,5, свойство 6 и 
п. III.15.1) правило Лопиталя применяется после преобразования 
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О 00 г-ч 

их К ВИДУ - 7 Г ИЛИ —. Это можно делать по схеме 

■'О 00 


0.оо = 0І = -§- 


оо 


1 0—0 


0-0 


о 

о 


(это, конечно, условная запись, говорящая только о виде рассматри¬ 
ваемых величин). К степенным неопределенностям можно применять 
правило Лопиталя после их логарифмирования. 


§ б. Формула и ряд Тейлора 

15. Формула Тейлора. В п. 10 мы видели, что замена прира¬ 
щения функции ее дифференциалом дает возможность получить 
многие приближенные формулы. Оказывается, что эти формулы 
можно значительно уточнить, если применить дифференциалы выс- 
щего порядка; об этом и будет говорить формула Тейлора, на¬ 
званная по имени английского математика Б. Тейлора (1685—1731). 

Предположим сначала, что нам дан многочлен Р[х), Обычно он 
считается разложенным по степеням л;, но его без труда можно 
разложить и по степеням х —а, где а — какое угодно число. 

Пусть, например, мы хотим разложить многочлен Р(х) = 5 —Зд: + 2а:* по 
степеням х — 4. Для этого надо в Р {х) подставить х = [4-{-{х — 4)] и затем 
раскрыть квадратные скобки, не раскрывая круглых; 

Р (х) = 5—3 [4-Ь (х — 4)Л-2 [4 + (х—4)]* = 

= 5 — 12—3 (х —4) + 128-1-96 (х —4)-1-24 (х —4)2 + 2 (х —4)» = 

= 121 + 93 (X—4) + 24 (х—4)2 + 2 (х—4)з. 

В общем случае для многочлена степени п можно написать 

Р{х) = ао-\- аі{х—а)-\- а^{х — а)^-\-а^{х — а)^+ ... а„{х~а)'^, 

(45) 

Коэффициенты здесь можно найти так. Положив сначала х — а, 
получим Р{а) — а^. Продифференцируем затем формулу (45): 

Я' {х) = + 2^2 (л: — а) + З^з (л:— а)^ + ... + па^ {х — а)”"!. 

Если здесь положить х — а, получим Р'{а) — аі. Продифференци¬ 
руем еще раз: 

Р {х) = 1*2(22-1-2-3(2з(лг— Сі) {п — 1) па^ (лг—а)”“^; 

отсюда Р" (а) = 1 • 2^2. Далее, аналогично получим Р'" {а) = \ ‘2-Ъа^ 
и т. д., в общем случае Р^^ [а) = к\аі^ (где ^! = 1*2.,. Л), откуда 
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Итак, формулу (45) можно переписать в таком виде: 

Р{х)=^ 

=Р{а) + ^(х-а)-\-^-^(х-а)-‘+...+?^(х~аГ = 

=Р(а)+І^ (46) 

к = 1 

где 2— знак суммирования (см. п. III.6). 

Так, в приведенном примере 

Р'(а:) = -3 + 6д:2, Р"(л:) = 12д:, Р"'(х)=\2. 


Р(4) = 5 — 3.4 + 2-43=121, 


Р'(4) 


1! 


3 + 6-42=93, 


2! 2 ’ 3! “ б 

т. е. получаем те же значения коэф(і)ициентов, что и выше. 

Пример. Положим Р (дг) = (5+л^)", а = 0 и применим формулу (46). 
Тогда 

Р' (х) = п (5+дг)'^~і; 

Р'(д:) = п(п-1)(5 + л:)«-2; 


р('0 (х) = п(п—1) 


1 


и потому по формуле (46) 


(5 + д:)« = 5” + ~ 5”- 


П{П — 1) 


2 ! 


ід:2 + ..., 


п {п — 1) ... 2-1 

_ 


Таким образом, мы получаем явное выражение для биномиальных коэффи^ 
циентов, о которых мы упоминали в п. 11. 

Если теперь вместо многочлена Р{х) взять произвольную функ¬ 
цию /(л:), то формула (46) уже не будет справедлива; но если обо¬ 
значить отличие левой части формулы (46) от правой через (лг) 
{остаточный член), то можно написать 

/(д;)=/(а)+^ (х—а) + ^-^(х—а)^+... 

•■■ + ’-^{х-а)’’ + Я^х). (47) 


Это и есть формула Тейлора. Существенно, что в ней прах—у а 
остаточный член имеет по крайней мере (л + 1)-Й порядок малости 
по сравнению с х — а, т. е. более высокий порядок, чем последний 
из выписанных «точных» членов в формуле (47). Для доказательства 
этого положим для простоты, что, например, л=2, т. е. 

/ (х)=/(а) + ф (д;_ а) + ш (х-а)^ + К^,х). 
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Выражая отсюда Я^іх) и применяя правило Лопиталя (п. 13), 
получим 


/?2 (х) 


Па), 


Ііт , ., 


Ит 


Пх) — ! («) — Г («) (х—а) — (х—а) 


{х—а)^ 

Ііт (X- а) _ / о ^ 


3(і-а)« ѴО 

= ишО№-> = т = ип.^=0^ (48) 


д г.2(х—а) 


іП > 

і±і =^ 

3! 3! 

(конечный предел). 


Отсюда (см. п. III. 10) и вытекает наше утверждение о порядке 
малости /?2 (•^)» 3 аналогично—и /?„(Аг). 

Если обозначить лг = а 4-й, то, обрывая формулу (47) все дальше 
и дальше, получим все более точные (при малых }й|) формулы: 

/(а4-Л)«/(а)4-/'(«)й (49) 


с точностью до величины порядка (это — формула (27)); 

/(а + А)«/(а)+/'(а)А + 4^А» (50) 


С точностью до величины порядка А^, 

/(а+Л)я:!/(а) + /'(а)А + 4 ^*А" + ^ 4 ^Аз (5,) 


с точностью до величины порядка А* и т. д. 

Многочлены (относительно Н=х —а), стоящие в правых частях, назы¬ 
ваются многочленами Тейлора. Они дают в некотором смысле наилучшее при¬ 
ближенное выражение функции ^ (х) в виде многочлена данной степени вблизи 
значения х=а. Именно, среди всех многочленов этой степени многочлен Тей¬ 
лора отличается от / (х) на величину наивысшего порядка малости при х —>- о. 
Например, если в правой части формулы (50) изменить хотя бы один коэффи¬ 
циент, то отличие будет уже в величинах 0, 1 или 2-го порядка малости, а 
не 3-го, как для многочлена Тейлора. 


16. Ряд Тейлора. Так как ошибки формул (49), (50), (51) и т, д. 
становятся все более высокого порядка малости, то естественно 
предположить, что при малых (А { можно перейти к пределу и по¬ 
лучить точное представление /{а-\-Н) в виде суммы бесконечного 
ряда (см. п. III,6) 


/(а + А)=/(а) + Шл + ОЙла+... 


(ч) 

п\ 


А" 4-... 


...=/(«)+(52) 

И=1 

Этот ряд называется рядом Тейлора; он был впервые получен 
Б. Тейлором в 1715 г. В § 3 гл. XVII, где будут систематически 
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изучаться такие ряды, мы увидим, что это предположение оправды¬ 
вается; в частности, тогда будет выяснен вопрос, для каких именно к 
в принципе можно пользоваться формулой (52). Оказывается, что 
это можно делать всегда, если ряд «практически сходится» в том 
смысле, как это описано в конце п. III.6 (однако при этом функция, 
разлагаемая в ряд Тейлора, не должна задаваться различными фор¬ 
мулами на разных участках изменения аргумента, см, п. 1.13). На 
основании этого мы будем применять ряды Тейлора уже сейчас. 
Формулу (52) можно переписать в виде {а-\-Н = х, Н = х — а)'. 

/(Аг)=/(а) + і^(л:-а)+і^(л;-а)»+... (53) 

{разложение по степеням х — а). В частности, если а = 0, получим 
разложение по степеням х 

которое иногда исторически неправильно называется «рядом Макло^ 
рена» по имени шотландского математика К. Маклбрена (1698—1746), 
Пусть, например /іх) = е^. Тогда /' (л:) = е^, /" (л:) = ... , 

/( 0 ) = 1 , /'( 0 ) = 1 , /"( 0 ) = 1 ,... 

и применение формулы (54) дает 

(55) 

Вычислим число е с точностью до 0,001. Для этого положим л:=1 
и подсчитаем члены один за другим с одним лишним знаком: 

е= 1,0000+ 1,0000 + 0,5000 + 0,1667 + 0,0417 + 0,0083 + 

+ 0 , 0014 + 0,0002 + 0 , 0000 . 

Здесь каждый следующий член получается из предыдущего делением 
на очередное целое число. Как видим, члены ряда обнаруживают 
явную тенденцию к быстрому убыванию, причем выходят за рамки 
принятой степени точности. Складывая и округляя, получим е = 2,718. 
Аналогично (55) можно получить формулы, вывести которые мы 


предоставим читателю: 

со5л:=1-| + |^-|+...; (56) 

8Іпл: = л:-|^ + ^-^+...; (57) 

с1іл:=1+|^+|^ + |^+...; (58) 

8Ііл: = л: + |^ + |^ + |^ + ...; (59) 

(1+л:)^=1+ (і)-^+(2)-^^ + (зУ+--* 
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(при любом а), где биномиальные коэффициенты ^ ^ ^ опре¬ 


деляются по формуле 
а(а— 1 ) ... (а—й+1) . 




__ а (а —1) 

Г2 


к\ 


1п (1 +а:) —X -^ + - 5 -—• • 


к ) 


(61) 


Ряд Тейлора можно переписать в другом виде, если обозна¬ 
чить X — а = 1^х\ /{х) —/(й!) = Л/; /' {сі){х — а) =/'(а) Ла: = й?/; 
{а){х — а)^ —{а) {Ь.х)^ —й^/ (см. п. 12) и т. д. Получим из (53) 




(62) 


Обрывая эту формулу, получим все более и более точные (при ма¬ 
лых Лаг) формулы: Д/»й/ с точностью до величины порядка (Д,ѵ)2; 

А/ с точностью до величины порядка (Да:)^ и т. д. 


§ 6. Интервалы монотонности и экстремум 

17. Знак производной. Пусть рассматривается функция у—/{х)\ 
е этом пункте мы будем предполагать, что как она сама, так и ее 

производная не имеют 
разрывов. Примерный гра¬ 
фик этой функции по¬ 
казан на рис. 121. Так 
как у' =і^а (см. п. 3), 
то функция возрастает 
в каждом интервале, в 
котором ее производная 
положительна, и убывает 
в каждом интервале, в 
котором ее производная 
отрицательна. Другими 
словами, если скорость 
изменения какой-либо ве¬ 
личины положительна, то 
эта величина возрастает, а если скорость отрицательна, то величина 
убывает. 

Так как производная, переходя непрерывно от положительных 
значений к отрицательным, должна пройти через нулевое значение, 
то в точках, в которых интервал возрастания сменяется интервалом 
убывания, будет у'=0. Точки х, в которых /'(а:) = 0, называются 
стационарными точками функции /: в них мгновенная скорость из¬ 
менения функции равна нулю, т, е. это как бы точки мгновенного 
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покоя. На рис. 121 имеются три стационарные точки: а, Ь и с. 
Соответствующие значения функции называются ее стационарными, 
значениями. 

Из сказанного следует, что для нахождения интервалов монотон¬ 
ности функции /{х) надо на ось х нанести все стационарные точки 
этой функции, после чего проверить знак/' на каждом из интервалов 
между соседними стационарными точками. Интервалы, на которых 
/' > О, будут интервалами возрастания, а интервалы, на которых 
/' <С О, будут интервалами убывания функции /. При этом если на 
двух соседних интервалах знак/' одинаков, то они составляют единый 
интервал монотонности; так, 
на рис. 121 интервалы III и IV 
составляют единый интервал 
возрастания функции /(х). 

Очевидно также, что ин~ 
тервалами постоянства функ~ 
ции / служат те и только 
те интервалы, на которых 
/'(х) = 0, так как на этих 
интервалах функция/не может 
ни возрастать, ни убывать. 

18. Точки экстремума. 

Если при некотором х~х^ 
значение / [Х^) больше всех Рис. 122. 

«соседнихъ значений функции 

(т. е. значений /(л:) при х, достаточно близких к то точка 
х = Хо называется точкой максимума функции /, а значение 
Г{Х,) — ее максимальным значением. Аналогично определяются точка 
минимума и минимальное значение функции. Так, на рис. 121 функ¬ 
ция имеет точку максимума прих=аи точку минимума при х = Ь, 
В других примерах функция может иметь другое количество точек 
максимума и минимума, причем у непрерывной функции они обяза¬ 
тельно чередуются. Так, на рис. 122 функция имеет три точки 
максимума и две — минимума; на рис. 46 тех и других бесконечное 
число, а на рис. 44 их совсем нет. 

Как максимум, так и минимум объединяются словом «экстрёмум» 
от латинского ехігетиз, что значит «крайний». Из п. 17 следует, 
что точками экстремума служат точки, при переходе через которые 
производная сменяет знак. Более определенно: если при переходе х 
через точку х = а в положительном направлении знак /' (х) сменяется 
с + на —, то прих=а функция / имеет максимум, так как при 
этом переходе функция / сменяет возрастание на убывание (см. 
рис. 121). Аналогично при переходе через точку минимума произ¬ 
водная сменяет знак с — «а +. 

Из п. 17 следует также, что в указанных там предположениях 
все точки экстремума функции будут ее стационарными точками. Этот 
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необходимый признак экстремума получил, по существу, уже Фер¬ 
ма. Как видно из рис. 121, признак не является достаточным, т. е. 
стационарная точка может и не быть точкой экстремума. 

Достаточными признаками пользуются реже, чем необходимым, 
так как во многих конкретных задачах часто бывает заранее ясно, что 
экстремум должен быть, и даже примерно, где он будет, только 
точное его значение неизвестно. Если при этом необходимый признак 
даст лишь одну возможную точку, то, значит, там и будет экстремум. 
Если экстремумов несколько, то их можно находить одновременно 
с отысканием интервалов монотонности, как об этом говорилось вп. 17. 

Так как вблизи стационарной точки значения функции меняются весьма 
медленно, то из признака Ферма вытекает, что если точка экстремума найдена 
с некоторой погрешностью, то погрешность в соответствующем экстремальном 
значении будет высшего порядка малости. Поэтому выгодно, если только это 
возможно, приводить задачу о нахождении той или иной величины к задаче 
о нахождении экстремального или просто стационарного значения некоторой 
функции. Тогда даже грубое отыскание точки экстремума даст хороший окон¬ 
чательный результат. 

Условия экстремума можно получить также с помощью формулы 
Тейлора (см. п. 15). Будем исследовать точку х = а для функции 
/(л:). Тогда из формулы (49) видим, что если /'(а)^0, то экстре¬ 
мума при д: = а нет, так как, меняя знак у/г, мы изменим знак и у 
/’{а)Н, т. е. у разности —/(а) (ибо величины порядка 

при малых Н ничтожны по сравнению с величиной /' {а)Н). 

Если /'(а) = 0, то из формулы (50) аналогичным 

образом находим, что экстремум при х=а будет: минимум, если 
/"(а)>-0 (тогда /(а + /і)> /{а) при малых І/?!), и максимум, если 
/"(«)<С0. Если /'(а) = 0, /"(а) = 0, /'"(а):7^0, то из формулы 

(51) следует, что экстремума при л: = о 
не будет; если /'(а!) = 0, /"(а)=0, 
— /‘Ѵ(а):^0, то экстремум 

будет и т. д. 

19. Наибольшее и наименьшее 
значения функции. Пусть, как и вы¬ 
ше, функция /(л:) непрерывна вместе 
со своей производной на некотором 
замкнутом интервале а^х^Ь и тре¬ 
буется найти на нем наибольшее и наименьшее значения этой функ¬ 
ции. Тогда наряду с рассмотренными в п. 18 внутренними экстре¬ 
мумами надо принять во внимание также краевые экстремумы: так, 
на рис. 123 функция имеет краевой минимум при х = а и краевой 
максимум при л: = Снаряду с двумя внутренними экстремумами. Конеч¬ 
но, в точках краевого экстремума производная не обязана равняться 
нулю. 

Далее, надо иметь в виду, что в п. 18 рассматривались до/сйдьньіе 
(местные, от латинского Іосиэ — место) экстремумы, а здесь нас инте¬ 
ресуют тотальные (от латинского іоіаііз — всеобъемлющий) максимум 
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и минимум. Поэтому для нахождения наибольшего значения функции 
на интервале надо найти все ее внутренние и концевые 

максимумы на этом интервале, а затем сравнить между собой все 
соответствующие максимальные значения: наибольший из максимумов 
и даст наибольшее значение функции. Аналогично находится наи¬ 
меньшее значение функции на замкнутом интервале. Для упрощения 
работы можно просто сравнить все стационарные и краевые значения 
функции: наибольшее из них даст тотальный максимум, а наимень¬ 
шее— тотальный минимум. 

Если функция 1{х) непрерывная, но I' может иметь разрывы, то смена 
возрастания на ее убывание может происходить не только в точках, где 
= О, но и в точках, где I' имеет разрыв. Для нахождения интервалов мо-. 
нотонности функции I, т. е. для выяснения 
знака I/, надо поступать аналогично тому, 
как в п. 111.15 выяснялся знак /. Если 
при переходе через некоторое значение 
х = а производная I'(х) меняет знак, пре¬ 
терпевая разрыв, то при значении х = а 
функция / (х) имеет острый экстремум 
(см, острый минимум на рис. 35 и острые 
максимумы на рис. 106). Вблизи острого 
экстремума функция /, конечно, уже не 
будет медленно меняющейся, как вблизи 
стационарных экстремумов, рассмотренных 
в п. 18. 

Итак, полная формулировка необходи- Рис. 124. 

мого условия экстремума для непрерывной 

функции такова; в точке экстремума производная обращается в нуль или 
терпит разрыв. 

Естественно, что для точек острого экстремума условия, основанные 
на применении формулы Тейлора, отпадают; остается условие, основанное 
на перемене знака производной. 

Если сама функция / (х) имеет разрывы, то точки разрыва могут служить 
концами интервалов монотонности этой функции, даже если по обе стороны 
от точки разрыва имеет одинаковый знак. Так, на рис. 124 всюду при 
X ф а будет у' > 0 и в то же время имеются два интервала возрастания /; 
— со < X < а иа<х<оо, которые нельзя объединить в один. Поэтому при 
нахождении интервалов монотонности на ось х надо нанести также все точки 
разрыва функции. 

При нахождении наибольшего значения функции, имеющей разрывы, надо 
иметь в виду, что такая функция может получиться неограниченной сверху 
и тогда наибольшего значения, конечно, не будет. То же осложнение может 
возникнуть при рассмотрении функции, даже непрерывной, но на бесконечном 
интервале. 

Но даже если такая ограниченность и будет, то о достижении наиболь¬ 
шего значения при наличии точек разрыва или в случае неограниченности 
интервала часто можно говорить только в предельном смысле. Так, на рис. 124 
наибольшим значением является /(а — 0), причем малейший переход через 
точку а приводит к резкому уменьшению этого значения, которое, таким об¬ 
разом, является «неустойчивым». В этом случае предпочитают говорить не 
о наибольшем значении, а о «.верхней границе» значений функции, понимая 
под этим термином наибольшее из всех значений функции и из всех ее пре¬ 
делов. 
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Пример 1. Пусть функция і/ = /(х) = (1-{-х^)/(1-і~х^) рассматривается 
на всей оси х. Точек разрыва ни она, ни ее производная 

, 2х(1+х^)—4x^(1 -і-х^) ^ 1—2x2—X* 


не имеют, и поэтому для нахождения интервалов монотонности надо прирав¬ 
нять у'=0, что даст уравнение х(\ — 2x2 —д:4) = 0, т. е. 

л;і=0; л:4 + 2ж2 —1 = 0; (л:2)2 4-2л:2—1 = 0; х2 = —1±У2\ 
годится только +. т. е. 

х2=Ѵ^-Ѵ, л:2,з=± к/ 2-1 = ± 0,644 


(рис. 125). Таким образом, ось х разбивается на четыре интервала. Подста¬ 
новка в у' значений х = —10; —0,1; 0,1; 10 из этих интервалов дает соот¬ 
ветственно знаки +, —, +, —. Значит, эти интервалы последовательно 
являются интервалами возрастания, убывания, возрастания и убывания. 
При х = х^, Ха функция имеет максимумы, а при х = Хі —минимум. Макси¬ 
мальные значения 


-1 


0 

; 

- -п 

Хд 


Хд 

X 

и'г + 

- 

+ 




ІІХ2) = !ЛХз) = 


\ + {Ѵ 2-1) 


1 + (/ 2 - 

V 2 


.1)=^_ 

V 2+1 


Рис. 125. 


4—2 V 2 


= 1,207, 


а минимальное значение ^(■^ 1 )=^* 

Кроме того, «концевые» предельные значения ^ (оо) = )5 (4- оо) = 0, так как 
при X — і 00 в числителе у /(х) получается бесконечно большая величина 
второго порядка в сравнении с х, а в знаменателе—четвертого. Значит, наи¬ 
большее значение 1,207 функции достигается при х=± 0,644, а наименьшее 
значение нуль—только в пределе при х—*■ ± со. Примерный график функции 
показан на рис. 126. 



Пример 2. Пусть из квадратного листа жести со стороной а требуется 
выкроить коробку наибольшей вместимости. (См. рис. 127; линии сгиба про¬ 
ведены пунктиром, а линии разреза—сплошные.) Ясно, что какое-то решение 
этой задачи имеется, но неясно, где проводить разрез (т. е. каково х) и какой 
получится объем. Если сначала принять х каким-то неопределенным, то объем 

1/=(а—2х)2х, причем по смыслу задачи х должен быть между О и При¬ 
менение необходимого признака экстремума дает 
(IV 

^=2(а—2х) (—2)х+(а —2х)21=(а—2х)(а—6х) = 0, 
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о куда л:і = а/2, Х 2 = сіІ6. По смыслу задачи подходит только х = а/6, т. е. 
там и будет максимум. Максимальный объем 


V 


тах — 




Пример 3. Рассмотрим задачу о преломлении света на границе раз¬ 
дела двух однородных (т. е. одинаковых во всех сроих точках) изотропных 
(т. е. одинаковых во всех направлениях) сред. Предположим сначала, что 
граница раздела плоская; проведем через луч света плоскость (рис. 128) и 



Рис. 127. Рис. 128. 

о,— скорость света в первой 
среде; Ог —скорость света во 
второй среде; тт —граница 
раздела сред, 


выберем на луче точки и Лз- Воспользуемся, далее, принципом Фермй 
в оптике, который гласит; из всех возможных путей, идущих из Лі в А^, 
луч света выбирает такой, который он проходит за минимальное время. По¬ 
этому точка М при заданных Л^ и Лз должна быть расположена так, чтобы 


І — ^2 — 


и , І2 V ПІ+х^ , V н1 + {а-ху 

Т ,—г —=---1--- 


было минимально возможным. Применяя необходимое условие минимума, по¬ 
лучим 

/1І V г» _ V 

:= 0 , 


йі 

йх 


ѴіѴ Ѵ2Ѵ — х}^ 


откуда 


X а—X 5Іпаі_л: _а —х Ѵі 

ІіѴі~ / 3 У 3 ’ 5Іпаз““/і' /з ~ Ѵ2 ‘ 


Итак, получаем закон преломления: отношение синуса угла падения 
к синусу угла преломления есть величина постоянная, равная отношению 
скоростей света в обеих средах. Если теперь поверхность раздела не плоская, 
то так как закон преломления зависит лишь от ситуации в бесконечной бли¬ 
зости от точки преломления, а в такой близости поверхность раздела можно 
считать плоской, то и в этом случае закон преломления остается тем же. 

Таким образом, мы видим, что закон физики удалось с помощью реиіе~ 
ния задачи на экстремум вывести из общего физического принципа, имею¬ 
щего экстремальный характер, т. е. утверждающего экстремальное значение 
определенной величины в реальных условиях. 

Более подробное исследование показывает, что в принципе Ферма, как и 
в ряде других аналогичных принципов, существенна не минимальность и даже 
не экстремальность времени прохождения светом пути, а стационарность этого 
времени. В такой форме этот принцип можно вывести из волновой теории 
света. 




148 ПРОИЗВОДНЫЕ, ДИФФЕРЕНЦИАЛЫ [гл. IV 

§ 7. Построение графиков 

Дифференциальное исчисление дает общий метод выявления ин¬ 
дивидуальных особенностей графика заданной функции у—/{х), что 
позволяет строить этот график быстрее и точнее, чем «по точкам», 
как это делалось в п, 1.14. Так, нахождение интервалов монотон¬ 
ности функции и точек ее экстремума, описанное в § 6, существенно 

при этом построении. 
Кроме этого, полезными 
оказываются еще некото¬ 
рые исследования; о них 
мы сейчас будем гово¬ 
рить. 

20. Участки выпук¬ 
лости графика и точки 
перегиба. Пусть график 
таков, как по¬ 
казано на рис. 129. Мы 
видим, что левее точки А 
и правее точки В график 
выпуклый кверху, а меж¬ 
ду Л и В —выпуклый 
книзу (см. п. 1.24), Точки А и В, в которых выпуклость в одну 
сторону сменяется выпуклостью в другую сторону, являются точ¬ 
ками перегиба; в них график пересекает касательную, хотя и под 
нулевым углом. 

Для нахождения участков выпуклости кверху и книзу заметим, 
что на участке выпуклости кверху (например, на рис, 129 при х а) 
с ростом X касательная к графику поворачивается по часовой стрелке, 
т. е. ее угловой коэффициент убывает. Но этот коэффициент равен у' 
и, таким образом, график будет выпуклым кверху и книзу для тех 
интервалов оси лг, для которых у' соответственно убывает или воз¬ 
растает. Эти интервалы находятся с помощью исследования знака у'* 
в точности так же, как в п. 17 интервалы убывания и возрастания у 
находились с помощью исследования знака у'. Итак, график будет 
выпуклым кверху и книзу для тех интервалов оси лг, для которых 
соответственно у" <і0 и у" > 0; точки перегиба получаются при тех 
значениях х, при переходе через которые у" меняет знак, В самой 
же точке перегиба производная у" равна нулю. При этом предпо¬ 
лагается, что у, у' и у" не имеют разрывов. Если такие разрывы 
имеются, то интервалы выпуклости кверху и книзу графика строятся 
после нанесения на ось х всех разрывов, поскольку они также могут 
служить концами названных интервалов. 

21. Асимптоты графика. Асимптоты графика у=/{х) могут 
быть вертикальные (параллельные оси у) и невертикальные (рис. 130). 
Первых может быть сколько угодно, даже бесконечное число (тан- 



Рис. 129. 
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генсоида, рис. 47), и они находятся так: если [і/|— »-оо при х — 

{а конечное), то прямая х=а служит вертикальной асимптотой. 

Невертикальных асимптот не может быть более двух (одной при 
X —оо и одной при X ——оо), и они находятся так: пусть пря¬ 
мая у = кх-\-Ь служит асимптотой графика у=/{х) при х —»-оо. 
Тогда (см. рис. 130) разность 

^ .^асимптоты ^графика РЗВНа 

Ь = {кх-\-Ь)—/(х) 


и стремится 
откуда 


к нулю при X 


X ‘ X 


т. е. 


к = Ііт 


Кроме того, в силу (63) 

/ (л:) — кх = Ь — б — 

т. е. 

Ь= Пт \/{х)-~кх]. 



Каждый из этих двух пределов должен существовать и быть ко¬ 
нечным, в противном случае асимптоты при х —>■ оо нет. Если же 
эти конечные пределы существуют, то и асимптота существует, так 
как из последнего равенства видно, что величина 

[/(д:) — кх] — Ь —>-0, т. е.. /{х) — [кх-\-Ь) —>-0 при х —»-оо. 


22. Общая схема исследования функции и построения ее гра¬ 
фика. Эта схема для функции у=/{х) включает следующее: 

1) Ищутся область определения функции, точки разрыва и нули, 
после чего выясняются интервалы положительности и отрицательно¬ 
сти функции. Выясняется поведение функции при приближении к ее 
точкам разрыва и к концам интервалов, на которых функция опре¬ 
делена (в том числе поведение функции на бесконечности). Нахо¬ 
дятся асимптоты графика. Выясняется, не будет ли функция четной, 
нечетной, периодической и т. п. 

2) Ищутся точки разрыва и нули производной, после чего выяс¬ 
няются интервалы возрастания и убывания функции, точки экстре¬ 
мума и экстремальные значения. Выясняется поведение производной 
при приближении к ее точкам разрыва, к точкам разрыва функ¬ 
ции (если функция в них имеет конечный скачок) и к краям интер¬ 
валов, на которых функция определена (если эти края конечные и 
функция там имеет конечное значение). 

3) Ищутся точки разрыва и нули второй производной, после чего 
выясняются участки выпуклости кверху и книзу графика, а также 
точки перегиба, в которых полезно найти направление касательной. 
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Все найденные точки наносятся на координатную плоскость, после 
чего строится сам график, в поведении которого должны быть пе¬ 
реданы все найденные индивидуальные особенности. Если из них 
поведение графика недостаточно ясно, то надо построить еще не¬ 
сколько точек графика, вычислив значения у для отдельных значе¬ 
ний х\ желательно также, вычислив значения у', найти в этих точках 
направление касательной. 

Приведем в качестве примера исследование графика функции — 2х^. 

В данном случае областью определения служит вся ось —оо < л: < оо; точек 
разрыва нет. Приравнивание у = 0 показывает, что функция имеет два нуля, 
л:^=:0 и л :2 = 2, т. е. получается три интервала знакопостоянства: — оо < л: < О, 
0<л:<2, 2 < X < 00 . Подстановка произвольных значений из этих интер¬ 
валов показывает, что на первом и втором функция отрицательна, а на 
третьем—положительна. Вертикальных асимптот нет. Вычисление неверти¬ 
кальных асимптот, проведенное в соответствии с п. 21, показывает (проверьте!), 
что одна и та же прямая у^х —2/3 является асимптотой графика как при 
X —>- 00 , так и при X —>■— 00 . 

Зл^ ^ Зл^ 4 

Вычислив производную у' = .^ . — = — — , видим, что 

зУ(хВ-2ху з1/(х-2)‘х 

она имеет разрывы (обращается в бесконечность) при л: = 0ил: = 2 и равна 
нулю при л: = 4/3. Получается четыре интервала монотонности: — оо < х < 0; 
4 4 

0<л:<-^; -^<х< 2; 2<х<оо, и подстановка в у' произвольных зна¬ 
чений из этих интервалов показывает, что интервалом убывания служит только 
второй, а остальные служат интервалами возрастания; поэтому третий и чет¬ 
вертый образуют единый интервал возрастания. Таким образом, смена ха¬ 
рактера монотонности происходит при л: = 0 (максимум с максимальным зна¬ 
чением г/==0) и при х = 4/3 (минимум с минимальным значением у — 

-- — 2^4/3 = —1,058). 

Вычислив вторую производную, получим после преобразований 
» 8 

- 3 - - 

9І/{х-2)^х^ 

(проверьте!). Она имеет разрыв там же, где первая производная (при х=:0 
и х = 2), и совсем не имеет нулей. Получаются три участка «одинаковой вы¬ 
пуклости»; — оо<л:<0, 0<л:<2, 2 < х < со. Подстановка показывает, 
что на первом и втором участках выпуклость направлена книзу, а на третьем — 
кверху. Вычислим еще при л: = —1: 

У==-У'3 = -1.44; у'=-з^=1,12; 

3 і/ 9 

при л: = 1: 

у = —и у' = --|- = -0,33; 

при х = 3: 

9=?/‘9 = 2,08; у' = -^=1М 
зѴ 3 

Получающийся график изображен на рис. 131, причем вычисленные его 
точки показаны кружками (проверьте, что на графике переданы все его ин¬ 
дивидуальные особенности). 
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Расположение графика относительно своей асимптоты легко вывести из 
асимптотического разложения рассматриваемой функции, т. е. разложения, 



вытекает из формулы (60): 


»= V '‘=-2*“= К "’('-т) (‘-т 


2 ^ 1/3 


1 + 


+ 


1 

3^3 

2 ! 




=х —т—д-4-члены высшего порядка малости. 
3 \)х 


(64) 


Значит, при больших л: > 0 будет у<х — -^=Уас> ^ при больших х<0 
будет у > Уас- Кроме того, из равенства (64) непосредственно следует, что 


2 

Значит, если бы мы раньше не знали уравнения асимптоты і/==х —мы 

вывели бы его из соотношения (65). Таким образом, мы получили еще один 
метод нахождения асимптоты. 


ГЛАВА V 


ПРИБЛИЖЕННОЕ РЕШЕНИЕ КОНЕЧНЫХ УРАВНЕНИЙ. 
ИНТЕРПОЛЯЦИЯ 


§ 1. Приближенное решение конечных уравнений 

1. Введение. Мы будем рассматривать здесь численное решение 
уравнений вида 

/И = о, (1) 

где /—заданная функция. Такие уравнения могут быть алгебраиче¬ 
скими, если функция / алгебраическая, или трансцендентными в про¬ 
тивном случае; как те, так и другие называются конечными в от¬ 
личие, например, от дифференциальных уравнений. Мы укажем лишь 
несколько наиболее универсальных методов решения уравнений вида 
(1); другие методы читатель может найти в курсах приближенных 
вычислений. 

Численное решение уравнения (1) обычно начинают с нахождения 
грубого, совсем приближенного решения, так называемого нулевого 
приближения. Если решается физическая задача, то это решение 
может быть известно из физического смысла задачи. Можно начать 
с примерного, хотя бы довольно грубого построения графика функ¬ 
ции /. Если при этом обнаружится, что на каком-нибудь интервале 
й, Ь эта функция всюду определена, не имеет точек разрыва и при¬ 
нимает в точках а Ѵі Ъ значения противоположных знаков, то в силу 
свойств непрерывных функций (п. III.14) / должна иметь на этом 
интервале хотя бы один нуль, т. е. уравнение (1) имеет там по 
крайней мере один корень. Если к тому же функция / на этом ин¬ 
тервале монотонна, то такой корень здесь только один, т. е. этот 
корень отделен от остальных. Если обозначить этот, пока неизве¬ 
стный, корень через а, то можно ручаться, что а<а<^. Для 
дальнейшего уточнения значения а применяются различные методы 
(см. п. 2). 

Часто бывает удобнее переписать уравнение (1) в форме ф (х) = гр (х), после 
чего искать пересечение графиков у = и у='ф(л:). При этом левую 
часть уравнения (1) стараются разбить так, чтобы получились хорошо изве¬ 
стные или, во всяком случае, более или менее простые графики; иногда помо¬ 
гает замена неизвестной х. 

Рассмотрим, например, уравнение 


і^ах‘^ — Ьх‘^ = 0, 


(2) 
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где а, Ь —заданные положительные постоянные. Замена ах^ = $ приводит 
к уравнению 

18 5=65 (3) 


Графики левой и правой частей показаны на рис. 132, причем ясно, что нас 
интересуют лишь значения 5^0. Мы видим, что уравнение (3), а с ним и (2), 
имеет бесконечное число решений 8о = 0 < 5і < 5а < причем на графике 
хорошо видна зависимость 
решений от к, т. е. от с и Ь. ІУ 
В частности, видно, что " 

при 6 > 1 на интервале 
л л: 

о < 5 < появляется новое 

2і 

решение (почему?). 

Легко получить асимп¬ 
тотическое выражение для 
решения 5„ уравнения (3), 
пригодное для больших п. 

Пусть для определенности 
6 < 1, Тогда из рис. 132 
получаем искомое выраже- 

ние 8„ — пп +у —«я. '■Дб 

^ о при п —>■ СО] в дру¬ 
гих обозначениях (п. 111.11): 

д Рис. 132. 

5„ = ля-{-у + о (1). Если 

мы хотим уточнить это разложение, то надо его подставить в (3), что даст 
І8 ^ля-}-у-а„^=6 ^ля + |--а„^ 
и после преобразований 

а„ = 6 ^ля + у— 8іпа„. (4) 



С08( 


Отсюда 


81П а„ = ■ 


со8а„ 


(™+|—“-) 


1 

бял' 




а)- 


Если нужно дальнейшее уточнение, то можно, например, в формуле (4) обо¬ 
значить — = і о, а„ = а(і) о, что даст 

#со8а=6 (а==а(0; «(0) = 0), 

после чего написать первые члены разложения а(^) в ряд Маклорена (вида 
(IV.54), но по степеням і). Вычисления, которые мы предоставляем читателю, 
дают 

6я\,4^6я2 Зб^я^У 26ял2'^'** 


* кл^ 2кл ^ кл 
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Применение формулы (IV.60) дает асимптотическое выражение для поло¬ 
жительных решений уравнения (2) при больших п: 




я_1__^_ 

2 клп'^2кпп^ 


~\а 


1/2 


1 + 


1 


2п кл'^п^ 
_ / ля \ 1/2 


1/2 


а ] 




2. Методы проб, хорд и касательных. Метод проб, с которого 
часто начинают, состоит в следующем. Пусть для определенности 
/{а) < о ;/(^)>0. Тогда берут произвольно значение с между а и 
Ь и вычисляют/(с), причем тут существен только знак/{с). Допу¬ 
стим, что получится / (с) > 0. Это значит, что произошел «перелет», 
следовательно, а < а < с. Тогда берут какое-либо значение (I меж¬ 
ду а и с, вычисляют /(^); если / {й) <0, то произошел «недолет», 
т. е. й < а < с, и т. д. При этом значения с, й, ... берутся более 
или менее произвольными, удобными для вычисления; правда, если, 
например, |/(а)| значительно меньше, чем /{Ь), то довольно 

вероятно, что а окажется ближе к а, 
чем к и поэтому с следует взять по¬ 
ближе к а и т. п. 

Метод хорд состоит в том, что в ка¬ 
честве с берется не произвольная точка, 
а (рис. 133) точка пересечения оси х с 
^ хордой графика, проведенной через точ¬ 
ки М[а; /(а)] и Л^[^; Другими 

словами, мы как бы приближенно прини¬ 
маем дугу графика за отрезок прямой, 
т. е. производим линейную интерполяцию, 
что является достаточно обоснованным, 
если интервал а, Ь не слишком велик. Для нахождения точки с 
напишем уравнение хорды ММ [см. уравнение (11.22)]: 

У — Ца) _х—а 



Рис. 133. 


1Ф)—На) Ь—а 


а затем, положив у = 0, найдем соответствующее значение х = с: 


1{а) ф—а) _ ^ф){Ь — а) 

ПЬ)-иа) ^ П6)-И«) 


( 5 ) 


Если необходимо, это построение можно повторить (см. рис. 133). 

В методе касательных (он же называется методом Ньютона) за с 
берется точка пересечения оси х с касательной, проведенной к гра¬ 
фику в одном из концов рассматриваемой дуги. Уравнение касатель- 
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НОЙ, изображенной на рис. 134, имеет вид [см. уравнение (IV.5)] 


{Ь) {х — Ь), 


откуда, полагая у = 0, найдем 

с = Ь 


ПЬ) 

I' {ьу 


( 6 ) 


И здесь построение можно повторить (см. рис. 134). 

Метод Ньютона можно истолковать независимо от его геометрического 
смысла. Обозначим нулевое приближение решения через и разложим ле¬ 
вую часть (1) по степеням х —дсо в силу формулы 
Тейлора (IV.53); мы получим уравнение 

Нхо) + ^—^ (л:—хо) т-Цр(л:—дсо)2 + ...=0. 

Если произвести линеаризацию, т. е. отбросить 
члены выше первого порядка малости, получим 
линеаризованное уравнение (1): 

I ІХо) + 1' {хо){х—Хо) = 0. 

Решение этого линеаризованного уравнения 

V -V 

“ !/{Хо) 

можно принять за первое приближение решения 

уравнения (1); мы приходим к той же формуле (6). Из первого приближе¬ 
ния можно получить второе по формуле 



V -V 

Уіхг) 


(7) 


и т. д. Метод Ньютона всегда приводит к цели, если только нулевое приблж 
жение не лежит слишком далеко от искомого решения. 

Иногда применяется следующий вариант метода Ньютона: знаменатель 
формулы (7), а также формул для дальнейших приближений заменяют на 
У (хц); геометрически это означает, что все наклонные прямые на рис. 134 
проводят параллельно касательной в исходной точке N. Метод в этом варианте 
сходится несколько хуже, но подсчет каждого приближения, естественно, 
упрощается. 

Комбинированный метод основан на том соображении, что если рассмат¬ 
риваемый участок графика не имеет ни изломов, ни точек перегиба, то метод 
хорд и метод касательных дают точки, расположенные по разные стороны от 
искомого корня. Если, например, график расположен, как на рис. 135, то, 
отправляясь от интервала а, Ь, можно построить точку по методу хорд, 
а точку по методу касательных, в результате чего получится новый интер¬ 
вал йі, 6^, на котором лежит искомый корень а. Проделав аналогичное построе¬ 
ние на интервале а^, получим новый интервал Оа» ^ 2 > содержащий искомый 
корень, и т. д. При этом получается двустороннее приближение к этому 
корню, которое обрывается при достижении требуемой точности. 

Рассмотрим, например, уравнение 

д;3_{_д^2_3 = 0, (8) 

коэффициенты которого будем считать совершенно точными. Исследование 
производных показывает (проверьте!), что при —оо <. х <—^ левая часть, 
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которую МЫ обозначим через Цх), возрастает от —оо до —затем при 

- 2 < ж < О убывает до —3 и далее возрастает до оо и имеет единственную 

точку перегиба при х= —Значит, уравнение имеет единственный веще¬ 
ственный и притом положительный корень а. Так как і[(0)= —3. /(1)=—1, 
/(2) = 9 (рис. 136), то 1 < а < 2. 




Согласно методу проб вычисляем /(1,1) = —0,459; / (1,2) = 0,168, т. е. 
1,1 < а < 1,2 (грубая трикидка» корня проводится с помощью метода проб). 
Полагая с=1,1; 6 = 1,2, применяем формулы (5) и ( 6 ) согласно комбинирован¬ 
ному методу; 


= 1 , 2 - 


0,168-0,1 


6і=1,2 


0,168 + 0,459 
0,168 


= 1,173, 


6,72 


= 1,175. 


Таким образом, с точностью до 0,001 можно положить а= 1,174. Если 
эта точность недостаточна, то можно провести дальнейшее вычисление: 
/(1,174)=—0,003628 («недолет»; вычисление с точностью до 10~®); 
/(1,175) = 0,002859. Приняв с= 1,174, 6=1,175, получаем по комбинирован¬ 
ному методу после вычислений с точностью до 10“’: = 1,1745593; 
62 = 1,1745596. Таким образом, с точностью до 0,000001 можно положить 
0 = 1,174559. Как быстро увеличивается степень точности! 

3. Метод итераций. Методы, описанные в п. 2, принадлежат 
к числу итерационных методов (иначе говоря, методов последователь¬ 
ных приближений), в которых некоторый единообразный процесс 
последовательно повторяется [штерируетсяу>, от латинского «итера- 
цио»—повторение), в результате чего получаются все более точные 
приближенные решения. Это единообразие имеет многочисленные 
удобства, в частности, в применении быстродействующих вычисли¬ 
тельных машин. 

В общем виде в применении к уравнению (1) метод итераций 
выглядит так:'уравнение переписывается в равносильной форме: 

дг = ф (АГ). 


(9) 
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Затем выбирается некоторое значение л: = л:о в качестве нулевого 
приближения; желательно, чтобы оно было по возможности ближе 
к искомому решению, если о последнем что-либо известно. После¬ 
дующие приближения вычисляются по формулам = ф (лгц), 
= ф • • • , вообще 

+ і = (^0) 

При этом может быть два случая, 

1) Процесс может сходиться^ т. е. последовательные приближения 
при п—^оо стремятся к некоторому пределу л:; в этом случае, 
переходя в формуле (10) к пределу при л—>-оо, видим, что х~х 
является решением уравнения (9). 

‘2) Процесс может расходиться, т. е. конечного предела построен¬ 
ных «приближений» существовать не будет. Из этого отнюдь не 
следует, что и решения уравнения (9) не существует, просто могло 
оказаться, что процесс итераций выбран неудачно. (Впрочем, и в слу¬ 
чае сходимости бывает, что в пределе получается не то решение, 
около которого мы выбрали лг^, а другое, быть может, даже не 
имеющее физического смысла.) 

Поясним сказанное на простом примере уравнения, которое можно 
решить без всякой «науки», 

= (И) 

С очевидным решением л:=2. Если положить лгц —0 и вычислять 
с точностью до 0,001, то получим = 1,000; лТд = ^ ,500; х^ — \ ,750; 

= 1,875; -= 1,938; лгв = 1,969; -= 1,984; = 1,992; лг^ = 1,996; 

•^10 = ^,998; лгц = 1,999; 'л:і 2 = 2,000; л:із = 2,000, т. е. процесс прак¬ 
тически сошелся. 

Если взамен (И) рассмотреть уравнение 

и принять л:о = 0, то с точностью до 0,001 будет 1,000; 

Хз—1,100; д:з= 1,110; л: 4 —1,111; 1,111, т. е. процесс прак¬ 

тически сошелся уже после четырех итераций. 

Если уравнение (И) разрешить относительно х, стоящего в правой 
части, т. е. переписать в равносильной форме 

л: = 2л: —2, (12) 

и начать с л:з = 0, то мы получим последовательность — —2, 
л^з ——6, лгз = —14 и т. д., т. е. процесс сходиться не будет. Это 
можно было предвидеть, заметив, что из (10) вытекает равенство 

•^п+1 Ф 

т. е. ЛГз— л:і = ф (лгі) — ф (лго); лтд —лГз = ф (лГз) — ф (лг^) и т. д. Если 
значения функции меняются медленнее, чем значения аргумента, 
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точнее, если 

1ф(а:) — ф(л:)|^/г|А: — х\ (А = сопзі: С 1), (14) 

то расстояния между последовательными приближениями будут быстро 
стремиться к нулю и процесс итераций сходится, притом тем быстрее, 
чем меньше к. Неравенство (14) должно выполняться для всех х, х 
либо, во всяком случае, вблизи искомого корня х уравнения (9). 
В п. 4 будет показано, что неравенство (14) выполняется, если 
|ф'(л:)|<А. 

Мы видим, что уравнения (И) и (12) полностью равносильны, но порож¬ 
дают различные итерационные процессы. И в других случаях уравнение (1) 
можно переписать в форме (9) многими способами, каждый из которых по¬ 
рождает свой итерационный процесс, причем одни из этих процессов могут 
оказаться быстро сходящимися и потому наиболее удобными, другие—медленно 
сходящимися, а третьи—даже вовсе расходящимися. В частности, легко про¬ 
верить, что если уравнение (1) записать в виде 


{Ь — 

ІЛЬ)-Пх) 


то, если 
уравнение 


начинать с Х(,~а [см. формулу (5)], получится метод хорд, а если 
(1) записать в виде 


Нх) 

І' <х) ’ 


(15) 


то получится метод касательных. 

В более сложных примерах, чем были разобраны выше, чаще всего не 
проводят теоретического доказательства сходимости процесса итераций, а про¬ 
сто вычисляют несколько приближений и по их виду делают вывод о схо¬ 
димости или расходимости процесса. Если сочтут, что какое-либо прибли¬ 
жение достаточно мало отличается от 



предыдущего, например, если отличие вы¬ 
ходит за рамки принятой степени точности, 
то процесс итераций обрывают. Во всяком 
случае, это свидетельствует о том, что 
достигнутое приближение удовлетворяет 
уравнению (9) с хорошей точностью,так как 
если і л:„—1 < й, то и [ ф (х„) | < к. 

4. Формула конечных прираще¬ 
нии. Неравенство (14) можно прове¬ 
рить с помощью так называемой фор- 


Рис. 137. мулы конечных приращений, которую 


мы сейчас выведем. Допустим, что 
функция у = (^{х) на интервале а, Ь (включая концы) непрерывна 
вместе со своей производной. Рассмотрим (рис. 137) график этой 
функции на интервале проведем хорду МЛ/”, стягивающую 


его концы, и допустим для определенности, что график хотя бы ча¬ 


стично расположен над этой хордой. 

Проведем тогда выше графика прямую И Л ММ и станем ее не¬ 
прерывно опускать, оставляя параллельной ММ. Тогда в некотором 
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положении она коснется графика в точке Р, т. е. на гладкой дуге 
непременно найдется по крайней мере одна точка^ в которой каса¬ 
тельная параллельна хорде, стягивающей эту дугу. Если приравнять 
угловые коэффициенты хорды и касательной, то мы получим 

ф(6)-ф(а) ^^, (с), т. е. ф(г>) —ф(а) = ф'(с) (6 —а), (16) 


где с —некоторая точка между а и Ь. Формула (16) называется 
формулой конечных приращений (так как расстояние а от Ь может 
не быть малым) или теоремой Лагранжа по имени выдаюіцегося 
французского математика и механика Ж. Лагранжа (1736—1813). 
Отметим, что значение с, фигурирующее в формуле (16), для данной 
функции и данного интервала а, Ь никак не является произвольным, 
хотя для с может получиться несколько пригодных значений. Напри¬ 
мер, для рис. 137 в формуле (16) вместо с можно взять с*, так 
как в точке Р* касательная также параллельна хорде ММ. При приме¬ 
нении формулы (16) значение с обычно неизвестно, однако о с часто 
достаточно знать, что оно находится где-то между а и Ь. 

Например, пусть дано, что на некотором интервале |ф'(л:)|^^. 
Тогда, применяя формулу (16) к любым двум точкам л: и лг этого 
интервала, увидим, что для них )/(л:)—/(л:)|^Л|л:— х\ [см. фор¬ 
мулу (14)]. 


Из формул (13) и (16) вытекает также, что если, последовательные при¬ 
ближения находятся недалеко от точного решения х, так что ф' (х) меняется 
мало, то процесс итераций сходится примерно со скоростью геометрической 
прогрессии со знаменателем ф' (х). Если бы разности между последовательными 
приближениями образовывали точно геометрическую прогрессию, как в при¬ 
мере (11), то ее первый член а — х^ —Хо, а знаменатель д = ^——. Поэтому 

Хі Хо 

сумма всей прогрессии, т. е. х — хо, равнялась бы 


откуда 


а Хі— Хр (Хі— Хо )2 

1 — д ^ Хд— Хі 2Хі— Хо—Ха’ 
Хі— Хо 

х = х ] (^1 — ХІ—ХрХ^ 

^‘2хі — Хо—Ха 2хі —Хо—Ха 


(17) 


В более сложных примерах последовательные разности лишь напоминают 
геометрическую прогрессию. Тогда формула (17) не дает точного решения, 
но дает возможность «перескочить» через несколько приближений и получить 
приближенное значение решения, от которого можно вновь начать итерации. 

Особую роль играет итерационный процесс Ньютона. В самом деле, проэ 
изводная от правой части (15), т. е. 

ПЫІІ.Ж 

г’ 


1 
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обращается в нуль при х = х, так как /(л:) = 0. Значит, в силу предыдущего 
метод Ньютона сходится быстрее геометрической прогрессии с любым зна¬ 
менателем. Скорость этой сходимости легко установить на следующем про¬ 
стом ТИПИЧНОМ примере. Пусть рассматриваются приближения по способу 
Ньютона к нулевому корню уравнения х-{-х^ = 0. Эти приближения связаны 
друг с другом соотношением 


— у 

Хп+1-^п і^2х„ 1+2л:„ 


4. 


Для оценки скорости сходимости заменим это приближенное равенство на 
точное; тогда последовательно получим л:і = дсо, Х 2 = х1 = хо, л:з = дс 2 ==дсо и т. д., 
вообще х,^=х^ , При 1 дсо I < 1 правая часть с увеличением п стремится к нулю 
быстрее любой экспоненты. 

5. Метод малого параметра. Метод малого параметра, он же метод 
возмуШівний, как и метод итераций, представляет собой один из наиболее 
универсальных методов в математике и заключается в следующем. Пусть 
формулировка некоторой задачи, помимо основных неизвестных величин, 
содержит некоторый параметр а, причем эта задача при каком-то значении 
а = ао может быть более или менее легко решена {невозмущенное решение). 
Тогда решение задачи при а, близких к Оц {возмущенное решение), во многих 
случаях можно получить разложенным по степеням а—Оц с той или иной 
степенью точности, подобно формулам (IV.49), (1Ѵ.50), (1Ѵ.51) и т. д. При 
этом первый член разложения, не содержащий а—Цц, получается при а = ао, 
т. е. дает невозмущенное решение. Дальнейшие же члены дают поправки на 
<'возмущение» решения; эти поправки имеют первый, второй и т. д. порядки 
малости (по сравнению с а—Оц). Эти члены обычно находятся по методу 
неопределенных коэффициентов, т. е. коэффициенты при (а—ад), (а—«о)^ 
и т. д. обозначаются какими-то буквами, которые находятся затем из условий 
задачи. Этот метод дает хороший результат только при а, близких к «д. при 
этом чем [а—ад | меньше, тем меньше членов разложения нужно вычислять; 
так как часто принимают ад = 0, то отсюда и происходит название метода. 
Сколько именно брать членов, можно определять так, как описано в конце 
п. III. 6. Следует иметь также в виду, что при больших |а —Од | метод может 
привести к принципиальным ошибкам, так как может получиться, что отбра¬ 
сываемые члены более существенны, чем оставляемые. 

Таким образом, метод малого параметра дает возможность, исходя из 
решения некоторых «узловых» задач, получить решение задач, формулировка 
которых близка к этим узловым, если, конечно, изменение формулировки 
не влечет за собой принципиального, качественного изменения решения. 
Во многих задачах уже вид первого члена, содержащего параметр, дает воз¬ 
можность сделать полезные выводы о зависимости решения от параметра при 
его малом изменении. 

Пример. Найдем решение уравнения 

х^ —адс2-|-1=0 (18) 

при малых I а I с точностью до величин поряда а® включительно. Для этого 
заметим, что при а = 0 получается уравнение х^-\-1 =0 с очевидным решением 
дсд——1. Поэтому пишем 

х^— —1-1-йа-{-^а2-1-са^ + члены высшего порядка малости. 

Подставляя это выражение в (18) и выписывая члены только до а®, по¬ 
лучим (проверьте!) 

[—!-{- Заа + 36а®—За®а® — баба® Зса® -{- ] — 

—а(1—2аа —26а®+о®а®)-1-14-члены высшего порядка малости = 0. 
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Отсюда, приравнивая коэффициенты при одинаковых степенях а, получим 
За —1=0, 36—За®-1-2а==0, —баб-{-Зс-}-а®+ 26 — а^ = 0 и последовательно 
1 1 2 

находим а = —, 6 =—р-, с = 57 , т. е. решение уравнения (18) 

О У оі 


а а® 2аЗ 


(19) 


с точностью до величин высшего порядка малости относительно а. 

Тот же результат можно получить, применяя непосредственно формулу 
Тейлора (ІѴ.51) с измененными обозначениями: 


= % + 


йх 

йа 




(ІЧ 

(іа^ 


„““ + ЗГ 


сіЧ 

йа? 


а 


з> 


о 


( 20 ) 


индекс «нуль» указывает на подстановку а = 0. Для этого дифференцируем 
равенство (18) по а, как в п. IV.И; 


3x2 


йх 




+ 3х‘ 


йен. 
й^х 
(кх.^ 
йЧ , 


йх 

- 2 ах - 7 - = о, 
йа 


4х 


йх 

йа. 


• 2 а 


2 йЧ 

-2ах +4 = 0 , 
аа2 


йа.) йа,йа.^~^ ^ йа,^ 




а йЧ йх йЧ йЧ - 

■бх 7-5 —6а-р- — 2ах 7-7 = 0. 

йа^ йа. йа^ оа® 


Подставляя а = 0, х — —1, получим 


6 


3 


йх 

йа 


• 1 = 0 , 


йх \ 
йа)о 

О \йа;о 



йЧ 

йа^ 


+ 3 
о 


г 

+ 3 
о 


йЧ 

йа^ 



+ 4 
о 

йа ) 


[йа/ 

2 

+ 6 


= 0 , 

о 

ѴсІа2; 


= 0 . 

о 


откуда получаем последовательно 

(^\ =і.. (^\ —„А. (^\ _± 

[йа)^~3* [йа^)о~ 9’ [йа^)о~27' 

Отсюда из формулы (20) вытекает разложение (19), дающее хорошую точность 
при малых (а [. 

Метод малого параметра непосредственно связан с методом итераций п. 3. 
что мы продемонстрируем на том же примере (18). Удобно, чтобы невозму¬ 
щенное решение было нулевым; это достигается с помощью подстановки 
= — 1 - 1 -^/, откуда 

— 1 + Зр—Зу2+^рЗ_о^_}_2ау— ау2 + і =0, 

т. е. 

У=-3 а— у ар + р2^_ау2__уЗ, 

Если теперь проводить итерации, начиная от значения бГо = 0 и отбрасывая 
в разложении члены выше третьего порядка малости, то за три шага мы 
придем к требуемому разложению. При этом легко проверить, что в каждом 
приближении можно отбрасывать члены, порядок малости которых выше 
номера приближения. 
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§ 2. Интерполяция 

6. Интерполяционная формула Лагранжа. В п. 1.22 мы позна¬ 
комились с линейной интерполяцией, которая состоит в приближен¬ 
ной замене рассматриваемой функции у=/(х) линейной функцией 
у = ах-\-Ь, совпадающей с /(л;) в некоторых двух точках. Оче¬ 
видно, что если вместо линейной функции использовать многочлен 
л-й степени 

Р (л:) = (л:) = + ... + а^_^х + 

то точность такой замены можно повысить. 

Так как многочлен Р^{х), аппроксимйрующий (приближающий, 
приближенно заменяющий) функцию /{х), содержит л+І парамет¬ 
ров, которыми служат коэффициенты, то при его подборе можно 
поставить п-\-\ условий. Рассмотрим для простоты случай много¬ 
члена второй степени 

Р {х) — Р^ {х) = ах^ -\-Ьх-\-с 

(общий случай разбирается аналогично); при его подборе можно 
поставить три условия. Часто требуют, чтобы этот многочлен сов¬ 
падал с функцией / в некоторых трех заданных точках". 

Р{х,)=/{х,у, Р{х,)=^/(х^у. Р(ДГз)=/(л;з). (21) 

Эти значения также считаются известными. 

Прежде всего ясно, что искомый многочлен может быть только 
один: если бы другой многочлен второй степени ^(л:) удовлетворял 
условиям (21), то разность Р{х) —О (л:) — также многочлен второй 
степени—равнялась бы нулю при х = х^; х^х^', х—х^. Но если 
многочлен второй степени равен нулю в трех точках, то он равен 
нулю тождественно, т. е. все коэффициенты равны нулю (почему?); 
итак, ^(л;) = Я(л;), 

Лагранж предложил искать многочлен Р{х) в форме 
Р(х) =А(х — х^) {х — лгд) В{х — лгі) {х — лгд) + 

-РС(л;-л;і) (л; —лгз), (22) 

где А, В, С — постоянные, пока неизвестные. Ясно, что это — много¬ 
член второй степени. Для выбора постоянных А, В, С восполь¬ 
зуемся условиями (21), заметив, что при подстановке = х^ 
или лгд в правой части формулы (22) остается лишь одно слагае¬ 
мое. Получим 

/ (-^ і ) “ (-^1 (-^1 -^ з )) / ~ ^ ("^2 -^ і ) ("^2 "^ з )» 

/ (-^з) “ ^ (-^3 "^і) ("^з -^з)* 
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Найдя отсюда А, В, Си подставляя их в (22), получим интерпо¬ 
ляционную формулу Лагранжа 


/{X) 


Р2 


{х)=ПХг) 


(дс—лга) (х —Хз) 

{хі — Ха) (Хі Хз) 

(х— Хі) (х — Хз) 

(Ха — Хі) (Ха —Хз) 


Ь/ {х^) 


(х — Хі) (х —Ха) 

(хз— Хі) (Хз—Ха) 


(23) 


При применении этой формулы желательно, чтобы ни одна из раз¬ 
ностей х-^ —-^2»-^1— х^, —лГд не была чрезмерно малой (почему?). 


Взамен (21) можно поставить, например, такие три условия: 

^(^і) = І(^і); (^і) = Г (^і); Р(Х2) = 1{Х2)- 


Тогда многочлен Р (х) вместо (22) можно искать в виде 

Р (х) = Л (х—Ха) (х — 2хі-1-Ха)-1-В (х—х^) (х—Ха) + С (х— Хі)^. 
(Найдите коэффициенты А, В, С\) 


7. Конечные разности и их связь с производными. Прежде 
чем перейти к дальнейшему, рассмотрим одно из важных понятий 
современной математики, понятие конечной разности. Пусть у=/{х); 
тогда при данном Н выражение 


Дл1/=/(-^ + Л) —/{X) 


называется конечной разностью первого порядка {«первой раз¬ 
ностью») функции / с шагом Н, а выражение 


1_ 

к 




^І^х-^Н)-Пх) 

к 


— первой разделенной разностью. Из определения производной 
(п. IV.2) ясно, что при достаточно малом Н будет 

(24) 

точнее, 

у' = Ііт ~ Длі/. 

Л-^о " 

Пусть, например, у = х^. Тогда 

^нУ = (-^ + — х^ = Злг^Л + ЪхН^ + 

-рр ^нУ ~ ^х^ -ф- ЗхН 4- й®, 

Ит \\ѵл(^х^-\-ЪхН-\-Н^) — Ъх^—у\ 

/ Л-УО 

Из очевидных свойств разностей отметим такие: 


+ =^л1/і + ^л 1 / 2 ; ^^^{^У)~С^^^у (С=соп8І). 
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От разности можно взять разность {вторую): 

йіу = 4, (4,!/) = 4,1/ (ж + А) -/ (41 = I/ (Ж + 2А) -/{х + Н)]- 

- [/(д: + А)-/(41 =/(Ж +2А) _ 2/(л: + Л)+/(4- 


Аналогично определяется вторая разделенная разность 



(т =7^ = 


Г(х+Щ ^21 (х + Н)-і-Пх) 


Так как взятие разделенной разности с малым шагом примерно 
равносильно дифференцированию, то вторая разделенная разность 
с малым шагом приближенно равна второй производной, точнее. 


Н-*- о 


АІУ = Нт 

Н-^ ( 


/(л:+2Л)- 


■П (х-\-Н) + !{х) 


(25) 


Так, в предыдущем примере 
АІУ = Дд (Злг^А + ЗлсЛ* + Н^) = 

= 3 (л: + Н)Ч + 3 (лг + А) /г2 -I- А» — Злг^А — ЗлгА^ — А» = блгА^ + бА^; 
Ііт - 7 ^ Д^і/ = Ііт (блг + 6А) = блг = у", 

Н-*- о ^ Н-)~ о 


Аналогично определяются третья разность А^у = Д^ (Д^^) и 
третья разделенная разность -^Аіу, которая в пределе дает третью 
производную у"', и т. д. 

Вычисление этих разностей особенно удобно, если функция за¬ 
дана табличным способом. Для таблицы общего вида (1,2) можно 
написать Ау^ = у^—у^, Ау^=у^—у^, вообще ^Ук=Ук+і — Ук^ 

здесь нижний индекс у Ау^^ означает уже не шаг, который для таб¬ 
лицы зафиксирован, а номер разности. Далее А^у-^^ = Ау^ — Ау-^, 
Д2^2 = Д^з — Д ^2 и "Г* Д- Например, при А = 0,1: 


О 

10,0 

10,1 

10,2 

10,3 

10,4 

10,5 

10,6 

10,7 

у 



1,00860 

1,01284 

1,01703 

1,02119 

1,02531 

1,02938 

\0^Ау 

432 

428 

424 

419 

416 

412 

407 


108Д2^ 


—4 

—5 

—3 

В 

—5 




0 

—1 

2 

— 1 

—1 
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(Приведен отрывок из таблицы логарифмов, причем значения 
разностей умножены на 100 000, чтобы избавиться от десятичных 
нулей.) 

Малость и почти постоянство вторых разностей в приведенном примере 
указывают на плавность хода изменения функции, на отсутствие случайных 
«выпадов» из этого хода. Такая за¬ 
кономерность может проявляться в ^4 
разностях более высокого порядка и 
всегда свидетельствует о «правильно- 

сти» хода изменения функции. Ко- ~ 

нечно, если шаг не мал, а также д ѣ у=і(^) 

вблизи точек разрыва и т. п. раз- ^ 

пости могут и не быть малыми, но 
обычно в них проявляется та или 
иная закономерность. В то же вре- ® 

мя случайные ошибки в составлении / 

таблицы резко проявляются в выс- / 

ших разностях и, таким образом, мо¬ 
гут быть уловлены. Пусть, напри- ^ 

мер, в приведенной таблице вместо. . ^— _ 

1,01284 по ошибке было бы написа- д з: х 

но 1,01294. Тогда четвертая строка 

имела бы вид (проверьте!) —4, -|-6, п„„ іоо 

—25, -[-7, —4, —5, т. е. закономер¬ 
ность, очевидно, нарушена. По этой 

же причине, если таблица получена из эксперимента, проведенного не 
с особенно высокой точностью, то разности выше второго порядка приме¬ 
няются редко; часто ограничиваются даже только первыми разностями. 

Иногда разность —Ци сопоставляют не значению х-^, как выше, 

а значению Х}^-\-~, которое обозначают х ^ и условно называют полу- 
^ к+~ 

г 

целым,, в отличие от «целых» значений х^ (конечно, целыми или полуцелыми 
на самом деле являются номера, а не сами х). Тогда разность называется 

центральной и обозначается б ^ у — Уа+і — Ук- делении ее на шаг /і 

к-і —~ 

получается разделенная центральная разность. Аналогично составляются 

центральные разности второго порядка б®у = б ^у—б ^ у; они опять 

Лч— к - 

2 2 

определены при «целых» значениях аргумента и т. д. 

Из рис. 138 видно, что разделенная центральная разность, равная 
угловому коэффициенту хорды ВС, ближе к производной (к угловому коэф¬ 
фициенту касательной в точке А), чем простая разделенная разность (угло¬ 
вой коэффициент хорды АО). Это легко проверить с помощью ряда 
Тейлора (IV.52): разность 


Рис. 138. 


у{х-\-Н)~~у{х) 


-У' И^-^У" (х)-Ь~у'"1х) + ... 


при малых Н. имеет порядок Н, тогда как разность 


6» ,, 

Н У ~ Н 


■у' {х)~-^у"' (■*^) “Ь (л^)-Ь ... 
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(проверьте!) имеет порядок Л®. (Аналогично находится порядок ошибки 
других приближенных формул при малом шаге.) Итак, приближенные зна¬ 
чения производной лучше определять с помощью центральной разделенной 
разности, чем по формуле (24). В п. 9 будет указан еще более точный 
способ приближенного вычисления производных любого порядка. 

Если разделенные разности при малом шаге близки к соответ¬ 
ствующим производным и во многом им аналогичны, то сами (не¬ 
разделенные) разности близки к соответствующим дифференциалам. 

Например, из формул (25) видим, что == у" + а(1а1<^1, 

т. е. а — бесконечно малая при й —> 0); отсюда 

= у"/г2 + ак^ = у" (Дл:)^ + аН^ ~ й^у + ак^ (1 а/г^ [ к^). 

Значит, при у" ^ о, А^у и й^у различаются на величину высшего 
порядка малости и при к—^0 являются бесконечно малыми экви¬ 
валентными (см. п. III. 8). 

Теория конечных разностей развивалась параллельно с развитием 
основных разделов математического анализа; впервые систематиче¬ 
ское изложение исчисления конечных разностей было дано в 1715 г. 
Тейлором. В настоящее время конечные разности широко приме¬ 
няются в теоретических и прикладных исследованиях, особенно 
в связи с электронными быстродействующими математическими 
машинами. 

8. Интерполяционные формулы Ньютона. Если расстояние к 
между соседними значениями л:, при которых задается функция /, 
является постоянным, то можно пользоваться более удобными фор¬ 
мулами, чем формула (23). Пусть, например, известны значения 

/ (-^і) — Уѵ / (■^2) ~ У2і /{■^з)~Уз> 

где Хі = х^-\-к, Х 2 = х^-\-2к, х^ = х^-\-Зк. Тогда многочлен Р{х), 
принимающий те же значения при указанных значениях л;, будет 
иметь третью степень (см. п. 6). Ньютон предложил искать его 
в виде 

Я (л;) = Л + Бу + Су (5 — /г) -Ь Пз (у — к){8 — 2/г), (26) 

где у—л; — х^. Согласно условию должно быть 

Уо = Я (лго) = Я І5=о = Л; Уі=-Р {х^) = Я = А-\- Вк; 

У2 = Р{х^)=Р\в=2Н=-А + В-2к + С‘2к^-, 

^з = Я(л;з)=ЯІ5=зл = Л + Б-3/г-|-С-3.2/г2ф-Л.3.2/гЗ. 

Составляя разности (п. 7) для левых и правых частей, получим 
Ау^=^Вк] Ауі = Б/г + С.2/г2; Ау^ = Вк-\-С-2-2к?-{-0’г-2к\ 

Вторично составляя разности, а затем и в третий раз, найдем 
Д2уз = С-2/г2; А2у^ = С-2/г2 + Л.3.2/г2; А^у^ = 0-Ъ-2к^. 
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Отсюда находим А^у^-, В = ^; С=^^; 0 = Подстав¬ 

ляя эти значения в (26) и заметив, что вместо можно было 
начинать от любого табличного значения получим формулу 

Ньютона 


/{х)^Р{х) = 
= + 


2 ! Н 



Д {±_ 1 
3! /I V /I 



(27) 


где 8 — х — Х/^. 

Аналогичный вид имеет формула для интерполяционных много¬ 
членов других степеней. Увеличивая эту степень, можно подобно 
п. IV. 16 перейти к бесконечному ряду 


/ {^) —УкЛ- ^Ук~л 


2 ! Н 




8 ^ 


3! 


і)(|-2) + . 


(28) 


причем не выписанные члены содержат соответственно разности 
четвертого, пятого и т. д. порядков и потому имеют четвертый, 
пятый и т. д. порядок малости по сравнению с шагом Н. На прак¬ 
тике эту формулу, конечно, обрывают, доводя ее до места, начиная 
с которого слагаемыми можно пренебречь. Если шаг велик или если 
мы находимся вблизи от конца интервала, на котором задана функ¬ 
ция /{х), то может оказаться, что такого места достичь нельзя: 
тогда и формулой (28) пользоваться нельзя. 

Формулы Ньютона (27) или (28) легко применять, если функция / 
задана таблично, так как в этом случае легко подсчитывать раз¬ 
ности. Особенно часто они применяются в начале таблицы (напри¬ 
мер, если к = 0, x^ — первое табличное значение аргумента, 
а х^<С.х<,х-^. Степень интерполяциЬнного многочлена Р{х) выби¬ 
рают, руководствуясь значениями разностей; например, если третьи 
разности очень малы (как в примере п. 7), то последний член 
в формуле (27) мал и его можно отбросить, т. е. ограничиться 
многочленом второй степени. В формуле (28) можно положить и 
^ = 0, л: < если \х — х^\ невелико, что приведет к экстрапо-. 
ляции таблицы назад. 

Подобно (28) выводится другая формула Ньютона: 


Нх) = Ук+і 


л ^ I 

■^УкТ ^— 


2\ Н\Н V 

^Ук-і1 (1 

н 


3! Н 


(1-0(4-)+ 


(29) 


где — X, которая применяется, в частности, в конце таб¬ 
лицы^ например, если — последнее табличное значение аргу¬ 
мента, а < л; < Эта же формула применяется для экстра¬ 

поляции таблицы вперед. 
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При интерполяции в середине таблицы желательно иметь формулу, исполь¬ 
зующую в равной мере табличные значения функции как впереди, так и по¬ 
зади рассматриваемого значения х. Одной из таких формул служит формула 
Бесселя, которая получается, если взять полусумму правых частей (28) и (Й): 


. ДУй-1+Д^Уй ^ ^ Л I л/5 

2-2! ли Г 3! Н\Н )\Н 



где $=х—Хіг> Эта формула, обладающая высокой точностью, названа по 
имени немецкого астронома Ф. Бесселя (1784 —1846), хотя фактически она 
принадлежит Ньютону. 

Интерполяционные формулы применяются также к задаче обратного ин¬ 
терполирования, которая состоит в отыскании значения аргумента по задан¬ 
ному значению функции. Будем исходить, например, из формулы (27). Приняв 
равенство за точное, эту формулу можно разрешить относительно второго 
слагаемого в правой части, что после деления на даст 


Л ли 2 

Л Дуй 1 Ъ\^уиН\Н Ч\Н 


(31) 


Если задано у, то для нахождения 5 можно применить метод последова¬ 
тельных приближений (п. 3). Для этого в качестве нулевого приближения 

можно положить подставив это значение в правую часть (31), 

\«Уо Дг/А ' 


находим 


и т. д. При малом Л процесс хорошо сходится. 


При интерполяции разрывной функции или функции с разрывной произ¬ 
водной надо иметь в виду, что вблизи точек разрыва качество аппроксимации 
может значительно понизиться, так как интерполяционный многочлен раз¬ 
рывов не имеет. Для имитации разрыва можно значительно сближать узлы 
интерполяции вблизи точек разрыва, но обычно предпочитают проводить 
интерполяцию только на интервалах между точками разрыва. 


9. Численное дифференцирование. Численное дифференцирова¬ 
ние обычно производится, если функция, от которой надо найти 
производную, задана таблично. Это моишо сделать так: согласно мето¬ 
дам пп. 6 или 8 заменить рассматриваемую функцию многочленом, от 
которого и найти производную. Например, из формулы (27) полу¬ 
чается (проверьте!) 


Г' ( ѵ'і ^Ук I ^^Ук ( ^ 

I /I л и 



взяв в формуле (28) больше членов, можно получить более точный 
результат. В частности, полагая х — Х}^ (т. е. 5 = 0), получим 


Пх,) 






Более точная формула имеет вид бесконечного ряда 
/ і^к)— ^ I I 2 3 4 +••*)• 


(32) 
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Подобным образом можно получить формулы для производных 
второго и последующих порядков. Можно воспользоваться и фор¬ 
мулами (29) и (30), а также другими интерполяционными формулами. 

Отметим, в частности, формулу, вытекающую из формулы (30), 

Г + ^Ук) — +Д^Уй-і) + 

+ ^(АѴй-з + АѴй-2)— . . 

В ней последовательные члены имеют первый, третий, пятый и т. д. порядки 
малости и коэффициенты убывают быстрее, чем в ряде (32). 

Если таблица функции получилась в результате эксперимента, то малая 
ошибка в значении функции после деления на малый шаг может привести 
к конечной и даже большой ошибке в значении производной. Еще хуже об¬ 
стоит дело при вычислении производных высших порядков. Поэтому жела¬ 
тельно^ чтобы шаг таблицы был по крайней мере на порядок (т. е., скажем, 
в 10 раз) больше, чем возможная ошибка в значении функции; для вычисле¬ 
ния производной второго порядка шаг должен быть на два порядка больше 
этой ошибки. Из-за этой трудности при дифференцировании эмпирических 
функций часто предпочитают пользоваться не интерполяционными, а другими 
эмпирическими формулами (ср. п. І.ЗО), которые составляются с учетом всех 
опытных данных и являются значительно более устойчивыми относительно 
случайных ошибок эксперимента. 

Интерполяционные формулы и формулы численного дифференци¬ 
рования подробно разбираются в курсах приближенных вычислений. 



ОПРЕДЕЛИТЕЛИ И СИСТЕМЫ ЛИНЕЙНЫХ 
АЛГЕБРАИЧЕСКИХ УРАВНЕНИЙ 


§ 1. Определители 


1. Определение. К понятию определителя мы приходим, рассма¬ 
тривая системы алгебраических уравнений первой степени. Рассмот¬ 
рим сначала систему уравнений 

с неизвестными X и у. Решая ее, что мы предоставим сделать чи¬ 
тателю, получим ответ 

Х = у = (2) 

«1^2 —Мг ' ' 

Выражение — Ь-^а^ называется определителем {детерминантом) 
второго порядка и записывается в виде 

^1 ^1 

^1^2 ^1^2“ /т 

6^2 1/2 


где Вертикальные черточки — знак определителя. С помощью этого 
обозначения формулы (2) можно переписать в виде 


сі^ сі-^ 

_ ^2 ^2 . ,. _ ^2 ^2 

^2 ^2 ^2 ^2 


(4) 


Покажем на примере вычисление определителя; 

О —3 

^ ^ =0.1-(-3)2 = 0 + 6 = 6. 

Аналогичное решение системы уравнений 
а^х-\-Ь^у-\.с^г=^а^, ) 

а2Х-\-Ь^у-\-с^г = а^, \ (5) 

«зЛ^ + ^зУ + Сз2: = ^з і 



§ п 


ОПРЕДЕЛИТЕЛИ 


171 


приводит, взамен (2), к дробям, у которых в знаменателе стоит 

а-^Ь^с^ — — ^і^г^з* {^) 

Это выражение называется определителем третьего порядка и обо¬ 
значается 


«1 

^2 ^2 ^2 
^3 ^3 ^3 


(7) 


Преобразование выражения (6) и применение обозначения (3) приво¬ 
дит к формуле 


1 ^1 
2 ^2 ^2 


(^2 ^3 ^2^3^ 1 ^2^3 ^2^з) ( ^2^3 ^2^3^ 


^2 ^2 
^3 ^3 




^3 ^3 


+ ^1 


^2 ^2 
По 


( 8 ) 


по которой можно вычислять значение определителя. Например, 



1 — 


-1 4- 


— 1 1 

= 1 

2 

1 2 

— 0 

2 

3 2 

+ (-2) 

3 1 


= 1 (і.2 —-І-і)-2(-Ы-1.3)=|- + 8 = 94-, 


По аналогии с формулой (8) определяются детерминанты (опре-ч 
делители) четвертого порядка: 


аі 

^1 

^1 

^1 

а ^ 

^2 

^2 

^2 

СО 

^3 

^3 

^3 

«4 

^4 

^4 

^4 



^2 ^2 ^2 


^2 ^2 ^2 

= «1 

^3 ^3 ^3 

— ^1 

Й3 Сд ^д 


^4 ^4 ^4 


^4 ^4 ^4 


+ 



^2 ^2 ^2 1 


^2 ^2 ^2 

+ Сі 

^3 ^3 ^3 

-^1 

^3 ^3 ^3 


^4 ^4 ^4 


^4 ^4 ^4 


(надо как следует продумать структуру выражения, стоящего в пра¬ 
вой части), пятого порядка и т. д. 

2. Свойства. Мы будем излагать свойства определителей на при¬ 
мере определителей третьего порядка (7), хотя все эти свойства 
справедливы для определителей любого порядка. 

Определитель третьего порядка (7) имеет три строчки (горизон¬ 
тальных ряда), три столбца (вертикальных ряда), девять элементов 
(чисел йі, ^1, Сд). 
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1. Если переставить два параллельных ряда, т. е. две строчки 
или два столбца, то определитель умножится на —1. Например, 

а^ ^2 ^2 - ^2 ^2 ^2 (^) 

^3 ^3 ^3 ^3 ^3 ^3 


(переставили третий и первый столбцы). Это доказывается провер¬ 
кой, т. е. сравнением обеих частей по формуле (8): 


а^ 

^2 ^2 ^2 
С 3 ^3 а^ 


'"■ й. + 




— ^1 (^2^3 ^2^з) Н“ ^1 (^2^3 ^2^з) ^1 {^2^3 “■ ^2^з). 


Если раскрыть скобки, то легко проверить, что получится как 
раз выражение (6), но с переставленными слагаемыми. Этим и дока¬ 
зывается формула (9). 

2. Если определитель имеет два одинаковых ряда, то он равен 
нулю. Например, 

Р= а^ Сз =0 
^2 ^2 ^2 


(здесь одинаковые вторая и третья строчки). Действительно, если 
переставить эти два ряда, то по свойству 1 должно получиться — Р, 
т. е. Р^ — Р, откуда Я—0. 

3* Обиі,ий множитель, содержаш,ийся во всех элементах одного 
ряда, можно юынести за знак определителя. Например, 

а^ кЬ^ 

^2 ^^2 ^2 “ ^ ^2 ^2 ^2 • (^ 9 ) 

П3 кд ^ С3 ^3 ^3 ^3 


Доказывается проверкой, как и свойство 1. 

4. Определитель, имеющий нулевой ряд, равен нулю. Для дока¬ 
зательства достаточно в формуле (10) положить к = 0. 

5. Если все элементы какого-либо ряда, например, второй строки, 
представлены в виде суммы двух слагаемых, то весь определитель 
можно представить в виде суммы двух определителей по формуле 

с^ с^ 

^2 “Ь ^2 ^2 ^2 ^2 ^2 ^2 ^2 ^2 “ 1 “ ^2 ^2 ^2 • 

Пз ^3 Сз а^ Сз а^ с^ 

Доказывается проверкой. 
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6. Если к каждому из элементов какого-нибудь ряда прибавить 
числа, пропорциональные соответствуюи^им элементам какого-нибудь 
другого ряда, параллельного первому, то значение определителя не 
изменится. Действительно, например, 






кс^ Сі 

^2 ^^2 ^2 ^2 

= 

^2 ^2 ^2 


кс^ Сз 

<^3 ~ 1 " ^^3 ^3 ^3 


<^3 ^3 ^3 


кс^ Сз 


«1 


^1 ^1 ^1 


^2 

П ^2 ^2 ^2 

"Ь к 

^2 ^2 

= 

^2 ^2 ^2 

^3 ^3 ^3 


^3 ^3 ^3 


^3 ^3 


(мы последовательно применяли свойства 5, 3 и 2). 

7. Определитель не меняется, если заменить его строки столбцами 
и обратно, т. е. 


С -^ 


а ^ а ^ < 3^3 

^2 ^2 ^2 

~ 

^1 ^2 ^3 

^3 ^3 ^3 


^1 ^2 ^3 


(это называется транспонйрованием определителя). Доказывается 
проверкой. 

3. Разложение определителя по элементам ряда. Нам потре¬ 
буется понятие об алгебраическом дополнении какого-нибудь эле¬ 
мента в определителе. Им называется определитель, полученный из 
данного вычеркиванием строчки и столбца, в которых находится 
данный элемент. Но этот определитель меньшего порядка надо взять 
со знаком + или —, в зависимости от положения данного элемента 
в исходном определителе', для левого верхнего элемента берется 
а для других — в шахматном порядке по схеме 

+ — + 

+ — + 


Мы будем обозначать алгебраические дополнения большими буквами. 
Так, в определителе (7) алгебраическое дополнение элемента а.^ 


равно 


^1 ^1 
^3 ^3 


3 ‘'3 


алгебраическое дополнение С» элемента равно 


и т. д. 


Имеет место следующее свойство определителей, которое дока¬ 
зывается проверкой, как и свойства п. 2: определитель равен сумме 
произведений элементов какого-нибудь из рядов на алгебраические 
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дополнения этих элементов. Например, 


^2 ^2 ^2 — ^ 1^1 + ^ 2^2 “Ь ^ 3^3 ~ 

^3 ^3 ^3 

^2 ^2 

=- О-і 

<2з Сз 




<2і Сі «21 Сі 

^3 

<2з С3 <22 ^2 


Это преобразование называется разложением определителя по эле¬ 
ментам данного ряда (в приведенном примере—по элементам второго 
столбца). 

Все свойства пп. 2 и 3 применяются для вычисления определителей. 
Пусть, например, надо вычислить определитель 

10 2—1 
3 1 0—1 

^^2 1—1 о • 

0 3 2 1 


Для этого можно с помощью применения свойства 6 п. 2 сделать в каком-либо 
из рядов все элементы, кроме одного, равными нулю; тогда, раскладывая 
полученный определитель по элементам этого ряда, мы получим всего лишь 
одно слагаемое, так как в остальных алгебраические дополнения множатся на 
нули. Так, если мы хотим в третьей строчке определителя оставить отличный 
от нуля элемент лишь на втором месте, то надо второй столбец помножить 
на —2 и прибавить к первому, а затем в полученном определителе второй 
столбец прибавить к третьему. Получим 

1 0 2 —1 1 0 2 —1 

11 о -1 _ 111—1 

“ 01—1 0^ 010 о 

—6321 —6351 

(обычно эти две операции выполняются за один шаг). Разлагая по элементам 
третьей строки, получим 

1 2 —1 

І) = _ 1. 11—1. 

-6 5 1 

Здесь можно, например, вычесть вторую строку из первой; получим 

о 1 о 

^ = — 1 1 — 1 . 

-6 5 1 


Если теперь произвести разложение по элементам первой строки, получим 
окончательно 


П = -(-1) 


= 1 . 1 -(- 1 )(- 6 ) = 
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При вычислении определителей (особенно, высокого порядка), элементы 
которых являются приближенными числами, применяется аналогичный метод 
главного элемента-, покажем этот метод на примере. Пусть надо вычислить 
определитель 

— 1,37 2,15 0,76 

0= 2,31 —1,78 —4,32 . 

— 0,86 2,13 3,15 

Численное значение главного, т. е. наибольшего по абсолютной величине эле- 
мента (— 4,32), вынесем из строчки или столбца, в которых стоит этот эле-, 
мент (например, из второй строчки): 

I —1,37 2,15 0,761 


0 = —4,32 


—0,535 0,412 1 


—0,86 2,13 3,15 


Затем умножаем третий столбец на 0,535 (на—0,412) и прибавляем к перз 
вому (ко второму): 

—0,963 1,837 0,76 —0,963 1,837 

П=—4,32 о о 1 =4,32 

0,825 0,832 3,15 0,825 0,832 

Повторим этот прием еще раз: 

^ „ —0,524 1 о 1 

П = 4,32-1,837 , =4,32-1,837 = 

0,825 0,832 1,261 0,832 

= — 4,32 -1,837 -1,261 = — 10,0. 

Основы теории определителей заложены в 1750 г. швейцарским 
математиком Г. Крамером (1704—1752). 


§ 2. Система линейных алгебраических уравнений 

4. Формулы для решения. Мы ограничимся случаем, когда число 
уравнений равно числу неизвестных, и будем считать, как и раньше, 
что рассматривается система трех уравнений — система (5). Если, 
например, мы хотим найти у, то надо умножить первой уравнение (5) 
на алгебраическое дополнение элемента в определителе (7), 
второе уравнение умножить на третье — на после чего полу¬ 

ченные результаты почленно сложить. Получим 

(^1^1 + ^2^2 + ^з^з) ^ + (^1^1 + ^2^2 “1“ ^з^з) у + 

+ (^1^1+ ^2^2 + ^з^з) 2~(1^В-^ й^В^ ^3^3- и 
Однако первая скобка равна 

Сі 

^2 ^2 ^2 • 

^3 ^3 ^3 
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В самом деле, если этот определитель разложить по элементам вто¬ 
рого столбца, то мы получим сумму произведений элементов «і, а^, 
на их алгебраические дополнения, которые в определителе (12) как 
раз таковы, как дополнения элементов Ьх, Ь^, в определителе (7), 
т. е. равны В^. Определитель (12) по свойству 2 п. 2 равен 

нулю. Аналогично равна нулю третья скобка в формуле (11), а пра¬ 
вая часть равна 


^1 ^1 ^1 
Й2 (І2 

% ^3 ^3 


Вторая же скобка согласно п. 3 равна самому определителю (7), 
составленному из коэффициентов при неизвестных. Он называется 
определителем системы (5); мы будем для краткости обозна¬ 
чать его буквой О. Итак, из (И) получим 


Аналогично найдем 


Оу^ 


йі Сх 

^2 С?2 С2 

^3 ^3 ^3 



йх Ьх Сх 


^1 ^1 ^1 

Ох — 

(І2 ^2 ^2 

; Ог^ 

Й2 ^2 ^2 


<^3 ^3 ^3 


аз Ьз сГз 


(13) 


(14) 


Допустим сначала, что О фО. Тогда, как мы покажем в 
конце п. Х.7, рассматриваемая система имеет одно и только одно 
решение. Из (13) и (14) получим формулы для решения 



йх Ьх Сх 


йі йх Сх 


«1 Ьх йх 


6-2 ^2 ^2 


^2 ^2 ^2 


^2 ^2 ^2 


<^3 ^3 ^3 

• 11 - , 

^3 ^3 

^ — 

йз Ьз й^ 


ДД-211 • и — • г = !_2_2 


т. е. каждая из неизвестных равна дроби, у которой в знамена¬ 
теле стоит определитель системы, а в числителе — определитель, 
полученный из определителя системы подстановкой столбца свобод¬ 
ных членов вместо столбца коэффициентов при данной неизвестной. 


Рассмотрим, например, систему уравнений 

дс —22=1, 1 
2а:+ 1 / — 2 = 0, > 

х — 2 4-2 = —2;) 
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пусть нужно найти значение г: 

1 О 1 

2 1 О 
1—2 — 2 
1 0—2 
2 1 — 1 
1-2 1 

Можно вычислить и остальные неизвестные; при этом надо будет подсчи¬ 
тывать только числители, так как в знаменателях будет стоять ^=9. 

Для системы (1) двух уравнений с двумя неизвестными приве¬ 
денное правило Крамера даст как раз формулы (4). 

5. Численное решение. Если коэффициенты уравнения являются 
приближенными числами и, особенно, если число уравнений велико, 
то применение формул п. 4 неудобно. Тогда применяются разнооб- 
разныё методы численного решения, из которых мы осветим два на 
примере системы (5), хотя эти методы, пригодны для систем с любым 
числом уравнений. 

Метод главных элементов Гаусса (К. Гйусс, 1777— 1855, круп¬ 
нейший немецкий математик, внесший фундаментальный вклад также 
в астрономию и геодезию) аналогичен методу вычисления определи¬ 
телей, описанному в конце п. 3. Если дана система (5) с численными 
коэффициентами, то мы смотрим, какой из коэффициентов в левых 
частях будет наибольшим по абсолютному значению. Пусть, напри¬ 
мер, это будет Ъ^. Тогда делим третье уравнение на 63 , что даст 

+ (15) 

(штрихом обозначены новые коэффициенты). Умножим уравнение (15) 
на —(соответственно —/> 2 ) и прибавим к первому (второму) урав¬ 
нению системы. Тогда у исключится и останется система 

а[х-{■ с [2 = (і[, 
а^х -Ь Сдг = 

Теперь мы смотрим, какой из коэффициентов а\, с[, а\, с^ наиболь¬ 
ший по абсолютной величине. Пусть это тогда мы делим на а\ 
первое из уравнений (16), что даст 

х-\-сІ 2 — (і\. (17) 

Умножив это уравнение на —ад и прибавив ко второму уравне¬ 
нию (16), получим уравнение вида 

сІ2 = йІ, (18) 

т. е. и х исключился. Из (18) находим г; подставляя его в (17), 
находим х\ подставляя х и 2 в 15), находим . 



1 ( — 2 + 0)—0 + 1 (—4—1) —2—5 7 

1 (1—2)—о —2( —4—1) —1 + 10 9* 
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Метод итераций (ср. п. V. 3) в применении к системе (5) выгля¬ 
дит так. Система переписывается в виде 

л; = аіЛ; ++ + 'I 

у = I (19) 

2г=азЛ;+Рзд; + 7з2: + бз. ] 

Затем выбираются некоторые значения л; = л;о, у=:у^^ = в каче¬ 

стве нулевого приближения. Эти значения подставляются в правые 
части системы (19), что дает первое приближение лг^, под¬ 

становкой его в правые части (19) находим второе приближение и т. д. 
Вообще (/г+1)-е приближение выражается через /г-е по формулам 

•^« + 1 = + ^іУп + Уі^п + ^ 1 , 

Уп+1 = + РгЛ + У2^п + (20) 

^и+1 == ®+ Р зЗ^и + Ѵз^п "Ь ^3* 

Если процесс сходится, т. е. при л—^-оо последовательные при¬ 
ближения имеют предел, л;„—>-л;; Уп—^Уі переходя 

в формулах (20) к пределу при л—»-оо, видим, что х — х^ У—У, 
2 = 2 образуют решение системы (19). 

Подобно примерам п. V. 3, для системы (19) метод итераций 
сходится тем быстрее, чем меньше абсолютные значения коэффици¬ 
ентов при неизвестных в правых частях системы. Более точные 
признаки сходимости будут даны в п. XVII. 18. 

Система (5) особенно просто разрешима, если она имеет тре¬ 
угольную форму: 

а^х = ^ 1 , ' 

+ =^2, ■ 

йзЛГ + 6зЗ?-Ьсз2:=^з. ^ 

В этом случае из первого уравнения системы сразу находим х\ под¬ 
ставляя его во второе уравнение, находим у, а затем, подставляя 
л; и в третье уравнение, находим 2. Описанный выше метод 
Гаусса—это, по существу, метод приведения общей системы (5) 
к треугольной форме (15), (17), (18). 

Различные полезные указания по поводу численного решения 
систем линейных алгебраических уравнений см. в [3], [17], [47]. 

6. Случай /> = 0. Если определитель системы равен нулю, то, 
как будет показано в п. X. 7, может быть один из двух случаев: 

1. Система несовместна (противоречива), т. е. не имеет ни одного 
решения. Например, такой будет система 

х-\-2у — 2=\, 'і 
2л;—^ = 3, і 
Зл; у —2 = 5, ^ 
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так как, складывая первые два уравнения, мы вступаем в противо¬ 
речие с третьим. 

2. Система имеет бесконечное количество решений] при этом она 
обязательно зависима^ т. е. одно из уравнений является следствием 
остальных. Например, такой будет система 

х-{-2у—г=^\, N 

2д;—;; = 3, I (21) 

Ъх-]гу — г=^А. ] 

Здесь третье уравнение вытекает из первых двух, так как получается 
в результате их сложения. Поэтому третье уравнение можно не при¬ 
нимать во внимание. Чтобы найти общее решение системы, т. е. сово¬ 
купность всех решений, перепишем первые два уравнения в виде 

X-{-2У — \ г, 1 

2х—у=^Ъ, I 

откуда легко найдем л; = — у ~—Здесь г остается 
произвольным; придавая г всевозможные значения, получим совокуп- 

7 

ность всех решений; например, при 2 = 0 получим решение 

у = —, 2=0; при 2 = 3 — решение х==2] у = \', 2 = 3 и т. д. 

(это — «частные решения» системы (21)). 

Приведенные примеры являются типичными. Оказывается, что 
всегда, если определитель системы равен нулю, то между левыми 
частями системы имеется одно или несколько соотношений. Если 
такие же соотношения справедливы для правых частей, то система 
имеет бесконечное количество решений; в противном случае нет ни 
одного решения. 

Все эти случаи можно наглядно показать на системе (1). Как 
известно из п. II. 9, каждое из уравнений (1) определяет на плоско¬ 
сти X, у прямую линию, так что ищется точка пересечения двух 

прямых. Условие можно записать в виде ^ ] легко про- 

верить геометрический смысл этого условия: указанные прямые не 
параллельны, а потому имеют как раз одну точку пересечения. Если 
0 = 0, то прямые параллельны. Тогда может быть два подслучая; 

есш—~~ф~, то прямые не имеют ни одной общей точки, 
Оз &2 

т. е. система (1) противоречива; если то прямые совпа* 

Оз "2 Оз 

дают, уравнения (1) равносильны, т. е. имеется бесконечное коли¬ 
чество решений (целая «прямая решений»). 



180 


СИСТЕМЫ ЛИНЕЙНЫХ АЛГЕБРАИЧЕСКИХ УРАВНЕНИЙ 


[гл. VI 


Такие неприятности при 0 — 0 приводят к практическим затруднениям 
и в случае, если определитель системы отличен от нуля, но очень мал, так 
как тогда решение получаегся с очень невысокой точностью. Поэтому систем 
с таким определителем следует избегать. 

Важным частным случаем является система п линейных однород¬ 
ных (т. е. без свободных членов) уравнений с п неизвестными. 
Например, в случае л = 3 система имеет вид 

а^х-\-Ь^у-\-с^2 = 0\ \ 

а^х-]-Ь^у-\-с^2:^0\ I ( 22 ) 

йзД: + 6зУ + Сз2: = 0. ] 


Такая система, конечно, имеет нулевое {тривиальное, т. е. неинте¬ 
ресное) решение х —у — 2 — 0. Часто бывает важно выяснить, име¬ 
ются ли другие, ненулевые решения. На основании предыдущего 
легко дать ответ на этот вопрос. Если определитель системы Оф^О, 
то в силу п. 4 имеется только одно решение, а значит, ненулевых 
решений нет. Если же 0 = 0, то в силу начала этого пункта система 
имеет бесконечное число ненулевых решений, так как несовместной 
в данном случае она быть не может; эти решения находятся так же, 
как в примере (21). 


Так, отбрасывая в системе (22) для определенности третье уравнение 
и задавая произвольно значение г = і, мы приходим к системе уравнений 


аіХ-\-Ьіу-\-Сіг = 0, ^ 

а^х-]гЬ^у-\-с^г = 0, [■ 

г = і. і 

Решая ее по правилам п. 4, получим, если ее определитель Д?^0, 


х = 


0 

Ьі 

Сі 1 




0 

Ьз 

^2 

І 

Ьх 

Сх 

і 

0 

1 

&2 





— СЛз, 


где обозначено (это — произвольная постоянная). Аналогично получаем 

у = СВ 2 , г = ССд. Если бы мы взамен третьего уравнения изъяли первое, то 
подобным же образом получили бы общее решение системы (22) в виде х = САі, 
у = СВі, г = ССі. 

Иногда приходится рассматривать системы линейных алгебраических урав¬ 
нений, в которых число уравнений не равно числу неизвестных. Общая 
теория таких систем указана в п. XI. 5. 
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ВЕКТОРЫ 


§ 1. Линейные действия над векторами 



1. Скалярные и векторные величины. Скалярные и векторные 
величины различаются следующим образом: первые полностью харак¬ 
теризуются своим численным значением в выбранной системе единиц 
(например, температура, работа, плотность и т. п.), тогда как вто¬ 
рые^ кроме численного значения^ обладают также направлением 
в пространстве (например, сила, скорость и т. п.). Все величины, 
которые мы рассматривали до сих пор, были скалярными, так что 
специальное слово «скаляр» можно было не при¬ 
менять; но когда наряду со скалярными величи¬ 
нами рассматриваются векторные, то надо всегда 
ясно представлять, о величинах какого рода идет 
речь. Векторную величину (или, что то же, век¬ 
тор) можно изобразить отрезком в пространстве, 
если условиться о единице масштаба: скажем, 
при изображении сил принять, что сила в 1 н 
изображается отрезком в 2 см и т. п. (см. по 
этому поводу п. I. 4). При этом такой отре¬ 
зок будет ориентированным, т. е. у него должны быть указаны 
начало и конец; эта ориентация обозначается стрелкой. Если от¬ 
влечься от направления векторной величины, получится модуль этой 
величины. Таким образом, модуль вектора — это скаляр] он имеет 
размерность рассматриваемой величины и всегда положителен (за 
исключением нуль-вектора, п. 3). Иногда, имея в виду модуль, гово¬ 
рят о дтне вектора, например вектора силы; при этом подразуме¬ 
вается, ч^о от длины изображающего отрезка мы на основе выбран¬ 
ного масштаба переходим к величине силы, так что длина вектора 
силы имеет размерность силы. В математике векторы обычно считаются 
безразмерными; модуль такого вектора является безразмерным числом. 
Принято обозначать векторы полужирными латинскими буквами или 
стрелкой (рис. 139). Модуль вектора обозначается той же буквой, 
но набранной обычным шрифтом, или снабженной вертикальными 
черточками {знаком модуля): АВ = д = | а |. 

Итак, задать вектор — это значит задать его модуль и направле¬ 
ние в пространстве. В соответствии с этим каждый вектор можно, 
не меняя его, перенести поступательно, т. е. параллельно самому 
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себе в любое место; таким образом, начало вектора {точка его дри- 
ложения) может находиться где угодно. Другими словами, два век¬ 
тора считаются равными, если они имеют одинаковый модуль, 
параллельны и направлены в одну и ту же сторону (рис. 140). 

Иногда свобода перемещения вектора ограничивается. Например, кроме 
вектора может быть задана точка его приложения; тогда вектор называется 

связанным (таким является, например, радиус- 
вектор, см. п. 9). Кроме вектора может быть за¬ 
дана прямая, на которой он должен быть рас¬ 
положен; тогда вектор называется скользящим: 
таким является, например, вектор угловой ско¬ 
рости при вращательном движении, который рас¬ 
полагается по оси вращения. Если же перемеще¬ 
ние вектора никак не ограничено, то он назы¬ 
вается свободным. 

2. Сложение векторов. К линейным дей¬ 
ствиям над векторами относятся их сложе^ 
ние (и связанное с ним вычитание) и умно¬ 
жение вектора на скаляр. Величина может 
называться векторной, только если эти действия осуществляются по 
правилам, описанным в пп. 2—4. 

Сложение двух векторов определяется по тому же правилу парал¬ 
лелограмма, по которому, как известно из механики, складываются 
силы и скорости. Если, например, надо сложить два вектора а и Ь, 
то их относят к общему началу, затем на них строят параллело¬ 
грамм (рис. 141); диагональ этого параллелограмма, выходящая из 



Рис. 140. 
а = Ь. 




того же начала, и даст, по определению, сумму а + Ь. Из этого 
построения сразу видно, что а-[-Ь = Ь-[-а, т. е. при сложении век¬ 
торов справедлив переместительный закон. 

Так как противоположные стороны параллелограмма параллельны 

и равны, то на рис. 141 вектор ОС тоже равен Ь. Отсюда вытекает 
еще одно правило сложения векторов: к концу первого вектора надо 
приставить начало второго; тогда суммой будет служить замыкаю¬ 
щий вектор, т. е. идущий от начала первого в конец второго 
(рис. 142). Если теперь к этой сумме требуется прибавить некото- 
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рый третий вектор, то его надо приставить к концу второго вектора 
и взять замыкающий и т. д. Общее правило сложения любого числа 
векторов проиллюстрировано на рис. 143. Из рис. 144 вытекает, что 
справедлив сочетательный закон а + (Ь + с) == (а + Ь) с, который 
вместе с переместительным законом показывает, что при сложении 




любого числа слагаемых их порядок и расстановка скобок несуще¬ 
ственны, например, 

(аЬ) 4-(сй) = [(Ь(1 )с]-■}-а = [с(ай)]Ь и т. л. 

Подчеркнем, что сложение векторов различной размерности, 
а также сложение вектора и скаляра невозможны; кроме того, 
в нашем курсе векторы не сравниваются друг с другом — не будет 
положительных и отрицательных векторов, неравенств вида а > Ь 
и т. д. Конечно, модули (длины) векторов сравнивать друг с дру¬ 
гом можно, но не следует удивляться, если модуль суммы векторов 
окажется меньшим, например, чем модули каждого из слагаемых: 
ведь векторы складываются не как числа, а как силы, и может 
оказаться, что равнодействующая нескольких сил окажется меньше, 
чем каждая из этих сил. 

Заметим в заключение следствие из рис. 143: 

|а-1-Ь4-с4-{І|^|а|4-|ЬЦ-|с]4-|й|; 

при этом равенство получится, если все слагаемые векторы одина¬ 
ково направлены; тогда, если их приставить один к другому, они 
будут продолжать друг друга по прямой. 

3. Нуль-вектор и вычитание векторов. Вектор, конец которого 
совпадает с его началом, называется нуль-вектором (нулевым векто¬ 
ром), а иногда просто нулем. Его модуль равен нулю (у всех осталь¬ 
ных векторов модуль положителен), а направление не определено: 
ему можно приписать любое направление, т. е. можно считать его 
параллельным любому вектору. Он обозначается О и играет при 
сложении векторов такую же роль, как число О при сложении чисел, 
так как очевидно, что а 4-0 = а. 



184 


ВЕКТОРЫ 


Ігл. VII 


Если дан вектор а = ЛЯ, то вектор ВА называется противопо¬ 
ложным вектором к вектору а и обозначается — а (рис. 145). Оче¬ 
видно, что а-І-( —а)==0. 




Вычесть какой-либо вектор — это значит прибавить противополож¬ 
ный. Отсюда следует, что 

Ь+(а—Ь) = Ь-1-[а+(—Ь)] = а + [Ь + (—Ь)] = а + 0 = а, 

что соответствует обычному определению разности. Геометрическое 
правило образования разности показано на рис. 146. 

4. Умножение вектора на скаляр. Произведение Яа = аЛ век¬ 
тора а на безразмерный скаляр (число) Я определяется следующим 
образом: если Я>»0, то это—вектор, получающийся из а растя¬ 
жением в Я раз без изменения направления; если же Я <[ О, то на¬ 
до а растянуть в } Я { раз и, кроме того, изменить направление на 




противоположное (рис. 147).Далее, 
ний вытекают следующие 

1. (—1)а==—а; 

2. 0а = 0; 

3. Я0 = 0; 

4. (Я + р) а — ЯаН-ра; 

5. Я (а + Ь) ==Яа + ЯЬ; 


Из этих определС' 

6. Я (ра) = (Яр) а; 

7. яА = а; 

8. /2 а = а а а 

п раз 

(если п целое >»0). 


а П , 

Я (я * 

простые свойства: 
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Все эти свойства дают возможность при линейных действиях 
с векторами производить преобразования так же, как с числами. 
Доказательства этих свойств почти очевидны; например, на рис. 148 
показано доказательство свойства 5 [?оа + == Яс = Я (а 4- Ь)] при Я > 0. 

Если скаляр Х размерный, то произведение Яа можно определить 
как вектор, модуль которого равен |Я11а|, причем Яа параллелен а 
и направлен в ту же сторону, что а, если Я> 0, и в противопо¬ 
ложную, если Я<С0. Все перечисленные свойства остаются справед¬ 
ливыми и в этом случае. Впредь мы для простоты, если не будет осо¬ 
бой оговорки, будем считать все векторы и скаляры безразмерными. 

5. Линейная комбинация векторов. Пусть дано несколько векто¬ 
ров, например три вектора а, Ь, с. Тогда всякий вектор, имеющий 
вид д = ?оа + [хЬ + ѵс, где Я, [х, ѵ — некоторые скаляры, называется 
линейной комбинацией векторов а, Ь, с; говорят также, что й ли¬ 
нейно выражается через а, Ь, с, т, е. получается из них с помощью 
линейных действий. Например, такими линейными комбинациями 
будут 

а + 2Ь-Зс; = уа-і-0Ь + ^с); 0( = 0а + 0Ь + 0с) и т. д. 

Заданные векторы называются линейно зависимыми, если какой- 
либо из этих векторов линейно выражается через остальные, в про¬ 
тивном случае эти векторы называются линейно независимыми 
(между собой). 

Два вектора линейно зависимы тогда и только тогда, если они 
параллельны друг другу. Действительно, из определения п. 4 выте¬ 
кает, что если Ь = Яа, то Ь Ц а. Наоборот, если два вектора парал¬ 
лельны, то один из них всегда можно растянуть во столько раз, 
чтобы получить второй (если векторы направлены противоположно 
друг другу, то коэффициент растяжения 
будет отрицательным). 

Три вектора линейно зависимы тогда 
и только тогда, когда они параллельны 
одной плоскости. Действительно, пусть 
с = Яа4-р-Ь; отнесем все три вектора а, Ь, 
с к одному началу и проведем через векто¬ 
ры а и Ь плоскость (Р). Тогда векторы Яа 
и [хЬ будут лежать в плоскости (Р), а по¬ 
тому и их сумма, т. е. с, будет лежать в 
той же плоскости. Значит, и в исходном поло¬ 
жении векторы а, Ь, с были параллельны плос¬ 
кости (Р). Наоборот, пусть дано, что векторы 
а, Ь, с параллельны одной плоскости; если тогда их отнести к одному 
началу, то они все будут лежать в одной плоскости (Р). Если а%Ь, 
то представление с в виде линейной комбинации а и Ь показано на 
рис. 149; оно называется разложением вектора в плоскости по двум 
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непараллельным векторам. Если же аЦЬ, то согласно предыдущему 
абзацу уже из двух векторов а, Ь один (например, а) линейно выра¬ 
жается через другой (Ь), т. е. а выражается через Ь и с. 

Четыре или более векторов всегда линейно зависимы. Действи¬ 
тельно, пусть даны четыре вектора а, Ь, с, д; отнесем их к одному 
началу. Если после этого векторы а, Ь, с окажутся лежащими в одной 
плоскости, то по предыдущему абзацу один из них линейно выра¬ 
жается через остальные и т. д. (как в конце предыдущего абзаца). 
Пусть теперь а, Ь, с не лежат в одной плоскости (рис. 150). Тогда 

проводим через точку О (ко¬ 
нец вектора д) прямую, парал¬ 
лельную вектору с до пересе¬ 
чения с плоскостью векторов а 
и Ь в точке С; затем через С 
проводим прямую, параллельную 



Рис 150. 

й=?л + нЬ+ѵс 



вектору Ь, до пересечения с прямой, на которой лежит вектор а, 
в точке В. Тогда 

а = лЗ = іб+ёс + сЗ =Ь + [хЫ-ѵс. (1) 

Это представление называется разложением вектора по трем век¬ 
торам, не параллельным одной плоскости; оно же называется разло¬ 
жением вектора по трем осям (на рис. 150 по осям II, шш и /г/г). 
Такое разложение часто применяется в теоретической механике и 
в других дисциплинах при разложении силы по трем направлениям 
и т. п. Каждое из слагаемых 'кг., [хЬ и ѵс называется составляющей 
или, что то же, компонентой вектора д по (вдоль) соответствую¬ 
щей оси. Компонента вдоль каждой оси определяется не только 
направлением этой оси, но и направлениями остальных осей. Однако 
от ориентации осей, т. е. от указания на них положительного на¬ 
правления компоненты не зависят. 

Иногда применяется разложение вектора по оси и не параллельной ей 
плоскости. Это разложение показано на рис. 151. 
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Разложение (1) возможно осуществить лишь единственным образом. 
В самом деле, если бы наряду с (1) существовало другое разло¬ 
жение й == -р ѵ^с, то, приравнивая правые части, мы по¬ 
лучим (X,— Хі)а-|-([х — — Ѵі)с = 0, откуда вытекает линей¬ 

ная зависимость векторов а, Ь, с (почему?). Если дано более четы¬ 
рех векторов, то уже из первых четырех векторов один линейно 
выражается через все остальные, т. е. векторы линейно зависимы. 

Совокупность линейно независимых векторов, по которым произ¬ 
водится разложение остальных векторов, называется базисом. Из 
сказанного выше следует, что в плоскости базисом могут служить 
любые два непараллельных вектора, а в пространстве—любые три 
вектора, не параллельных одной плоскости. Если а, Ь, с — такой 
базис, то в формуле разложения (1) набор чисел X, [х, ѵ однозначно 
определяется вектором й и, наоборот, однозначно определяет его; 
эти числа, X, |і, V, являются координатами вектора й в базисе 
а, Ь, с (относительно базиса а, Ь, с). 

§ 2. Скалярное произведение векторов 

6. Проекция вектора на ось. Пусть даны вектор а = Л5 и ось/ 
(рис. 152). Проекцией вектора а на ось I (пр^ а) называется длина 
отрезка А'В' между основаниями перпендикуляров, опуш^енных из 
точек А и В на ось /; причем эта длина берется со знаком или — 
в зависимости от того, пройдет ли отрезок А'В' в направлении оси или 



в противоположном направлении. Аналогично определяется проекция 
одного вектора на другой; тогда перпендикуляры опускаются на 
этот другой вектор или на его продолжение. Таким образом, проек¬ 
ция вектора есть скаляр; размерность ее такая же, как размерность 
проектируемого вектора. 

Основные свойства проекций следующие: 

1. Знак 4- или — проекции указывает, идет ли вектор вперед 
или назад по отношению к оси. Проекция равна нулю (т. е. А' 
совпадает с В') тогда и только тогда, когда вектор перпендикулярен 
'С оси (рис. 153). 
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2. При параллельном переносе вектора его проекция не меняется. 

3, Из рис. 152, из треугольника ТЫМ видно, что 

пр^а= ГУИсоза^ а соз(а, /); (2) 

здесь скобкой обозначен угол между вектором и осью. В этой фор¬ 
муле знак проекции регулируется знаком косинуса; если угол тупой, 

то косинус отрицательный, а если 
острый — косинус положительный, 
как на рис. 152. 

4. Скалярный множитель мо¬ 
жно вынести за знак проекции: 
пр^ (Аа) — ?»-пр^а, так как если век¬ 
тор увеличить (растянуть) в не- 
^ сколько^ раз, то и проекция 
Рис. 154. увеличится во столько же 

раз. 

5. Проекция суммы равна сумме проекций (рис. 154); пр^(а4-Ь) = 
=::пр^а-^пр^Ь. 

7. Скалярное произведение. Скалярное произведение двух век¬ 
торов а и Ь по определению равно произведению модулей этих 
векторов и косинуса угла между ними. 

Обозначается оно точкой (знак скалярного 
произведения) или круглыми скобками; 

а-Ь —(а, Ь) = аг>соз(а, Ь). (3) 

Таким образом, скалярное произведение 
двух векторов есть скаляр. Скалярное произ¬ 
ведение более чем двух векторов не рассмат¬ 
ривается. Имея в виду формулу (2), можно 
написать также 

а.Ь = ^прьа==а пра Ь; (4) 

скалярное произведение двух векторов равно произведению модуля 
одного вектора на проекцию на него другого. 

Пример. Если точка перемещается на вектор $ и в процессе этого 
перемещения на нее действует постоянная сила Р (рис. 155), то при под¬ 
счете работы А, совершенной этой силой, надо учитывать только составляю¬ 
щую Р' силы Р по направлению перемещения. Таким образом. Л—5р'=> 
= 5Прз Р = 8-Р. 

Размерность скалярного произведения равна произведению раз¬ 
мерностей его множителей. 

Особенно простой вид имеют формулы (3) и (4), если один или 
оба сомножителя являются единичными векторами, т. е. имеют модуль, 
равный единице. Например, если е^, е — единичные векторы, то 

е^-вз = со5 (е^, ва); а-е = преа. (5) 
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Принято обозначать единичный вектор, идущий по оси / (или 
вектору Ь), через 1° (соответственно Ь°; заметим, что Ь —и на¬ 
зывать ортом этой оси (этого вектора). Тогда, учитывая формулу (5), 

пр^ а = пріо а = а-1°, прьа = а*Ь°. 

8. Свойства скалярного произведения. 1. Скалярное произведе¬ 
ние равно нулю в том и только том случае^ если векторы перпен¬ 
дикулярны: 

а-Ь = 0 равносильно а _]_ Ь. 

Действительно, это следует из (3) так как соз (а, Ь) = О озна¬ 
чает, что (а, Ь) = 90°. Конечно, может быть также, что, например, 
а —о, но это значит, что а = 0, а нуль-вектор (см. п. 3) можно 
считать перпендикулярным любому вектору. 

2. а-а = а2, так как (а, а) = 0° и соз (а, а) = 1. Другими сло¬ 
вами, скалярный квадрат вектора равен квадрату его модуля. 

3. Скалярное произведение не зависит от порядка сомножителей: 
а-Ь = Ь-а, как это сразу следует из формулы (3). 

4. Скалярный множитель можно выносить за знак скалярного 
произведения: 

(Аа)*Ь = а-(АЬ) =?»-(а-Ь). (6) 

Действительно, на основании свойства 4 из п. 6 прь (Яа) = Япрь а. 
Если обе части умножить на й и воспользоваться формулой (4), по¬ 
лучим Ь-(Х.а) = Я (а-Ь). Отсюда из перестановочности скалярного 
произведения и вытекает формула ( 6 ). 

[Выведите формулу ( 6 ), исходя непосредственно из определения 
скалярного произведения.] 

5. Распределительный закон: 

(а-]-Ь)-с = ас-4-Ьс, 

Для доказательства на основе свойства 5 п. 6 пишем прс(а-Ь-1)) = 
= прс а прс Ь, после чего умножим обе части на с. 

Эти свойства дают возможность обращаться со скалярным про¬ 
изведением сравнительно просто, например, 

(а-]-2Ь) • (2а—ЗЬ) = 2а-а — За-Ь-]- 4Ь-а—6Ь-Ь = 2а*-|-а*Ь—6^^. 

§ 3. Декартовы координаты в пространстве 

9. Декартовы координаты в пространстве. Пусть дана тройка 
векторов а, Ь, с, отнесенных к общему началу в некоторой точке О, 
принятой за начало координат, и не лежащих в одной плоскости. 
Если выбрано начало координат, то положение произвольной (текущей) 

точки М в пространстве полностью характеризуется вектором г=ОМ, 
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называемым радиусом-вектором точки М (рис. 156). Как было дока¬ 
зано в п. 5, можно принять векторы а, Ь, с за базис и представить 
г — ѵс; таким образом, положение точки М характеризуется 

набором чисел “к^ р-, ѵ, называемых аффйнными координатами точки М. 
В соответствии с концом п. 5 можно сказать, что аффинные коор¬ 
динаты точки—это координаты ее радиуса-вектора. Таким образом, 
как и на плоскости (см. п. 11.1), каждая точка имеет определенные 
координаты и, наоборот, по заданным координатам всегда можно 
построить точку, однако в простран- 



Рис. 156. Рис. 157. 


Если векторы, принятые за основу системы координат, все имеют 
единичную длину и взаимно перпендикулярны, то система координат 
называется декартовой. В этом случае основные векторы {декартов 
базис) принято обозначать буквами і, ], к. Сами декартовы коорди¬ 
наты принято обозначать буквами х, у, г; таким образом (рис. 157), 

т = х\-\- у\-\- 2 ^., (7) 

Так, на рис. 157 показана точка ЛІ с координатами х = 2, у = 2,4; 
2 ;= 1,6. Знак координат указывает на то, в какой из восьми частей, 
на которые пространство делится плоскостями хОу, уОг и хОг, 
содержится рассматриваемая точка. 

Аналогично формуле (7) любой вектор а в декартовой системе 
координат можно записать в виде 

а== + + (8) 

где а^, ау, — проекции вектора а на соответствующие оси. Если 
учесть, что в силу формулы (2) для любого единичного вектора е 

будет пр^е = соз(е, /), то из (8) получаем формулу 

е = со5(е, л;)1+со5(е, у)Л-со8(е, г) к. 

10. Простые задачи на декартовы координаты. 1. Действия над 
векторами, разложенными по декартовым осям, выполняются по очень 



^ 3 ^ ДЕКАРТОВЫ КООРДИНАТЫ В ПРОСТРАНСТВЕ 191 

простым формулам. Если (см. формулу (8)) 

то (см. пп. 2, 4 и 8) 

а + Ь = ^х) ^ "Ь + ^у) І "Ь (<^2 + ^2) 

Аа = А(2Л + А(2,,і + А(2.к; (И) 

+ + ( 12 ) 
а2 = а-а = а2-|-а2+а/ (13) 


При выводе двух последних очень важных формул надо заметить, 
что І-і=3-і = к-к=1 , а І-] = ]-к = к-І = 0, так как векторы і, ], к 
единичные и взаимно перпендикулярные. Формула (13) — это теорема 
Пифагора в пространстве: квадрат диагонали прямоугольного парал¬ 
лелепипеда равен сумме квадратов трех его измерений. 

Пусть, например, требуется найти угол между векторами а = 3і — 2|-{-к 
и Ь=— 2і-|-і-|-4к. По формуле (3) имеем 


соз (а, Ь) = 


а<Ь 


аЬ 


аЬ у у 


3(-2) + (-2) 1 + 1-4 


1 ° 


іА32 + (— 2)2+ 12 /(—2)2+12 + 42 /14- 


21 


= —0,233, 


откуда (а, Ь) = 103-^ в пределах точности логарифмической линейки. 


2. Условия параллельности и перпендикулярности векторов, задан¬ 
ных своими разложениями (9). Согласно п. 5 условие аЦЬ равносильно 
тому, что Ь = Аа или в*силу (11) Ь^^Ха^; Ъ^=^Ха^\ Ъ^ = Ха^. Исклю¬ 
чая X, получим требуемое условие: 

/1 = 1 (условие аІІЬ). 

Далее, согласно п. 8 (свойство 1) условие а+_ Ь равносильно 
тому, что а-Ь = 0. Поэтому в силу (12) получаем условие 

(^х^х + (^уЬу + «Л о (условие а _]_ Ь). 

3. Направляющие косинусы вектора—это косинусы углов, которые 

он образует с осями координат. Если вектор а задан своим разло¬ 
жением (8), то по формуле (2) = пр^а = а соз (а, х), т. е. 


со5(а, л;):=-^; соз (а, у) = 


Отсюда 


соз (а, г) = —. 
' ’ ' а 


соз 2(а, X) + соз2 (а, у) + соз^ (і/) = ^ + ^ + ^: 


1 . 


Направляющие косинусы вектора полностью определяют его на- 
правление, но ничего не говорят о его длине. 
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Аналогично определяются направляющие косинусы какой-либо 
оси\ для этого достаточно взять любой вектор, идущий по оси. 

4. Вектор, соединяющий две точки (лг^; у^, и ЛІ 2 у^\ 

(рис. 158). Имеем, учитывая формулу (7), — 

ОЖ 2 = Г 2 = ЛГ 2 Іг/ 2 І-I-откуда (см. п. 3) 

Ж 1 Ж 2 = Гз — Гі = {Х 2 ~х^){-\- {у 2 — г/і) І -1- ( 2^2 — ^і) к. 

5. Расстояние между точками (^і; г/^; г^) и Ж 2 {х^’, у 2 , ^ 2 ) ^ 
предыдущего свойства равно 

Ж1Ж2 = V (ЖіЖ2)2 = Ѵ{Х2 — + {У2 — Уі)^ + (^2 ^ 2Гі)2. (14) 

Эта формула очень похожа на соответствующую формулу на плоскости 
(формула (II. 1)). 




6. Деление отрезка в данном отношении. Дано (рис. 159) 
Уъ 2 ^і)> АІз (л^зі У2', 2^2)1 /ѴіМа ” 


надо найти точку Ж(лг; у; г). Имеем 

Гі = хД-Ь г/Д + Гз^л^г^ + І/гІ + ^Гзк; (15) 

М^М='кМА 1.2 в силу параллельности этих векторов; но ЖіЖ=г — г^; 
ЖЖ 2 = Г 2 ~г, т. е. г —Гі = >о (Гз —г); г — = Хгз — >оГ; г4-Хг = 


— г^ + ^Гз; 


__Гі + А,Г2 

1 +А, • 


(16) 


Приравнивая проекции обеих частей на оси х, у, г (см. формулы 
(7) и (15)), получим окончательно 

Хі + А,дг2 _ .. _^УіЛ-'^У2 . г, _гі + Хгз 

І+А. ’ Н-А. ’ І+Х • 


(17) 
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Переход от формулы (16), дающей векторное решение задачи, 
к формулам (17) называется проектированием формулы (16) на оси 
координат. Ясно, что вообще всякое векторное равенство вида а —Ъ 
в пространстве равносильно 
трем скалярным: 

= = 

получающимся в результате 
проектирования первого на оси 
координат. 

7. Параллельный перенос 
осей координат. Пусть оси 
координат х', у', г' полу¬ 

чены из осей X, у, г а по¬ 
мощью параллельного пере¬ 
носа на вектор а (рис. 160). 

Тогда, проектируя соотноше¬ 
ние г = а4-г' между радиуса¬ 
ми-векторами любой точки М на оси координат, получаем соотно¬ 
шения между старыми и новыми координатами: 

х = х'-і-а^, у==у' + ау, г — 

(см. задачу З.І п. ІІ.2). 

§ 4. Векторное произведение векторов 

11. Ориентация поверхности и вектор площадки. Поверхность 
в пространстве называется ориентированной, если указано, какая ее 

сторона считается наружной, а 
какая— внутренней. Как правило, 
такую ориентацию можно произ¬ 
вести двумя способами (рис. 161); 
даже для замкнутой поверхности 
(типа сферы) в некоторых зада¬ 
чах приходится вводить «неесте¬ 
ственную» ориентацию, считая, 
что внутрь (в обычном смысле) 
обращена наружная сторона этой 
поверхности. 

Ориентацию незамкнутой по¬ 
верхности можно задать также^ 
указав направление обхода ее 
контура. Таким образом, для не¬ 
замкнутой поверхности ориентацию можно указывать двумя методами. 
Чтобы установить связь между ними, надо дополнительно указать, какое 



Два способа ориентации одной и той же 
поверхности. 
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правило применяется —правого или левого винта (рис. 162). Например, 
правило правого винта можно сформулировать так: если правый винт 
(который обычно применяется в технике и обыденной жизни) вращать 
в направлении обхода контура, то винт должен пойти от внутренней 
стороны поверхности к наружной. Или, другими словами; если ма¬ 
ленький человек обходит по наружной стороне поверхности ее контур 
в указанном направлении, то пропасть должна быть у него по правую 
руку, а сама поверхность — по левую. 



Рис. 162. 


Иногда при рассмотрении ориентированного куска плоскости су¬ 


щественными оказываются только его площадь и направление в про¬ 
странстве, тогда как конкретная форма этого куска — будет ли это 



круг, или прямоугольник и т. д. — не играет роли. 
В этом случае кусок (*5) плоскости можно изо¬ 
бразить вектором, направленным перпендикулярно 
к этому куску в направлении от внутренней сто¬ 
роны к наружной (рис. 163), причем модуль этого 
вектора берется равным площади куска. Такой 
вектор, называемый вектором, площадки (*5) и 
обозначаемый 8, полностью определяет площадь 
и направление в пространстве рассматриваемого 


куска плоскости. 


Приведем пример применения вектора площадки. Пусть в однородный 
поток газа (т. е. в поток, скорость ѵ частиц которого во всех точках одина¬ 
кова) мысленно помещена ориентированная плоская площадка (5), и требуется 
найти, какой объем газа проходит через (5) в единицу времени изнутри на¬ 
ружу. Так как газ, прошедший за единицу времени, заполняет цилиндр с 

основанием (5) и высотой, равной ^ ѵ 1 соз (8, ѵ) (почему?), то искомый объем 


равен |81 [ ѵ [ соз (8, ѵ) = 8-ѵ. 

12. Векторное произведение. Векторное произведение двух век¬ 
торов а и Ь по определению представляет собой вектор площадки, 
которая получится, если а и Ь отнести к одному началу, затем 
построить на этих векторах параллелограмм и обходить его контур, 
начиная с первого вектора, т» ѳ. с а. Это определение показано на 
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рис. 164, где принято правило правого винта, которым мы всегда 
будем пользоваться в нашем курсе, если не оговорено противное. 

Введем для дальнейшего понятие «смысла» тройки векторов. 
Пусть даны три вектора а, Ь, с с общим началом, перечисленных 
в определенном порядке (первый а, второй Ь, третий с) и не лежа¬ 
щих в одной плоскости. Такая тройка векторов называется правой 



Рис. 164. Рис. 165. 


или левой в зависимости от того, как происходит кратчайший по¬ 
ворот от вектора а к вектору Ь, если мы смотрим с конца вектора с: 
против часовой стрелки или по ней (рис. 165). Происхождение этого 
названия показано на рис. 166. Отметим, что если переставить но¬ 


мера двух векторов, оста¬ 
вив третий на своем месте, 
то «смысл» тройки изме¬ 
нится: например, если 

тройка а, Ь, с была пра¬ 
вой, то тройка а, с, Ь 
будет левой (проверьте!). 
При циклической же пере¬ 
становке векторов, т. е. 
когда второй подстав¬ 
ляется вместо первого. 



Рис. 166. 


третий — вместо второго 

и первый-—вместо третьего (или наоборот), «смысл» тройки не 
меняется-, если тройка а, Ь, с была, скажем, правой, то тройка Ь, с, а 
также будет правой. 

Смысл декартовой тройки і, 3, к всегда должен соответствовать 
выбранному правилу винта: тройка берется правой, если выбрано 


правило правого винта, левой в противном случае; соответственно 
различаются правые (как на рис. 154—156) и левые декартовы 


системы координат. Теперь можно дать новое определение векторного 
произведения, которое, как видно из рис. 164, равносильно преды¬ 
дущему. 
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Векторное произведение двух векторов а и Ь — это вектор, направ¬ 
ленный перпендикулярно к обоим векторам, по модулю равный площади 
параллелограмма, построенного на а и Ь, и образующий с этими 
векторами тройку такого же смысла (т. е. правую или левую), как 
векторы і, ], к. Обозначается векторное произведение косым крестом 
аХЬ или квадратными скобками [а, Ь]. 

13. Свойства векторного произведения. 1. Модуль векторного 

произведения равен | а X Ь | = айзіп (а, Ь), так как по такой формуле 
вычисляется площадь параллелограмма. 

Из этой формулы, формулы (3) и свойства 2 п. 8 вытекает следствие 

(а X + = 1 а X Ь Р-}- (а’Ь)2 = 02^2 зіп^ (а, соз^ (а, Ь) = а^^Ь^', 

конечно, в левой части первое слагаемое представляет собой скалярный квад¬ 
рат вектора, а второе — квадрат скаляра. 

2. Векторное произведение равно нуль-вектору в том и только 
том случае, если векторы параллельны: 

аХЬ~0 равносильно а|1Ь, 

так как параллельность векторов означает вырождение параллело¬ 
грамма в отрезок, площадь которого равна нулю. В частности, всегда 

аХа = 0. 

3. Векторное произведение антикоммутативно: 

ЬХа = —(аХЬ). 

Действительно, при перемене порядка множителей параллелограмм 
не изменится, но контур его будет проходиться в противоположном 
направлении и потому вектор площадки заменится на противо¬ 
положный. 

4. Скалярный множитель можно выносить за знак векторного 
прои^едения: 

(Ха)ХЬ-аХ(>^Ь)-Х(аХЬ). 

так как если одну из сторон параллелограмма удлинить в Х раз, не 
меняя ее направления, то и площадь увеличится в X раз. 

5. Распределительный закон: 

(а + Ь) Хс-=аХс4-ЬХс, с X (а + Ь) = сXа-ЬсXЬ. ( 18 ) 

Для его доказательства отнесем векторы а, Ь, с к одному началу О, после 
чего проведем через О плоскость (Я)_І.с (рис. 167). Затем построим на а и Ь 
параллелограмм с диагональю ^ и спроектируем его на плоскость (Р), после 
чего повернем спроектированный параллелограмм в плоскости (Р) вокруг оси 
с на 90°, одновременно подобно растянув его в с раз (все это показано на 
рис. 167). Ясно, что 

й = а-}-Ь, д' = а'-ЬЬ', 

где а' и Ь' —стороны третьего параллелограмма, а й' —его диагональ. 


(19) 
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Для удобства то, что происходит с вектором а, показано отдельно на 
рис. 168. Мы видим, что а'_1_0Л' и а'_]_с (так как с_1_(Р)), откуда вектор а' 
перпендикулярен ко всей плоскости КОМ. Кроме того, а' — сОКъ ^ последнее 
произведение как раз равно площади параллелограмма ОК^М, построенного 
на векторах а и с (почему?). Значит, по определению векторного произведения 



Рис. 167. 

0/Сі5і/?і — спроектированный параллелограмм; О/С'5'/?'— поверну¬ 
тый и растянутый параллелограмм. 


а' = аХс. Аналогично Ь' = ЬХс; й' = йХс- Из формул (19) получаем 
(ахЬ)Хс = (1Х‘^ = ‘^^ = ^^ + ^—^Хс+ЬХс, т. е. первую формулу (18). 
Переставив порядок множителей и поменяв знаки, получим вторую формулу (18). 

Эти свойства дают возможность раскрывать скобки в выражениях, 
включающих векторное произведение, однако при этом надо тщательно 
следить за порядком множителей. 

Приведем пример: 

(а-1-2Ь)Х(2а —ЗЬ) = 

= 2аХа — ЗаХЬ4- 
+ 4Ь X а — 6Ь X Ь = — 7а X Ь. 

Отметим, что векторное про¬ 
изведение не обладает свойством 
сочетательности: (аХЬ)Хс не 
обязано равняться аХІ^Х^)* 

Поэтому выражений вида а X ^ X ^ 

(без скобок) следует избегать. 

6. Векторное произведение в 
декартовых проекциях: 

Пусть векторы а и Ь даны своими разложениями (9). Тогда, если 
воспользоваться равенствами, справедливыми независимо от выбора 
правила винта (проверьте их!), 

іХІ = к; ІХі = — к; ІХк-і; кхі = ~і; кхі = і; 

іХк = -І, 
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получим 

а X Ь = (а^і 4 - 0 ^,] + а,к) X + К^) = 

= «/ук— - ауЬ^і + аф^\ + = 

= І (— ^г^у) - і - ^г^х) + ^ {а^у - ауЬ^ . 


( 20 ) 


Полученный результат очень просто запомнить, если записать его 
в виде определителя [см. формулу (VI.8)] 


аХЬ 

Замечательная формула! 


і і к 


к *„ 


Пусть, например, надо вычислить площадь 5 параллелограмма, построен¬ 
ного на векторах а=3і —2) +к и Ь = — 2і4-і + 4к. Так как 5 = |аХЬ|, то 
вычисляем 


аХЬ = 



1 к 

2 1 
1 4 


= і(-8— 1)— і(12+2) + к(3—4) = -9і-14і— к; 


5 = 1 а ХЬ|=/92+142+12= 16,7. 


Результат получается безразмерным, так как и векторы а, Ь были безразмер¬ 
ными. Чтобы получилась «настоящая» площадь, надо было бы задавать 
а = 3і слі и т. п. 

Отметим еще одну полезную формулу. Пусть на плоскости х, у даны два 
вектора, а — а^і + а^,І, Ь = 6^.1+ 6^1, и требуется найти площадь 5 параллело¬ 
грамма, построенного на а и Ь. Так как 


аХЬ = 

I і к 

йх Ну 0 

_ 

йх Оу 

И и 


Ьх Ьу 0 


Ох Оу 


то из геометрического смысла векторного произведения вытекает (проверьте!), что 


йу 

Ьѵ Ь. 


±8, т. е. ^ = 


а,, 


и 


( 21 ) 


здесь берется + или — в зависимости от того, совпадает направление крат¬ 
чайшего поворота от а к Ь с направлением поворота от і к 1 или нет. 

Одним из важных применений векторного произведения является понятие 
момента мом^а какого-либо вектора а, приложенного в определенной точке М, 

относительно некоторой фиксированной точки О; по определению моМ( 5 а = ОЛІ X 
Ха = гХа. В физике рассматривают моменты силы, скорости, количества 
движения и т. д. Если изменить точку приложения вектора а, то его момент, 
вообще говоря, изменится. Однако если перенести а по линии его действия 

началом в некоторую точку М\ то Л1Л1' = Ха и потому, обозначив на минуту 
буквой а' вектор а в новом положении, получим 


момоа'=г' Ха==(г + ?іа)Ха = гХа = момоа. 

Итак, момент от такого переноса не меняется, т. е. в определении момента 
вектор а можно считать скользяи^им (п, 1). 
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14. Истинные векторы и псевдовекторы. Имеются векторы, которые зави~ 
сят от того, принято за основу правило правого или левого винта, причем 
если одно правило заменяется на другое, то вектор меняется на противопо¬ 
ложный. Такие векторы называются псевдовекторами (или аксиальными, т. е. 
осевыми векторами) в отличие от шстинныхі> векторов, направление которых 
не зависит от выбора правила винта. Например, при поступательном дви¬ 
жении твердого тела вектор скорости по своему физическому смыслу не за¬ 
висит от выбора правила винта и потому является истинным вектором. 
В отличие от этого вектор угловой 
скорости со при вращательном дви¬ 
жении твердого тела, который откла¬ 
дывается на оси вращения и по мо¬ 
дулю равен численному значению ско¬ 
рости, является псевдовектором, по¬ 
скольку направление его зависит от 
выбора правила винта (рис. 169). 

Из определения векторного произ¬ 
ведения ясно, что векторное произведе¬ 
ние двух истинных векторов представ¬ 
ляет собой псевдовектор, так как при 
перемене правила винта бывшая на¬ 
ружная сторона параллелограмма, по¬ 
строенного на векторах а и Ь, станет 
внутренней, и наоборот. Таким обра¬ 
зом, например, момент силы (см. ко¬ 
нец п. 13)—это псевдовектор. Анало¬ 
гичным образом векторное произведение истинного вектора на псевдовектор 
представляет собой истинный вектор, а двух псевдовекторов—также псев¬ 
довектор. Так, легко проверить, что истинный вектор ѵ линейной скорости 
любой точки М при вращательном движении связан с псевдовектором о 

формулой ѵ=е) Хг (г—ОЛ1), если точка О произвольно выбрана на оси вра* 
щения. 

Иногда наряду с шстинными» скалярами различают также псевдоскп' 
ляры —скалярные величины, которые при перемене выбора правила винта 
множатся на —1. Так, легко проверить, что скалярное произведение истинно¬ 
го вектора и псевдовектора является псевдоскаляром. 



§ 5. Произведения трех векторов 

15. Векторно-скалярное произведение. Векторно-скалярное про-‘ 
изведение трех векторов а, Ь, с — это скалярная величина (аХЬ)-с. 
Ее геометрический смысл виден из рис. 170: 

(аХЬ)-с = й- с = ^ пр а с = I а X Ь 1 пр^ с = 


т. е. получается объем параллелепипеда, построенного на векторах 
а, Ь, с. На рис, 170 векторы а, Ь, с образуют правую тройку и 
получается объем со знаком . Если бы тройка была левой, то 
угол между с и й был бы тупой; в этом случае (ахЬ)-с= — V. 
(При этом предполагается, что за основу принято правило правого 
винта.) 

Отметим следующие свойства векторно-скалярного произведения* 
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1. При циклической перестановке множителей оно не меняется: 
(аХЬ) • с = (ЬХс) • а = (сХа) • Ь, 

так как при такой перестановке не меняются ни параллелепипед 
(рис. 170), ни «смысл» тройки векторов-множителей (см. п. 12). 

При перестановке же толь¬ 
ко двух множителей знак 
векторно-скалярного произ¬ 
ведения меняется: например, 
(сХЬ)а = -(аХЬ)с. 

2. Оно равно нулю то¬ 
гда и только тогда, когда 
все три вектора параллель¬ 
ны одной плоскости. Дей¬ 
ствительно, такая парал¬ 
лельность означает, что па¬ 
раллелепипед вырождается 
в часть плоскости, т. е. 
имеет нулевой объем. 

3. Его выражение в декартовых проекциях таково: в силу фор¬ 
мул (20) и (12) 

(аХЬ) ■ с = [(а/г - а^Ьу) і - (а^,й^ - аА) І + 

+ (а^йу — ауй^) к] ■ {с^\ + с у] + с^к) = 

=; (а^^г ~ Сіг^у) ^х~( С'хЬг — О.^Ьх)Су + {а^Ьу — афх) с г 



или, окончательно. 


(аХЬ)с = 


ах Оу а^ 
Ьх Ьу Ь;, 

Сх Су С^ 


(для проверки разложите определитель по последней строке, см. 
п. ѴІ.З). 

В частности, привлекая свойство 2, получаем условие, необходи¬ 
мое и достаточное для того, чтобы три вектора а, Ь, с, заданных 
своими разложениями по декартовым осям, были параллельны одной 
плоскости: 


ах ау а^ 
Ьх Ьу Ьх 

Сх Су Сх 


= 0 . 


( 22 ) 


Векторно-скалярное произведение трех истинных векторов (см. п. 14) 
представляет собой скалярное произведение псевдовектора на истинный век¬ 
тор, т. е. псевдоскаляр. 

16. Векторно-векторное произведение. Векторно-векторное произведение 
трех векторов а, Ь, с —это вектор {ахЬ)Хс. Особенного геометрического 
смысла оно- не имеет, но выважается п м шью (Ьоомѵлы. котооая ин гда 
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применяется. Для вывода этой формулы представим себе, что мы выбрали 
оси декартовых координат так, что ось х пошла по вектору а, а ось у лежит 
в плоскости векторов а и Ь (рис. 171). Тогда вектор а будет иметь проекцию 
только на ось х, т. е. а = ад;і аналогично Ь = 6^], с — Сх^~{-Су\-\-С 2 ^. 

Отсюда 


аХЬ = 


І 

о 


к 

о 

о 




(аХЬ)Хс = 


і 

о 


] к 

о йхЬу 


"Ь І^Х^У^Х — 


= а^с^ (Ь^ + Ьу})—(Ь^^с^^+ЬуСу) 


(проверьте!). Пользуясь формулой (12), получим окон 
чательно 



(аХЬ) Хс = (а-с) Ь—(Ь-с) а. 


Рис. 171. 


Эта формула уже не содержит никаких координатных проекций, а потому 
не зависит от специального выбора системы координат. 

Иногда применяется также следующая формула: 
аХ(ЬХс) = —(Ь Хс)Ха = —[(Ь-а)с—(с-а)Ь] = (а-с)Ь —(а-Ь) с. 

Отметим в заключение, что векторная алгебра — сравнительно 
поздняя математическая дисциплина. Она оформилась и развилась 
во второй половине XIX в. в связи с задачами алгебры, геометрии, 
механики и физики. 


§ 6. Линейные пространства 

17. Понятие линейного пространства. Одной из характерных 
черт векторов является возможность производить над ними линейные 
действия — сложение и умножение на числа (§ 1). Такие действия 
возможно производить и над другими объектами,— например, над 
многочленами или над произвольными функциями,— причем эти дей¬ 
ствия во Всех случаях обладают одинаковыми свойствами. Это дает 
основание для общего рассмотрения любых линейных пространств, 
т. е. совокупностей каких-то объектов, над которыми можно, оста¬ 
ваясь в рамках рассматриваемой совокупности, выполнить линейные 
действия. Такое общее, абстрактное, рассмотрение приводит к выра¬ 
ботке общего взгляда на линейные действия, который позволяет 
находить важные свойства и в конкретных примерах. 

Пусть (/?) — совокупность {множество) некоторых объектов, тогда 
сами эти объекты называются элементами (/?); если а — какой-то 
из этих объектов, то про него можно сказать также, что он при¬ 
надлежит (/?), что записывается так: здесь ^—знак 
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принадлежности. {Ц) — множество всех целых чисел, 

то 3 ^ (Д), —5^(Д), я ё (Д); здесь ^— знак непринадлежности. 

Переходим к точному определению понятия линейного простран¬ 
ства. Некоторое множество (Д) называется линейным простран¬ 
ством, если для любых х ^ (Д), у ^ (Д) как-то определено понятие 
суммы х4-у^(Д), а для любого вещественного числа Я определено 
Ях = хЯ^(Д). Например, пространство Д может представлять собой 
совокупность всех векторов, для которых сложение и умножение 
на число производятся по правилам § 1. Пространство Д может 
представлять собой совокупность всех комплексных чисел, для ко¬ 
торых правила сложения и умножения на вещественные числа из¬ 
вестны из курса средней школы. Некоторые дальнейшие примеры 
будут указаны в п. 18. При этом должны удовлетворяться опреде¬ 
ленные естественные свойства этих действий, которые в § 1 дока¬ 
зывались, а в общем случае требуются заранее, как аксиомы линей- 
ного пространства. Эти свойства, в общем, те же, что для векто¬ 
ров; поэтому элементы линейного пространства часто называются {обоб- 
и^енными) векторами и обозначаются так же, как обычные векторы. 

Мы приведем аксиомы линейного пространства, не заботясь о их 
независимости: другими словами, часть из этих аксиом будет след¬ 
ствием остальных. Сумма должна удовлетворять следующим требо¬ 
ваниям: 

1. ассоциативность, т. е. (х + у) + 2 = х+(у + г) для любых 
X, у, 2е(Д); 

2. коммутативность, т. е. х-1-у = у-1-х; 

3. существование в (Д) нулевого элемента, т. е. элемента, обо¬ 
значаемого о, для которого х + 0 = х; 

4. существование противоположного элемента аш любого х С (Д), 
т. е. элемента — х^(Д), для которого (—х)-1-х = 0. 

Легко проверить, что нулевой элемент в пространстве может 
быть только один и что у каждого элемента может быть только 
один противоположный. Мы не будем останавливаться на общем 
доказательстве этих фактов, тем более, что во всех конкретных 
примерах эти утверждения очевидны. 

Умножение элементов на числа должно удовлетворять требованиям: 

5. Я ([хх) = (Я(і) х; 6. 1х=гх; 

7. (—1)х = — X; 8. 0х=^0; 9. Я0 = 0. 

X 1 

Деление на число вводится по формуле-^=-^х (Я^^О). 

Наконец, оба линейных действия должны быть связаны друг 
с другом законами дистрибутивности: 

10. (Я-|--М')х = Ях-1-|лх; И. Я (х-|-у) =Ях-|-Яу. 

Все эти свойства дают возможность при линейных действиях 
в линейном пространстве производить преобразования по обычным, 
«школьным» правилам. Подробно свойства линейных пространств 
рассматриваются в курсах линейной алгебры; см., например, [10]. 
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Иногда приходится рассматривать совокупность, в которой определено 
только сложение, удовлетворяющее аксиомам 1—4. Такая совокупность назы¬ 
вается абелевой группой по имени одного из наиболее выдающихся матема¬ 
тиков XIX в., норвежского ученого Н. Абеля (1802—1829). Кроме того, 
иногда в линейном пространстве возможно производить умножение не только 
на вещественные, но и на любые комплексные числа; тогда говорят, что 
рассматривается линейное пространство над полем комплексных чисел. При 
этом числовым полем называется любая совокупность чисел, в которой можно 
производить четыре арифметических действия, за исключением деления на 
нуль: так, все действительные числа или все комплексные числа образуют 
поле, тогда как совокупность целых чисел не образует поля (почему?). 

18. Примеры, 1. Простейший пример линейного пространства 
образует совокупность всех обычных векторов с линейными дейст¬ 
виями, описанными в § 1. Совокупность всех векторов, параллель¬ 
ных некоторой плоскости, также образует линейное пространство, 
которое является линейным подпространством первого пространства. 
Линейным подпространством первого пространства является также 
совокупность всех векторов, параллельных некоторой прямой; с фор¬ 
мальной точки зрения нуль-вектор сам по себе тоже образует ли¬ 
нейное пространство, так как для него все аксиомы 1—11 выполнены. 

В обш,ем случае некоторое множество (/?і), содержаш,ееся в ли¬ 
нейном пространстве (/?), называется линейным подпространством 
(/?), если (/?^) относительно линейных действий, определенных в (/?), 
само образует линейное пространство. Другими словами, при х^(/?^), 
у^(/?і) должно быть х + у ^ (/?і) и А,х ^ (/?і) для любого веш.ест- 
венного А,; проверять аксиомы 1—11 в (/?^) уже не нужно, так как 
они выполнены во всем (/?). 

2. Линейное пространство образует совокупность всех много¬ 
членов Я(л^) степени где п — некоторое заданное число. Когда я 

принимает значения 0, 1, 2 и т. д., каждое следуюіцее простран¬ 
ство содержит предыдуіцее в качестве линейного подпространства. Все 
они содержатся в линейном пространстве многочленов всех степеней. 
Еще более широкое линейное пространство образует совокупность 
всех функций /{х), определенных на некотором фиксированном 
интервале. Таким образом, каждую такую функцию можно рассмат¬ 
ривать как обобщенный вектор из линейного пространства функций, 
как говорят, из функционального пространства. Такой взгляд на 
функции характерен для современной математики. 

3. Важнейшим примером линейного пространства является сово¬ 

купность всех (обобщенных) векторов в так называемом п-мерном 
вещественном числовом пространстве Е^, где я=1, 2, 3, — 

заданное число. 

Рассмотрим, например, случай я = 4. Точкой в считается любой 
набор четырех вещественных чисел (Яі; а^\ а^\ а^), которые называют¬ 
ся координатами этой точки; например, (—3; 0; 2; 1,3) — это одна 
точка, (0; 0; 0; 0) — другая точка, называемая началом координат в 
^4 и т, д. Всё Ел представляет собой совокупность всех таких точек. 
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Особенно наглядно числовое пространство Е^. Оно получается, 
если в обычное пространство ввести аффинную или, в частности, 
декартову систему координат (§ 3), «приклепать ее намертво», а 
затем вместо любой точки рассматривать набор ее координат. (Как 
получить и Преимущество числового подхода состоит в том, 
что он не ограничен размерностью, пространства Е^ рассматриваются 
совершенно аналогично при всех /г=1, 2, 3, 4, 5, ... 

Вернемся к Е^. Уславливаются, что каждая пара точек 
А\ау\ а^; а^\ 0 : 4 ), Ь^) определяет обобщенный вектор 

АВ с началом в Л и концом в В\ строго говоря, такой вектор — 
в дальнейшем мы будем опускать слово «обобщенный» — это и есть 
пара точек, взятых в определенном порядке. Так как векторы должны 
быть свободными (см. п. 1 ), то уславливаются, что пара точек 
Л'(аі + а; «з + Ѵ: «4 + ^) и В' + ^з + ѴІ ^4 +б) 

при любых а, Р, у, б определяет тот же вектор, что пара Л, В, т. е. 

Л'5'= Л5, вектор Л'5' получается из АВ в результате параллельно¬ 
го переноса. С помощью такого переноса можно начало любого век¬ 
тора отнести в любую точку ^ 4 . Так, положив а = — « 4 , р= — 

7 " — « 3 , 6 = — « 4 , мы перенесем начало вектора Л5 в начало коор¬ 
динат О, а конец — в точку Міх^; х^', х^; х^), где Хі — Ьі — а^, ... 

..., л :4 — ^ 4 — а^; вектор ОМ = АВ естественно называть радиусом-век¬ 
тором точки М. 

Разности между одноименными координатами конца и начала 
вектора, т. е. — а^, ..., — а^, называются координатами этого 

вектора] они не меняются при его параллельном переносе. Итак, 
вектор в числовом пространстве, или, как говорят, числовой вектор, 
полностью определяется своими координатами. Зная координаты век¬ 
тора и координаты его начала, легко найти координаты его конца. 

Например, если вектор х ( 2 ; —5; 0 ; 1 ) отложить от точки 

Л (51; 0; 2; —4), то его конец будет в точке 5(53; —5; 2; —3), 
а если тот же вектор отложить от точки 0 ( 0 ; 0 ; 0 ; 0 ), то конец 
будет в точке М{2] —5; 0; 1). 

Линейные действия над векторами, заданными своими координатами, 
определяются аналогично формулам ( 10 ) и ( 11 ); если даны векторы 
%{Хі] х^, Х 3 ] х^) и у [у^] у^] у^] У 4 ), то х + у имеет координаты 

+ -^ 2 +^ 2 ; •^з + .Уз; -^4 + ^/ 4 ). ^ —координаты (ХлГі*, Хх^] 

Хлгд; А,л: 4 ). Легко проверить, что все аксиомы линейного простран¬ 
ства выполнены, причем 0 ( 0 ; 0 ; 0 ; 0 ), —х(— х^, — х^] — х^] —^ 4 ). 

19. Размерность линейного пространства. Пусть рассматривается 
линейное пространство (/?). Понятия линейной комбинации и линей¬ 
ной зависимости векторов в нем вводятся в точности, как в п. 5. 
Однако, вообще говоря, четыре вектора в {Щ уже не обязаны быть 
линейно зависимыми. Могут представиться два случая. 
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1. в (/?) можно указать некоторое количество п линейно незави¬ 
симых векторов, но всякие п-\-\ векторов будут линейно зависи¬ 
мыми между собой. Тогда пространство [Я) называется п-мерным, 
а любая совокупность из п линейно независимых векторов в нем 
называется базисом. Итак, размерность линейного пространства —• 
это максимально возможное число линейно независимых векто^ 
ров в нем. 

2. В (/?) можно указать как угодно большое количество линейно 
независимых векторов. Тогда пространство (/?) называется бесконеч¬ 
номерным. 

Это определение размерности хорошо согласуется с обычным 
пониманием размерности, так как в силу п. 5 получается, что про¬ 
странство обычных векторов трехмерно, а пространство векторов, 
лежащих на плоскости (на прямой), двумерно (соответственно одно¬ 
мерно). Пространство, состоящее из одного только нуль-вектора, 
формально считается нульмерным. 

При подсчете размерности конкретных пространств оказывается 
полезной следующая простая лемма пусть каждый из векторов 

Хі, Хз.Ху 5 , представляет собой линейную комбинацию векторов 

у^, Уз.. причем к1; тогда векторы Хі, Хз» ..., х^^, линейно 

зависимы между собой. 

Мы не будем давать общего доказательства этой леммы, а поясним ее 
на частном случае. Пусть, например, векторы х^, Ха, Хз являются линейными 
комбинациями векторов уі, Уа, т. е. 

Хі = ауі-|-руа, Ха = ТУ,-|-буа, Хз = Еуі + ^Уа. (23) 


Если определитель О — 


а Р 
у б 


7 = о, то первые два равенства можно рассмот¬ 


реть как уравнения относительно Уі, Уа и решить их, линейно выразив уі, уа 
через Хі, Ха; подставив полученные выражения в третье равенство (23), 
получаем линейную зависимость между х^, Ха, хз. Если же 0 = 0, то правые 
части (23) пропорциональны, а потому уже между х^ и Ха имеется линейная 
зависимость. 


Рассмотрим, например, линейное пространство всех многочленов 
степени ^2 (п. 18), т. е. многочленов вида ах'^ -\-Ьх-\- с. Все эти 
многочлены представляют собой линейные комбинации степеней 
X и 1, причем сами эти степени линейно независимы, ни одна из 
них не является линейной комбинацией остальных. Отсюда сразу 
следует, что рассматриваемое пространство трехмерно, так как из 
приведенной леммы вытекает, что любая совокупность, состоящая 
более чем из трех таких многочленов, линейно зависимая. Указан¬ 
ные степени образуют в этом пространстве базис. 

Аналогично получается, что пространство многочленов степени 
имеет размерность л-1-1. Пространство многочленов всех сте¬ 
пеней является бесконечномерным. 

Линейное пространство векторов в л-мерном числовом простран¬ 
стве является, как и следует ожидать, л-мерным. Поясним это на 
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примере пространства Е^. Для этого введем векторы е^, бд, 64 
со следующими проекциями: 

е,(1; 0; 0; 0), 6^(0; 1; 0; 0), е, (0; 0; 1; 0), 6,(0; 0; 0; 1). 

Эти векторы линейно независимые, а любой другой вектор в Е^ 
через них линейно выражается: 

X (д:^; х^', Лд, Х 4 ) =х^е4-1-Х2е2-1-Хдед-|-Х4е4. 

Отсюда в силу леммы получаем, что рассматриваемое линейное про¬ 
странство четырехмерно; векторы 64 , 02 , Сд, 64 образуют в нем базис. 

Базис в линейном пространстве можно выбрать бесконечно многими 
способами. Рассмотрим, например, пространство многочленов степени ^^2. 
Выберем произвольно три значения х = Хі, х^, Хз и обозначим через 
(й = 1, 2, 3) многочлен второй степени, равный I при х-=Х}^ и равный нулю 
при двух остальных значениях х. Нетрудно проверить, что Рі(д:) = 

_ (х—ХаИх—^ аналогично выражаются Р^^х) и Рз(х). Эти три много- 

(Д-і Х 2 ) (,Хі Хз) 

члена образуют базис в указанном пространстве, а разложение по этому 
базису — не что иное, как интерполяционная формула Лагранжа (Ѵ.23). 

В п. 18 мы уже упоминали о понятии линейного подпространства (Рі) 
линейного пространства (Р). Исходя из определения размерности, легко дока¬ 
зать, что если (Рі) ф (Р) и пространство (Р) конечномерно, то размерность 
(Рі) строго меньше размерности (Р). При доказательстве этого факта, кото¬ 
рое мы предоставляем читателю, полезно опираться на следующее, равно¬ 
сильное применявшемуся ранее, определение линейной зависимости: векторы 
а, Ь, ...,д называются линейно зависимыми, если между ними имеется 
линейное соотношение вида аа|ЗЬ-[-...-1-бй = 0, в котором среди чисел 
а, р, ..., б по крайней мере одно отлично от нуля. 

С помощью линейных подпространств вводится важное понятие гипер¬ 
плоскости в гиперплоскость получится, если все векторы, образующие 
некоторое линейное подпространство в отложить от некоторой точки 
и взять концы этих векторов. Гиперплоскости размерности 1—это прямые, 
размерности 2—это плоскости в Е„; имеются также гиперплоскости размер¬ 
ности 3, 4 и т. д. до п — 1. Формально рассматриваются также «гиперпло¬ 
скости размерности 0», г. е. точки, и «гиперплоскость размерности п», т. е. 
все Можно развить «стереометрию» в 

В заключение укажем на важнейшее понятие изоморфизма линейных 
пространств. Два линейных пространства (Р) и {Р') называются изоморф¬ 
ными (более подробно —линейно изоморфными), если векторы из одного 
пространства можно так сопоставить векторам другого пространства, что 
линейные действия между соответствующими векторами осуществляются по 
одинаковым законам. Точнее, это значит, что если векторам х, у ^ (і?) соот¬ 
ветствуют векторы х', у' ^ {Р'), то вектору х+у должен соответствовать 
вектор х'+у', а вектору Хх—вектор Хх', т. е. 

(х+у)'=х'-|-у', (Хх)'=Хх', 

где штрихом обозначен перевод от вектора из (і?) к соответствующему век¬ 
тору из {Р'). Конечно, при этом каждому вектору из (/?) должен соответ¬ 
ствовать один вполне определенный вектор из {Р') и обратно. С точки 
зрения линейных действий изоморфные пространства неразличимы, так как 
любые выводы, которые могут быть сделаны на основе этих действий в одном 
пространстве, могут быть сделаны и в другом. 

Из сказанного вытекает, в частности, что изоморфные линейные про¬ 
странства имеют одинаковую размерность. Обратно, конечномерные линей- 
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ные пространства одинаковой размерности изоморфны. В самом деле, если 
Рі, р 2 , .... р„— базис в {Я), а р2, ...» Рп— базис в {Я'), то легко 
проверить, что соответствие а^р^ + аарг^- ... + а„Рп^о^іРі + «арг +■• 
...+а„рл как раз и осуществляет требуемый изоморфизм Итак, с точки 
зрения линейных действий, конечномерные линейные пространства имеют 
единственный параметр — размерность. В частности, мы получаем, что каждое 
конечномерное линейное пространство размерности п изоморфно простран¬ 
ству векторов в Е^. 

20. Понятие евклидова пространства. Линейное пространство (/?) 
называется евклидовым, если введено понятие скалярного произве¬ 
дения любых двух его векторов, удовлетворяющее следующим 
естественным аксиомам; 

12. Скалярное произведение х-у=(х, у) любых двух векторов 
X, УС бсть вещественное число; 

13. (х, х) > о для любого хфО; 14. (х, у) = (у, х); 

15. (х + у, 2 ) = (х, 2 ) + (у, 2 ); 16. (Ях, у)=Я(х, у). 

Все эти утверждения для обычных векторов были доказаны 
в § 3. Таким образом, совокупность обычных векторов образует 
евклидово пространство. Евклидово пространство образует также 
совокупность векторов, параллельных некоторой плоскости или 
параллельных некоторой прямой. Ясно, что всегда линейное под¬ 
пространство евклидова пространства само является евклидовым 
пространством. 

Подобно п. 18, важнейшим примером евклидова пространства 
является совокупность всех векторов в л-мерном числовом про¬ 
странстве если скалярное произведение любых двух векторов 
X (^^ 1 ,- х^; ... ; л:„) и у {у^; ... ; у^ определить по формуле 

(X, у)=л:іУі + л:2У2+ (24) 

аналогичной хорошо известной формуле (12). Легко проверить, чта 
при этом выполняются все аксиомы 12—16. 

В евклидовом пространстве вводится понятие длины или, как 
чаще говорят, нормы любого вектора по формуле |х|=|^(х, х) ; 
для нормы применяется также обозначение [|х||. Из аксиомы 13 
видно, что норма любого ненулевого вектора положительна. Если 
норма вектора равна единице, то этот вектор называется нормиро¬ 
ванным (для обычных векторов употреблялся термин «единичный 
вектор»). Из аксиом 14 и 16 сразу следует, что 

) Ях {= |/^(Ях, Ях) = ф^Я^ (X, х) = [ ЯI ]/(х, х) = [ Я {I X I. 

Отсюда, в частности, видно, что |0| = 0 и что из каждого вектора 
X =5^ о можно получить нормированный, разделив х на | х |; последнее 
действие называется нормированием вектора. 
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Выведем оценку скалярного произведения (х, у) двух произволь¬ 
ных векторов X, у е (/^). Для этого заметим, что при любом будет 

0<1х + Ху 12 = (х + Ху, х + Ху) = (у, у)Х2 + 2(х, у)Х + (х, х). (25) 

Если рассмотреть правую часть как квадратный трехчлен относи¬ 
тельно К то из сохранения его знака вытекает, что дискриминант 

(х, у)2-(х, х)(у, уХО 
(почему?). Отсюда получаем 

{ (X, у) I = |/ (х, у)2 < у (х, X) (у, у) = [ X 11 у |. (26) 

Это важное неравенство было выведено в 1821 г. для (в другой 
терминологии) выдающимся французским математиком О. Коши 
(1789 — 1857), а для некоторых других случаев —в 1859 г. выдаю¬ 
щимся русским математиком В. Я. Бунякбвским (1804 — 1889) и в 
1884 г. немецким математиком Г. Шварцем (1843 — 1921). Поэтому 
разные авторы присваивают неравенству (26) разные комбинации 
из названных фамилий; встречались все восемь мыслимых комбинаций. 

Из неравенства (26), в частности, вытекает, что |х + у|^ = 
= (х + у, х-1-у) = (х, х)+2(х, У) + (У, у)^!х|2 + 21х11у І + ІУІ^, 
откуда 

ІХ + У ХІХІ + ІУІ. 

Это неравенство называется неравенством треугольника (почему?). 

Рассматриваются также евклидовы пространства над тюлем комплексных 
чисел (п. 17) или, короче, комплексные евклидовы пространства. В этом 

случае скалярное произведение двух векторов будет комплексным числом, 
а аксиома 14 заменяется на такую: (х, у)~(у, х)*, где звездочкой обозна¬ 
чается комплексно сопряженное число. Отсюда, в частности, вытекает, что 
(х, Яу) = (Я.у, х)* = [Я(у, х)]*=Х* (х, у). Легко проверить, что прочие утвержде¬ 
ния этого пункта остаются в силе. Основным примером является совокупность 
всех векторов в естественно определенном п-мерном комплексном числовом 
пространстве в котором скалярное произведение, взамен (24), определяется 
по формуле (х, у)=ХіУі-{-Х 2 Уі+-.. + Хпуп- 

21. Ортогональность. В евклидовом пространстве (/^) естест¬ 
венно вводится понятие угла между любыми векторами по формуле 

С08(хГу) = -|^ 1^у |. (27) 

В силу п. 7 для обычных векторов это определение приводит 
к обычному углу. Чтобы определение имело смысл, надо заметить, 
что в силу неравенства (26) правая часть равенства (27) обязательно 
по абсолютной величине не превосходит единицу. Если векторы 
X, у линейно зависимы, т. е. у = Хх, то из формулы (27) полу¬ 
чается, что (х, у) = 0°, если А,>-0, и (х, у) =180°, если А,<<0. Из 
оав нств (27) ко получить и боагн , что если соз (х, ѵ) = іі; 1. 
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то векторы X и у линейно зависимы; это мы предоставляем чи¬ 
тателю. 

В наиболее важном случае, когда 


(х, у) = 0, 


( 28 ) 


векторы X и у составляют угол 90°, или, как чаще говорят, 
являются ортогональными. Если хотя бы один из векторов х, у 
равен о, то равенство (28) обязательно соблюдается, поэтому нуль- 
вектор считается ортогональным любому вектору, хотя угол, кото¬ 
рый составляет нуль-вектор с любым заданным вектором, можно считать 
каким угодно. 

Совокупность векторов а, Ь,..., д называется ортогональной, 
если все эти векторы попарно ортогональны друг другу и-ни один 
из них не равен нуль-вектору. Такая совокупность всегда линейно 
независимая, так как, если равенство д = аа-|-рЬ-|-... помножить 
скалярно на а, мы получаем 0 = а (а, а), откуда а = 0; аналогично 
получаем, что и все прочие коэффициенты в правой части равны 
нулю, что невозможно. 

В конечномерном евклидовом пространстве наиболее удобно поль¬ 
зоваться ортогональным базисом, т. е. таким базисом, который одно¬ 
временно является ортогональной системой. В самом деле, если 
рц р 2 » • • •> Рп ~ такой базис, так что любой вектор х можно пред¬ 
ставить в виде X = аірі + а2р2 +.. • + а„р„, то для нахождения 
коэффициентов разложения умножим обе части скалярно на любой 
из векторов р*. В силу ортогональности получим, что(х,рй) = ай(рА, Ра). 
откуда 


«А 


(х. Ра) 
(Ра. Ра) 


(А=1. 2 ,..., п). 


(29) 


Для неортогонального базиса такой прием привел бы к системе п 
уравнений первой степени относительно п неизвестных « а - Формула 
(29) особенно упрощается, если векторы, составляющие ортогональ¬ 
ный базис, являются нормированными (п. 21), тогда в правой части 
знаменатель отсутствует. Ортогональный базис из нормированных 
векторов называется евклидовым базисом (ср. п. 9). 

В любом конечномерном евклидовом пространстве можно выбрать ортого¬ 
нальный базис. В самом деле, пусть, например, пространство (Я) четырех¬ 
мерно и Яа, Яз, Я 4 — какой-то базис в ф.). Положим р^^я^, р 2 =Я 2 + *^Рт 

и Подберем а так, чтобы (ра, рі) = 0; это даст (Яз + осрі, Рі)=0, т. е. 

— (Чз. Рі) (Рі. Рі)~^- Затем положим рз = Яз + РіРі+ Р 2 Р 2 и подберем Рі л 
так, чтобы (рз, рі) = 0 и (рз, р 2 ) = 0; это даст (проверьте!) Рі= — (Яз. Рі) (Рл, Рі) 
р 2 =—(Чз, Рг) (Р 2 . Рг) Наконец, полагаем р 4 = Ч4+7іРі + 72р2+7зРз и под¬ 
бираем коэффициенты уА так, чтобы (р 4 , рі) = 0, (р 4 , р 2 ) = 0, (р 4 , рз) = 0; это 
мы предоставим сделать читателю. Из линейной независимости векторов яа 
легко вывести, что все получающиеся здесь знаменатели отличны от нуля, 
и поэтому этот процесс ортогонализации можно довести до конца; векторы 
Рі> Р 2 > Рз. Р 4 образуют в (Я) ортогональный базис. 

Отсюда вытекает важное следствие об изоморфизме евклидовых про¬ 
странств. Пои том два е до ых поос оан а называются евклидово 
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изоморфными, если между ними можно установить линейный изоморфизм 
(п. 19), сохраняющий скалярное произведение, т. е. (х, у)^:^=(х', у');^' (бук¬ 
ва внизу указывает, в каком пространстве берется скалярное произведение). 
С точки зрения теории евклидовых пространств два евклидово изоморфных 
пространства неразличимы. Ясно, что два евклидово изоморфных простран¬ 
ства имеют одинаковую размерность. Однако аналогично п. 19 легко уста¬ 
новить и обратное, что два евклидовых пространства, имеющих одинаковую 
конечную размерность, евклидово изоморфны. Для этого достаточно в каждом 
из этих пространств выбрать ортогональный базис, состоящий из нормиро¬ 
ванных векторов (если ортогональные векторы пронормировать, то ортого¬ 
нальность не нарушится). Пусть это базисы рі, р 2 , ... , р„ и рі, рг ,...,рп ; 
тогда требуемый изоморфизм осуществляется по формуле а^р 1 -|-а 2 Р 2 +• • • 

• • • + <-> «іРі -Ь «гРг -Ь • • • + сс„рп-, в самом деле, если х = аіРі -Ь ... -Ь а„р^, 

У = РіРі+ ••• +Р«р„, то (X, у);?^аіРі-Ь ..4-а„р„=(х', у');?' (почему?). 
В частности, мы получаем, что каждое конечномерное евклидово простран¬ 
ство размерности п евклидово изоморфно пространству векторов в 
Аналогичное утверждение верно и для комплексных пространств. 

§ 7. Векторные функции скалярного аргумента 
и кривизна 

22, Переменные векторные величины. Вернемся вновь к обыч¬ 
ным векторам. Переменные векторные величины тесно связаны 

с переменными скалярными величинами, так как если, например, 

ввести в пространстве декартовы координаты и записать 

и = и^-^иу^Чги^к, (30) 

то видно, что всякое изменение векторной величины и сводится 
к изменению трех скалярных величин и^, Сделаем только 

несколько простых замечаний. 

Векторная величина и является бесконечно малой, и—>■ 0, если 
ее модуль и бесконечно мал, и —0; при этом направление вектора и 
может меняться произвольно и не обязано иметь предел. 

Векторное предельное соотношение и— у-з. (а — постоянный 

вектор) равносильно трем скалярным; Пу—^ау, 

Если при этом зфО, то и стремится к а как по модулю, так и 
по направлению. Теоремы о пределе суммы, произведения и т. п. 
(см. п. III.5) сохраняются вместе с доказательствами. Однако 
свойства пределов, связанные с неравенствами, на векторные вели¬ 
чины, конечно, не распространяются, так как векторные величины 
знаками неравенства соединять нельзя. 

23. Векторная функция скалярного аргумента. Векторная функ¬ 
ция скалярного аргумента и = і(/) получается, если каждому зна¬ 
чению скалярной величины і по определенному закону ставится 
в соответствие некоторое значение векторной величины и. Подобно 
началу п. 22, задание одной векторной функции равносильно зада¬ 
нию трех скалярных (обычных) функций, так как йд;=/д;(0» 
^^ѵ=/у{^) и 
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Понятие непрерывности векторной функции скалярного аргумента 
вводится так же, как и для скалярной функции. Затем 

и ={ (/)= 1іт ■гт= 1іт ^— /, ^ --- . 

д?->о 

Основные свойства производной (п. IV.4) переносятся вместе с их дока^^ 
зательствами; подчеркнем только, что в правой части формулы для про¬ 
изводной векторного произведения (и X = и' X X ѵ' надо сле¬ 
дить за порядком множителей. Переносится также ряд Тейлора (IV.52). 




Иногда применяется следующее свойство: если | и (/) | = соизі, 
то и' _]_ и. Действительно, условие можем записать так: и>и = ц2__ 
= сопзг, и, продифференцировав, получим и'*и + и-и' = 0 , 
2и'-и = 0, и' _[_ и. 

Чтобы придать геометрический смысл векторной функции ска¬ 
лярного аргумента, будем откладывать вектор и от некоторой 
фиксированной точки О пространства; тогда естественно и называть 
радиусом-вектором (см. п. 9) и обозначать буквой г, т. е. 

т = і(і). (31) 


При изменении і конец вектор г опишет в пространстве некото¬ 
рую линию (і) (рис. 172), так что (31) можно считать векторно- 
параметртеским уравнением линии (і). Впрочем, если ввести де¬ 
картовы оси, то от (31) легко перейти к скалярно-параметрическим 
уравнениям ... 

а; = ф(/), ^ = Ф(0, (32) 


той же линии; здесь правые части получаются в результате проекти¬ 
рования функции {(/) на оси координат. (Ср. параметрические 
Уравнения (11.10) линии на плоскости.) Обратный переход от (32) 
к (31) совершается по формуле г = ф (/) і + ф (/) і + х (^) к. Пере¬ 
менную і удобно истолковывать как время. Тогда линия (!) будет 
представлять собой траекторию движущейся точки. Эта линия на¬ 
зывается также годбграфом векторной величины и. 

Например, как показано на рис. 173, уравнение г —а + Ы, где 
а иЬ — постоянные векторы, определяет прямую линию и равномерное 
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движение по ней со скоростью Ь. Проектируя это уравнение на 
оси координат, получим параметрические уравнения прямой линии: 

у^Пу-^Ьуі, г = (33) 


В качестве другого примера рассмотрим уравнения винтовой линии. 
Эта линия получается в результате наложения равномерного перемещения 

параллельно некоторой оси и равномер¬ 
ного вращения вокруг этой же оси 
(рис. 174). Приняв в качестве Этой оси 
ось 2 и обозначив поступательную ско¬ 
рость через у, а вращательную через о), 
получим 

ЛС = і?С08Сй^, у=7?8ІПСй^; 2 — ѴІ 

или в векторном виде г=/?(со8й>< і-Ь 
+ 5ІП Ш к- 

Если переменная і получит при¬ 
ращение то точка М на ли¬ 

нии {I) перейдет в положение IV 
(см. рис. 172); таким образом, 

Дг = уИЛ^. Отношение Аг(Аі {вектор 
средней скорости), поскольку Аі — 
скаляр, также идет по прямой ЖМ Когда Аі^О, то Аг/А/—^г' — ѵ 
{вектор мгновенной скорости); но секущая ЖЛі^, будучи продолжена, 
при этом (т. е. когда Лі^— Ж), поворачиваясь около точки Ж, 

стремится перейти в касательную к траектории в точке Ж. Таким 
образом, мы видим, что вектор мгновенной скорости ѵ = (1г/с1і 
направлен по касательной к траектории, что, впрочем, хорошо 

известно из механики. Векторно-параметрическое уравнение каса¬ 
тельной, проведенной при некотором значении і = іо, имеет вид 
(см. рис. 173) 



Г = Го+Ѵо{І—Іо), 

где Го = І (^о); ^о = Г(^о). Это уравнение можно переписать так; 
Аг—Ж вместо Аг = А! для линии (і). Значит, замена А! на (іі 
означает переход от движения по линии (і) к равномерному дви¬ 
жению по касательной со скоростью, равной мгновенной скорости 
в рассматриваемый момент, как будто на движущуюся точку вдруг 
перестали действовать все силы. 

Согласно п. III.9 (пример 1) при А^—>0 


ІА8І 

1* 

^иі- 

йт 

—~ І1Ш 

Аг 

ІАг) 


Аз 1 

йз 

— 11111 

Аз 


= 1; |гіг1 = 1ЛІ: (34) 


А5 и (І8 берутся по абсолютной величине, так как эти величины 
могут быть как положительными, так и отрицательными. Таким 
образом, если за параметр вдоль {I) взять длину 5 дуги, отсчиты¬ 
ваемую от некоторой точки М^ этой линии, т. е. положить г = г( 5 ), 
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ТО производная йѵійз даст единичный вектор, направленный по ка¬ 
сательной к (I), т. е. орт касательной (см. п. 7). Этот вектор 

принято обозначать буквой т, т. е. 


йт 

йі 


йт й8 йт/йі 

- =ѵх: х= —— 

йв йі йв/йі 


(35) 


Отметим в заключение, что из формулы (34) вытекает выраже¬ 
ние для дифференциала дуги в декартовых координатах: 

йз — + \(іг \ = ±:\(і {х{-\- у\-\- гк)\ = 

= ± I с?л:і + (іу\ -{■ йгк I = ± У ах^ 4- а у^-\г . 


24. Понятия, связанные со второй производной. Так как 
{ г (5) I = 1 = СОП8І, ТО (см. начало п. 23) (іхійз _\_х. Таким образом, 
прямая рр (рис. 175), прове¬ 
денная через некоторую те¬ 
кущую точку Ж траекто- і 
рии (I) параллельно йхісіз, 
будет служить нормалью 
к {I), т. е. перпендикуля¬ 
ром к касательной И в 
точке М. Чтобы отличить 
ее от остальных нормалей 
(а в каждой точке линии 
в пространстве можно про¬ 
вести к ней бесконечное Рис. 175. 



число нормалей, которые 

заполняют нормальную плоскость), ее называют главной нор¬ 
малью в точке М к линии (/.). Модуль вектора йхійз называется 

кривизной линии (Ь) в точке Лі 



Рис. 176. 


и обозначается буквой к, т. е. 
йх\ . йх , 

^ ^ = « 11 , где п — орт главной 

нормали. 

Из рис. 176 виден геометрический 
смысл кривизны: 



Ат 

А5 


= Ип 1 


Аз 


о • со 
2 31П ~ 

— Ііш — - -= Ііт 

Аз 


а ^ 

аГ ’ 


в последнем переходе мы воспользовались свойством 4 п. ПІ.8. 
Таким образом, кривизна есть скорость поворота касательной в рас¬ 
чете на единицу длины пройденного пути. Заодно видно, что 
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вектор т'л, а с ним и п направлены в сторону вогнутости 
кривой. 


Дифференцируя первую формулу (35) по і, получим 


йЧ йѵ . йх 

Ж^^Ті ^ + ^ Ті 


Эта формула широко применяется в механике, так как если і является вре¬ 
менем, формула дает разложение вектора ускорения на тангенциальную, 
т, е, направленную по касательной, и нормальную составляющие', последняя, 
как видим, направлена именно по главной нормали. 

Таким образом, вектор йЧІйі'^, будучи отложен от точки М, обязательно 
лежит в плоскости, проходящей через касательную и главную нормаль, 

проведенные в этой точке; эта плоскость назы¬ 
вается соприкасающейся плоскостью к линии {I) 
в точке М. Из формулы Тейлора (ІѴ.50), приме¬ 
ненной к Т(^о + ДО> видим, что с точностью до 
величины третьего порядка относительно ли¬ 
нию (і) можно считать лежащей в своей со¬ 
прикасающейся плоскости. (Подобным образом, 
из формулы (IV.49) следует, что с точностью до 
величин второго порядка малости линию {Ц мож¬ 
но считать совпадающей со своей касательной.) 
Отсюда можно было бы сделать вывод, что со¬ 
прикасающаяся плоскость к линии (І) в точ¬ 
ке М — это плоскость, проходящая через три 
Рис. 177. точки линии (і), расположенные в бесконечной 

. " ’ близости от М (подобно тому как касатель- 

І 2 ф=~=^ (см. п. IV 9). пая—это прямая, проведенная через две беско- 
X нечно близкие точки линии). 



25. Соприкасающаяся окружность. Пусть линия (I) на пло¬ 
скости задана в параметрическом виде (см. п. II.6): х = х{і)\ 
у — у{і). Тогда из рис. 177 следует, что ее кривизна к в любой 

йагсі^ ~ 

текущей точке равна к= ^—- і где точкой сверху 

обозначается производная по параметру. Пользуясь выражением 
для (І8 из конца п. 23 и проводя преобразования, получим 


1 их — ух 


йі '.у (іх'^ йу^ = 


• {ух—ух) йі 


: х^-^-у"^ йі= ^ 


'ух—ух\ 

(І2+у2)*/. • 


В частности, если уравнение линии дано в виде у=/{х), т. е. за 
параметр взят сам л:, то у = у', у = у",х = \,х = 0 а 




(37) 
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Из рис. 178 видно, что для окружности 



= Гші 

Аф 

- Ііт - 

1 

йз 

Аз 1 

і?Аф 





(38) 


т. е. кривизна постоянна и обратна радиусу. Из плоских кривых 
только у окружности и у прямой кривизна постоянная; ‘ у прямой 
она равна нулю. 

Возьмем произвольную точку М на линии (I); окружность (К), 
проходящая через М, имеющая там такую же касательную и такую 
же кривизну, что и (7.), и выгнутая в ту же 
сторону, что (7.), называется соприкасающейся 
окружностью {(.{кругом кривизны») жля линии (I) 
в точке М (см. рис. 177). Ее радцус назы¬ 
вается радиусом кривизны, а центр называет¬ 
ся центром кривизны линии {Ь) в точке М. 

Согласно формулам (36) —(38) 




1 


1 


к. 


сопр. окружи 


^линии(Е) 

I ух — ухі 


йз 

ІУ"! 


(39) 



Рис. 178. 

Л5 = і?Лф. 


Линия (^) вблизи М весьма тесно прилегает к своей соприкасающейся 
окружности. С помощью формулы Тейлора (IV.50) можно было бы вывести, 
что с точностью до величин третьего порядка относительно линию (^) можно 
считать совпадающей со своей соприкасающейся окружностью. Отсюда в свою 
очередь можно вывести, что соприкасающаяся окружность —это окружность, про¬ 
ходящая через три бесконечно близкие точки линии (Ь). Последнее определе¬ 
ние пригодно и для пространственных линий; из него, в частности, сразу 
следует, что соприкасающаяся окружность лежит в соприкасающейся 
плоскости. 

Точки кривой, в которых кривизна имеет экстремальное значение (но 
не точки перегиба!), называются вершинами этой кривой. Например, для 
эллипса с параметрическими уравнениями х=:асо&і, у = Ьѣіпі 


I (— &8ІП і){ — а 8ІП і) — {Ь С 08 о (—а созО' 
[(—а 5ІП і)^-\-{Ь С 08 


аЬ 

(а^ 5 Іп2 ^008^ 


Однако знаменатель имеет экстремальные значения при ^ = 0, я, — 

и т. д. (проверьте!). Поэтому вершинами эллипса в новом смысле являются 
те самые вершины, которые были определены в п. 11.10. Радиус кривизны 
в вершинах равен Ь^/а в точках пересечения эллипса с осью х и а’^/Ь в точ¬ 
ках пересечения с осью у. Этот результат применяется для приближенного 
построения эллипса: циркулем наводятся круги кривизны в вершинах 
(рис. 179), после чего переход от одного круга к другому осуществляется 
с помощью лекала. На рис. 179 для простоты показана только четверть 
эллипса; показано также построение радиусов кривизны в вершинах. 

Для нахождения координат т) центра кривизны линии {Ь) в точке М 
Положим, что эта линия в М выпукла вниз, т. е. у" > О (см. п. ІѴ.20), как 
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на рис. 177. Тогда 

г— п.:.. . п (І+У'У- 1І„ . 

у" Ѵі+у'^ 


'П = У + ^ со8ф = г/ + і? 


= У + 


/І + ІВ^ф 

,(1+!/'Ѵ- 1 „ , ' + У' 


— —1/4-—^ 


Эти же формулы получаются, если у” < 0. Переход (проделайте его!) к про¬ 
изводным по параметру дает 

^ У(-^^+У^) .•^(•^^+У^) /.,ѵ 

1 = Х— ^. Лг ; Т] = г/ -{- . - л . ■ . ■. (41) 


ух—ух 


ух—ух 


26. Эволюта и эвольвента. Геометрическое место {Г) центров 
кривизны линии {Г) называется эволютой этой линии; в свою 

очередь линия называется 



эвольвентой по отношению 
к своей эволюте, т. е. если 
{Г) является эволютой ли¬ 
нии (/.), то (/.) является 
эвольвентой линии {Г) и 
наоборот. Можно доказать, 
что эволюта связана с 
эвольвентой следующим об¬ 
разом: 

1) если М —любая точ¬ 
ка эвольвенты, а М —со¬ 
ответствующая точка эво- 


Рис. 179. 


люты, т. е. АІ является 


центром кривизны линии (Г) 


в точке АІ, то прямая АІАІ служит не только нормалью к эволь¬ 
венте, но и касательной к эволюте (рис. 180); 

2) если точка АІ движется по эвольвенте, то изменение радиуса 
кривизны равно длине дуги эволюты между соответствуюи^ими центра¬ 
ми кривизны (рис. 181). 

Из этих свойств следует, что эвольвента (от латинского еѵоіѵо, 
что значит «развертываю», «разворачиваю») получается в результате 
сматывания натянутой нити с контура, имеюи^его форму эволюты. 
Особо важное значение имеет эвольвента (развертка) окружности, 
так как профили подавляющего большинства зубьев у зубчатых ко¬ 
лес очерчены с боков дугами этой эвольвенты. 
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Если уравнение линии (I) дано в параметрическом виде д: = а: (/),«/ = у (/), 
то параметрические уравнения ее эволюты ^==^(0, (где ^ и Т) откла¬ 

дываются по тем же осям, что х и у) получается из формул (41), если в них 



Рис. 180. 

{Ь) ~ эволюіа; {^) — эвольвента. 


Рис. 181. 


Для доказательства указанных двух свойств продифференцируем начала 
равенств (40), справедливые, если </ф/(І5>-0: 

= 8ІП ф— /?созф(іф; = (іг/ + созф — /?зіпфс(ф. (42) 

Однако согласно формуле (39) 

( 1 $ 

йх =соз ф = ^- соз ф </ф = /? соз ф і?ф, аналогично йу=К зіп ф сіф. (43) 

Подставляя (43) в (42), получим 

й\ = —йК зіп ф; = соз ф; (44) 


тот же окончательный результат получается, если ^ф/</5 < 0. 

йх[ 

Из формул (44) прежде всего следует, что ^ = — сІ 2 ф= — 
Это значит (см. задачу 5п. И.9), что каса- 


1 

йуійх * 


тельная к эвольвенте в любой ее точ¬ 
ке 7И и касательная к эволюте в соот¬ 
ветствующей точке М взаимно перпенди¬ 
кулярны (см. рис. 180), откуда и следу¬ 
ет первое из двух указанных выше 
свойств. 

Из формул (44) получается также 
Отсюда (см. конец п. 23) 
следует, что (ІЯ — ±сІ8, где з — длина 
дуги, отсчитываемая вдоль эволюты. 
Значит, і (^? + 5)==0; + з — сопзі; 

/? = С ± з; = ± Дз; | Д/? | — [ Дз |. Этим 



доказывается и второе из указанных Ж ^ 

свойств эволюты и эвольвенты. ^ 


Можно показать, что вершинам ли- Рис. 182 

НИИ (см. п. 25) отвечают точки возврата 
ее эволюты (рис. 182). Например, у эво¬ 
люты эллипса четыре точки возврата. Если линия в какой-либо точке имеет 
нулевую кривизну (так, в частности, обычно бывает в точках перегиба), то 
соответствующая точка эволюты уходит в бесконечность. 
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в качестве примера найдем эволюту циклоиды [см. формулы (11.12), в ко¬ 
торых вместо ф надо писать і]. Здесь 

х = Н{і — 8 ІП 0 ; х = 1^{1 — С 08 /); х = ІІ8ті; 

у = ІІ {I—сов іу, у=>1^&іпі; у = /?соз^, 

ух — у Х = /? СОЗ^ •/? (1 — С08 І) — 8ІП ЗІП ^ (1 — С08 І). 


По формулам (41) получим 


1 = 1^ (^— 8ІП І) 


5ІП (1 — С08 І) 

— (1— С08 І) 


= /? (^-]-8ІП іу 


аналогично ті=^і?(1 — соз/). Если обозначить ^ = я-]-т, то получим 
1 = 1 ^ [л-]-Т-]-8ІП (л-}-т)] = /? (т — 8ІПТ)-]-л/?; 

Г)= — [1 —соз(л-]-т)] =/? (1 —созт) — 2/?. 

Так как л/? и 2/? — константы, то, сравнивая с формулами (II. 12), видим, 
что эволюта циклоиды— это циклоида тех же размеров, но сдвинутая относи¬ 
тельно первой на л/? вдоль оси и на —2/? вдоль оси у. Этот результат 
применяется в механике. 



ГЛАВА VIII 


КОМПЛЕКСНЫЕ ЧИСЛА И ФУНКЦИИ 


Комплексные числа широко применяются в современной математи¬ 
ке и ее приложениях. Оказывается, что многие соотношения между 
вещественными (действительными) величинами удобно получать, ис¬ 
пользуя по пути комплексные числа и комплексные функции. 


§ 1. Комплексные числа 


1. Комплексная плоскость. Определение комплексных чисел из¬ 
вестно из средней школы: комплексным числом называется агрегат 
вида 

г = х-\-іу, ( 1 ) 

где X и у — вещественные числа, а і — мнимая единица, удовлетво¬ 
ряющая равенству —1. При этом х называется вещественной 
частью, а у — мнимой частью числа г, что записывается так: лг = Ке 2 ^, 
^ = 1т2^. (Иногда мнимой частью числа 2 ^ называют все произведение 
іу, что более естественно, но менее удобно.) Два комплексных чи¬ 
сла равны тогда и только тогда, если равны их вещественные, а так¬ 
же мнимые части: если = х^-\- іу^, 2^2 — -^2 + ^о равенства 


2^1 =: 2^2 ^ 


лГі-лГз, I 
Уі — У2 ^ 


( 2 ) 


равносильны. Таким образом, о^но «комплексное равенство» равносиль¬ 
но двум вещественным. Знаками неравенства комплексные числа 
соединять нельзя, т. е. неравенств вида 2 ^^>» 2^2 существует. 

Комплексные числа изображаются на плоскости. Для этого вы¬ 
бирают систему декартовых координат х, у, после чего любое чис¬ 
ло вида (1) изображается точкой М{х; у). Такая плоскость услов¬ 
но называется комплексной плоскостью, хотя, конечно, все точки 
на ней имеют вещественные координаты. При этом часто для со¬ 
кращения вместо «точка, отвечающая числу х-\-іу» говорят просто 
«точка х-\-іу» (рис. 183). 

Вещественные числа являются частным случаем комплексных, 
если в формуле (1) положить у = 0 ', они изображаются точками на 
вещественной оси, т. е. оси х. Комплексные невещественные числа 
называются мнимыми', таким образом, всякое комплексное число 
является либо вещественным, либо мнимым. Если у комплексного 
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числа вещественная часть отсутствует (равна нулю), то оно называется 
чисто мнимым; такие числа изображаются на мнимой оси, т, е. оси у. 
На комплексной плоскости часто рассматриваются также поляр¬ 
ные координаты (см, рис. 183 и п. П.З); они называются модулем и 



аргументом комплексного числа г и 
обозначаются р = \г\, ф = аг^ г. Как 
известно, р = л; = рсо5ф, 

^ = р 8ІП ф, откуда в силу (1) 

2^=Р (СОЗф + іЗІПф), (3) 

Таким образом, любое комплексное 
число можно записать в тригоно¬ 
метрической форме (3). Модуль лю¬ 
бого комплексного числа имеет 
вполне определенное значение, тог¬ 


Рис, 183. 


да как аргумент определен с точ¬ 
ностью до целого числа полных 


оборотов; например, |г 1 = 1, Аг^/=.^ + 2/гя (А; =1 о, ±1, ±2 ,...). 

Здесь под Аг^ понимается общее значение аргумента, составленное 
с учетом возможности любого числа полных оборотов; в отличие от 
этого главное значение аг^ берется в интервале — 180°<Саг^^ 180°, 
Числу 2 = 0 может быть приписан любой аргумент, 

2. Алгебраические действия над комплексными числами. При 


сложении комплексных чисел складываются их вещественные части, 
а также их мнимые части. Если 


сравнить это правило с правилом 
сложения векторов [см, формулу 
(VII, 10)], то видно, что комплексные 
числа складываются и вычитаются, 
как векторы (рис. 184). Отсюда, 
в частности, следует, что 

1 - 2^1 + - 2^2 1 ^ 1 - 2^1 I + I - 2^2 I • 

Аналогично проверяется, что ком¬ 



плексные числа множатся на ве¬ 


Рис. 184. 


щественные, как векторы на ска¬ 
ляры. На основании этих свойств комплексные числа часто истол¬ 
ковываются как векторы в комплексной плоскости. Переход от изо¬ 
бражения комплексных чисел векторами к изображению точками на 
плоскости очевиден; надо вектор отложить от начала координат, 
тогда его конец окажется в соответствующей точке. 

Умножение комплексных чисел совершенно отлично от умножения 
векторов. Если воспользоваться тригонометрической формой 


= Рі (соз Фі + і зіп фі), ^2 = Рз (соз Фа і зіп фд), 
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то произведение г = г-^^-г^ можно записать в виде 

2 = Р (С08ф 4-І 8ІП ф) = Рі (С08ф^-|-/ 8ІП ф^) рд (С08ф2Ч-І 8ІП фд) = 

= р^рз [ С08 Фі С08 Фз -Ь І С08 ф^ 8ІП фд -|- І 8ІП ф^ С08 фд — 8ІП ф^ 8ІП фд] — 

= Рір2 [С08 (Фі + Фг) + ^ (фі + фд)]. 


Таким образом, 


Р=Рір2- Ф —Фі + Ф2> 

т, е. 

I 2^12^2 і = кі I • і ^2 !. АГ§ (2^1.2^2) = АГ^ 2^1 + Аг^ ^д; 


при умножении комплексных чисел их модули перемножаются, а 
аргументы складываются. Отсюда при обратном действии, делении, 


Ѣ. 

22 




:Аг^2:і— Аг^2:2. 


Особенно интересно умножение комплексного числа на і: так как |/] = 1, 

аг§ і , то I (2 I — I 2 [, Аг§ іг = Аг§ 2 + ^ ; значит, вектор іг получается 

из вектора г поворотом в положительном направлении на 90°. 

Правило умножения комплексных чисел автоматически распространяется 
на любое число сомножителей. Если, в частности, взять все сомножители 
равными, то получаем 

[р(С08ф+/8ІП ф)]” = р” (С08 Пф+ І 8ІП Пф) (п = 2, 3, . . .); 
если же положить р=1, получим формулу 

(С08 ф + г 8ІП ф)" = С08 Пф + / 8ІП Пф, 

названную формулой Муавра по имени английского математика А. Муавра 
(1667—1754), нашедшего ее в 1707 г. 

Формулу Муавра можно применить для выражения тригонометрически» 
функций кратных дуг; например, положив п — 3, получим 


(С08ф + І 8ІП ф)® = С08®Ф+ гЗ СОЗ^Ф 8ІП ф — 

— 3 С08ф 8Іп2ф — I 8ІпЗ ф = С08 Зф-}-/ зіп Зф^ 

т. е. согласно формуле (2) 

С08 Зф = С08®ф — 3 С08 ф 8Іп2 ф, 8ІП Зф = 3 С08^ ф 8ІПф — ЗІЯ^ф. 

Конечно, при этом надо иметь в виду таблицу степеней числа і: 

—1, із_ — 1 ^ і^=1, і^ — і, 1 ^=^—1 и т. д. Отметим, кстати, что 

Переходим к извлечению корня из комплексных чисел. Если 2 = 
= р (со8ф + / 8ІП ф) дано, у /2 (со8ф + / 8Іпф) ищется, то по оп¬ 

ределению корня 2 = ш" — г"(со8пф + і 8Іппф). Сравнивая с предыдущим 
выражением для г, получим (см. конец п. 1); 

г“ = р, пф = ф-]-2йя {к —любое целое). 

Так как г и р—положительные числа, то г = Р )об> ф — ^ , где под 
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понимается «обыкновенный» (арифметический, положительный) 
корень из положительного числа. Таким образом, 


ІѴ1=) 


ф4- 2ЙЯ , , . ф4-2йя\ 

^ , соз 3—;-^ I зш - . 

об V п ' « / 


Придавая к значения О, 1, 2, ..., мы будем получать возможные значе¬ 
ния для корня щ, щ, щ, ... Однако при к — п получится 

^(і^)об [соз(-^+2л)+/8Іп(-^+2я)^ 

^(Ѵ~^)о 6 (с 08 |-+/ 8 ІП-^]=®і. 


Аналогично, ш„+ 2 -—Шз и т, д.; при отрицательных к также не будет ничего 
нового: при к— —1 получится то же, что прий = п — 1, и т. д. Окончательно, 

[ур (С03ф+/ 8ІП ф)]й+і = 

^іі/~р)о6 (соз ^^^^^ + г зіп ік = 0, 1, .... п-1). (4) 


В частности, мы видим, что корень п-й степени из комплексного числа 
имеет п различных значений', единственным исключением является число 
2 — 0 , все корни из которого равны нулю. 

Например, так как 2/ = 2 ^соз-^ + г зіп-^^, то 

_ _ ( ^-\- 2 кл ~+ 2 кЛ 

2=(/ 2)об \^соз-2- Ьгзіп -2-/ (^ = 0, 1), 

откуда легко сосчитать (}^2/)і = 1 + г, (}^2/)а=—1 — і. 

Другой пример: так как 1 = 1 (созО + і зіп 0), то 

{1/^)і,г,з={У~)о6 + № = 0 , 1 , 2 ), 

откуда (^Т), = 1.(^Т),= -1+гІ^, в 

данном случае один из корней получился обычный, вещественный, а два 
других — мнимые. 

Геометрический смысл формулы (4) показан на рис, 185, где принято п = 5. 

3. Сопряженные комплексные числа. Сопряженным к числу 
г = х-\-іу называется число 2 * = л:— іу, часто вместо г* пишут 
также г. Простые свойства сопряженных чисел таковы: 

1 ) {^2^)* = {х~іу)*^{х-\-і{~у)\^=^х — і{ — у)^х-\-іу=^г,тх. 

числа г ѵі г* являются взаимно сопряженными; 

2 ) 2 + 2 :* = 2 Ке 2 :, г — г^~2 і\тг', 
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3) — г в том и только том случае, если г вещественное; 

4) гг* = {х—іуі) {х-\-іу)=^х^-\-у^ = \г\^\ 

5) | 2 ^*| = ] 2 ^|, кг^г*= — кх^г, т. е. точки г \і симметричны 
относительно вещественной оси; 

6 ) ( 2 ^ 1 + 2 ^ 2 )* = ■ 2 ^ 1 + 2 ^ 2 , так как 

( 2^1 + 2 ^ 2 )* = (■^1 + ^Уі + ■^2 + ^" і / 2 )* -- [-^1 + ■^г + ^ ~ 

^ “Ь '^2 ^ (^1 ~Ь У'г) ~ ^і/і) “Ь (-^г ^"і/ 2 ) ~ ^2І 


7) = 2 x 22 , что проверяется аналогично свойству 6).- 

Если в свойстве 7) вместо 2і подставить 


Ік 

22 


получим 2 , 


откуда 


8 ) 





ік \ 


\і5 1 ^ 

V V 

\ у 



Рис, 

. 185. 


Свойства 6) и 7) автоматически рас- 
пространяются на любое число слагае¬ 
мых или сомножителей. Отсюда 

( 2 ^" + іг'”)* = ( 2 ^")* + ^ 

—^(-2*)"* ит. д. 

Вообще, чтобы перейти от любого ра¬ 
ционального выражения, содержащего лю¬ 
бое количество переменных и коэффициен¬ 
тов, к сопряженному выражению, нужно каждую переменную и каждый коэф¬ 
фициент заменить на сопряженную величину. Можно показать, что это правило 
справедливо не только для рациональных выражений, но и для иррациональ¬ 
ных, для сумм степенных рядов и т, д. Отсюда следует, что любое равенство 
между комплексными выражениями описанного вида остается справедливым, 
если в этом равенстве всюду і заменить на — і, так как при этом мы перей¬ 
дем от равенства комплексных чисел к равенству сопряженных чисел. Поэтому 
числа і и — і алгебраически неразличимы", в частности, оши бочным является 
распространенное мнение, что / = V-и -/-->^-1 , на самом деле 
Ѵ' — 1 имеет два значения: ± I. 

Сопряженные числа применяются, в частности, если в дроби вида 

22 

= —надо отделить вещественную часть от мнимой. Для этого умно- 
ЧЛ-іУі 

жают числитель и знаменатель на 2 *, после чего знаменатель становится ве-. 
щественным и требуемое отделение легко осуществить. 

Например, 


Не 


2 + І5 
3-г2” 


(2+^5)(3 + /2) 
^ (3 — /2)(3-і-/2) 


6 + ^4 + Л5— 10 
Ке- ^3-= 


(■- 



іВ 

13 


4 

13’ 
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4. Формула Эйлера. Перейдем к трансцендентным действиям над 
комплексными числами. В п. IV. 16 мы видели, что для вещественных х 

6 "^= 1 + • (5) 

Если вместо х поставить г, получим определение экспоненты с ком¬ 
плексным показателем: по определению 

( 6 ) 

В п. ХѴП.14 мы увидим, что это определение имеет смысл для 
всех 2 , а также что при этом сохраняется основное свойство экспо¬ 
ненты; 

= (7) 

Формулы (6) и (5) показывают, что в частном случае, когда г 
вещественно, это новое определение совпадает со старым; вообще 
всякое новое определение не должно противоречить уже установлен¬ 
ным фактам. В то же время формула (7) подтверждает целесооб¬ 
разность именно данного определения е^. 

Подобным образом можно стандартным способом определить для 
комплексных значений аргумента функции, первоначально заданные 
лишь для вещественных значений аргумента. Для этого надо задан¬ 
ную функцию /{х) разложить в ряд Тейлора (п. IV. 16) по степеням 
X или степеням X — а, где а — какое-либо вещественное число, после 
чего заменить д: на 2 ^ и обозначить сумму полученного ряда через 
/{г). Так, подобно (6), получаем на основе формул (IV.56) и (IV.57) 
для комплексных г 

2 ® 2 ^ 2 ^ 

8ІП 2^ 2 ‘ ' ■’ 

2 ^ 2 ^ 2 ® 

С08 2^= 1 —- 

И т. д. При ЭТОМ, как мы увидим в п. XVII,14, все основные фор¬ 
мулы, имеющие характер тождественных равенств и справедливые 
для вещественных значений аргумента (такие, например, как 
8 ІП (— д:)^ — 8ІПД:, зіп^ д:-)-со8^ д:= 1 и т, п.), остаются в силе и для 
комплексных его значений. 

На основе приведенных формул вскрывается глубокая связь по¬ 
казательной функции с тригонометрическими. Именно, если в (6) 
подставить І 2 вместо 2 , мы получим 

(1--щ-““ 

-Ь ...) = ( 1-4-+ 


§ ч 
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Отсюда с помощью (8) и (9) выводим очень важную формулу Эйлера 

е^^=соѣг-\-іѣ\пг. ( 10 ) 

Применяются также формула 

— е* = соз (— 2 )-\-і зіп (— г) = со5г— і зіпг 
и вытекающие из нее и (10) формулы 


С05 2^ = 


2 


8ІП2^ = 



(И) 


Все эти формулы были найдены Эйлером в 1743 г. 

Из формулы Эйлера (10) на основе свойства (7) получаем выра¬ 
жение для экспоненты с любым комплексным показателем 


= = (соз у-\-і зіп у). (12) 


Сравнение с тригонометрической формой (3) показывает, что 

\е’^\ — е^, ~ у-\-2кл. (13) 


В частности, видно, что всегда |е^|>0, т. е. е^фО. Если в фор¬ 
муле (12) вместо писать г, то на основании (13) получим 

г — \г \ (соз аг^ г-\- і зіп аг^ г) = 1г1е‘ ^''8 ^ = ре''*’. 


Такая «показательная форма» комплексного числа бывает удобна 
для выполнения над ним алгебраических действий. 

Из формул (И) вытекают соотношения между тригонометриче¬ 
скими и гиперболическими (п. 1.28) функциями; соз 2 ^ = с1і/>, зіп 2 ^ = 

= т. е, 5І1 = г зіп 2 ^. Отсюда, подставив іг вместо г, получим 

также соз іг = сЬ 2 , зіп іг = і зіі 2 . 

В этом состоит причина глубокой связи между указанными функ¬ 
циями, о которой мы говорили в п. 1,28 и на основе которой можно 
переходить от соотношений между тригонометрическими функциями 
к соотношениям для гиперболических функций и обратно. (Получите 
основную связь между с 1 і 2 и ЗІІ 2 , подставив іг вместо г в формулу 
СОз2 2 -І-ЗІП^ 2 = 1.) 


с помощью формул (11) легко получить также выражения степеней си¬ 
нуса и косинуса через тригонометрические функции кратных аргументов; 
например, 


С08® X = 




~1‘ЗХ 


8 

+ 3 , созЗдс З'созх ,, 

- ^ -+ -3 (е'^+е '^) = —^-1—^ (14) 


и т. п. Такое преобразование применяется при интегрировании. 



226 


КОМПЛЕКСНЫЕ ЧИСЛА И ФУНКЦИИ 


[гл. ѴШ 


5. Логарифмы комплексных чисел. Определение «.комплексных логарифмову> 
дается такое же, как вещественных: логарифм числа г — это число ѵг), для 
которого 2 = е“'. Чтобы найти, чему равен такой логарифм, обозначим 

2 —р (со8ф+/ 8ІП ф), т)=и-{-іѵ. 

Тогда из формулы (12) получаем 

р (С08ф4-/ 8ІП ф) = 2 = е'“' = е“(С08 04-( 8ІП ѵ). 

Отсюда, так как и я ѵ вещественные, 

е“ = р, т. е. и = \пр, о = ф-1-2/гя (к — целое), 

где под Іп р понимается «обыкновенный», вещественный логарифм поло¬ 
жительного числа. Итак, 

Тп 2 = а) = цф-ш — Іп р-|- гф-|-/2йя = ]п ( г ( +/ Аг§ 2 , 

где под понимается совокупность всех значений логарифма. Итак, лога¬ 
рифм комплексного числа имеет бесконечное количество различных значений. 
Единственным исключением является число «нуль», которое не имеет лога¬ 
рифма; можно условно написать, что ЕпО— — ооф-ш, где ѵ — произвольное. 

Так как вещественные положительные числа — это частный случай ком¬ 
плексных, то и их логарифм имеет бесконечное число значений, из них одно — 
«обыкновенное», вещественное, а остальные — мнимые. Например, 

Еп 1 =]п 1 ф-Юф-/2йя = /2/гя (^ = 0, ±1, ±2, ...); 

при к~^ получаем старое значение Іп 1 = 0, но также за логарифм 1 можно 
принять г2я, —/2я, /4я и т. д. Проверим это еще раз: 

е'2*’' = со8 2йя-|-/ 8ІП 2йя = 1ф-і0 = 1 (й==0, ±1, ±2, ...). (15) 

Отрицательные числа также имеют логарифмы, однако все их значения мни¬ 
мые. Например, Еп (— \)~іл {2к-\-\) (проверьте!). 

С помощью логарифмов определяется возведение комплексного числа в лю¬ 
бую комплексную степень: 

2 ^. _ (^Ьп гі) 2 * _ ^ 2 , Ьп 2 і^ 

причем правая часть вычисляется по формуле (12). Так как логарифм имеет 
бесконечное число значений, то и вся степень имеет, вообще говоря, беско¬ 
нечное число значений. 


§ 2. Комплексные функции от вещественного аргумента 

6. Определение и свойства. Иногда приходится рассматривать 
такие функции, для которых хотя независимая переменная веиі,ест- 
венна, но сама функция принимает комплексные значения. Приме¬ 
рами могут служить 

1) 2) г — Ме^^ {р=а-\-ш) и т. д.; 

здесь независимая переменная обозначена буквой /, а функция — бук¬ 
вой 2 . Если разложить значение функции на вещественную и мнимую 
части, 2 = х-{-іу, то каждая из этих частей будет функцией /; так, 
в приведенных примерах получим (проверьте, считая М вещественным!) 

1) х = і^ — 3/, у = 3і^ —1; 2) л: = Же'** соз у = Же“*8іп©^. 
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в общем случае, если 

2^ = /(0 = ф(0 + /^(0, (16) 

то мы получаем 

•^ = Ф(0, і/='і1?(0; (17) 

обратно, от (17) можно перейти к (16). Таким образом, задание 
комплексной функции от вещественного аргумента равносильно зада¬ 
нию двух обычных, вещественных функций от того же аргумента. 
Эта картина совершенно аналогична заданию векторной функции от 
скалярного аргумента (п. VII.23); аналогия станет еще большей, 
если истолковывать комплексные числа как векторы (п. 2). 

В результате теория комплексных функций от вещественного 
аргумента не имеет существенно новых черт по сравнению с теорией 
вещественных функций. В частности, определения непрерывности, 
производной и т. п. переносятся без изменений. При этом, как вы¬ 
текает из рассмотрений п. XVII. 14, все формулы дифференцирования 
сохраняются, например, 

[(/ +О®]" = 6 (/ +0^, {МеР^у = Мре^^ и т. п. 

Изображается функция (16) линией в комплексной плоскости с пара¬ 
метрическими уравнениями (17). 

При применении функций вида (16) надо иметь в виду следующие 
очевидные свойства: 

если комплексные функции складываются, то и их вещественные 
части складываются, а также их мнимые части складываются; 

если комплексная функция умножается на вещественную посто¬ 
янную или вещественную функцию, то вещественная и мнимая части 
получают тот же множитель; 

если комплексную функцию продифференцировать, то над ее ве¬ 
щественной и мнимой частями произведется то же действие. 

Формулами эти свойства можно записать так: 

1 ^е[/і(/)+/ 2 ( 0 ] = Ке/і(/) + Ке/ 2(0 и т. д. (проделайте это!). 

Эти свойства дают возможность, вместо того чтобы производить 
указанные действия над вещественной или мнимой частью, осуще¬ 
ствить эти действия над всей комплексной функцией, а от результата 
взять вещественную или соответственно мнимую часть. Замечательно, 
что такой переход к комплексным величинам с обратным переходом 
к искомым вещественным величинам может оказаться проще и нагляд¬ 
нее, чем непосредственные действия над вещественными величинами. 

Применяется также функция 
Ьп [^ —(а4- Ф)] = 1п I ^ — а — Аг§ [і — а — іЬ] = 

где значение целого числа к еще надо выбрать. 
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7. ІТрименение к описанию колебаний. Функцию 

со8((о<-1-а) + /уѴІ 8Ш (со<-|-а) (М>0, со>0) (18) 


удобно применить для исследования гармонических колебаний (ср. п. 1,29)- 
Для этого надо заметить, что величина (18) имеет модуль М и аргумент 
т. е. она представима вектором постоянной длины, который равно¬ 
мерно вращается с угловой скоростью со. 

Рассмотрим, например, наложение колебаний, происходящих с одинако¬ 
вой частотой. Пусть надо сложить две величины; (^) — уѴІібіп (со^ + аі) и 

«2 (^) = уѴІ2 8 Ігі (со^ + Оа). Для этого введем 



соответствующие комплексные величины 
і/і (О = Л^іе' и (/2(0 = Л^ 2 е'+ Ч 
у которых «1 и «2 будут служить мнимыми 
частями. Векторы Ѵі (і) и (і) равно¬ 
мерно вращаются с угловой скоростью со; 
значит, и вектор і/і (^) +(/а (О Р^^иомерно 
вращается с той же скоростью и потому его 
можно представить в виде (18). Чтобы най¬ 
ти уѴІ и а, достаточно рассмотреть картину 
в момент ^ = 0 (рис. 186); из нее, проекти¬ 
руя Ііа оси координат, получим 


Рис. 186. 


уѴІ со8а= уѴіі собйі-І-уѴІа соеаа, /ід^ 
уѴІ 8ІП а=уѴІі 8ІП аі-і-уѴІ2*5іп Од. ‘ ' 


Взяв мнимую часть от V ((), мы приходим окончательно к выводу, что 
“і (0 + ^2 (0 — где М и а находятся из равенств (19) (найдите 
их и объясните формулу для М с помощью рис. 186). 

Аналогичный результат получается при наложении любого числа гармо¬ 
нических колебаний, происходящих с одинаковой частотой. О наложении 
колебаний различной частоты бѵлет сказано в 

п. XVII.23. - СЮ— ^ 

Преимущество экспоненты (18) перед тригоно- | 

метрическими функциями особенно проявляется при 1 

дифференцировании: Л 

= + = (20) 


В силу п. 2 получается вектор, также равномерно 
вращающийся с угловой скоростью со, но опережаю¬ 
щий и на 90° и имеющий модуль, в со раз больший. 
При дальнейших дифференцированиях эти поворот 


Рис. 187. 


и растяжение повторяются. 

Покажем применение функций вида (18) к расчету установившегося тока 
в цепи с активным сопротивлением и индуктивностью (рис. 187), если к цепи 


подключен источник напряжения, меняющегося по гармоническому закону 
Ф = Фо зіп (( 0 ^- 1 -р). При этом в цепи возникает ток, также меняющийся по 
гармоническому закону / =/о 8Іп (со^ + а), однако /о и а нам заранее не 
известны. Приравнивая ф сумме падений напряжений на /? и ^ на основе 


известных в физике законов, получаем основное уравнение задачи /?/ +А 


йі 


= ф. 


Введем понятия комплексного напряжения и комплексной силы тока по 
формулам Ф = фое'У —/об'«настоящие» напряжение и сила тока 
служат мнимыми частями этих выражений. В силу свойств, описанных в п. 6, 

для получения у надо решить уравнение а от ответа взять 
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мнимую часть. Согласно формуле (20) получаем 


т. е. ] = 


( 21 ) 


Мы видим, что индуктивность ^ можно истолковать как некое сопротивление, 
численно равное ^а)^; это значение называется кажущимся сопротивлением 
импедансом элемента Записав (/?-[-^а)^)“1 в показательной форме 
^е~^^, из (21) получим (проверьте!) 

/о = /-фо = (ро(/?2 + о)2І2)-Ѵ*^ агс1§^. (22) 

(Попробуйте получить,вектор /об'“ = «/1/=о на основе первого равенства (21) 
с помощью геометрического построения, из которого и вывести формулы (22).) 


§ 3. Понятие о функциях комплексного переменного 

Теория и приложения комплексных функций от комплексного 
аргумента содержат много принципиально нового по сравнению 
с функциями вещественного аргумента. Эта теория составляет содер¬ 
жание многих полезных книг, из которых для первоначального озна¬ 
комления можно избрать [39], [43, т. 3, ч. 1], [49]. Мы приведем 
здесь лишь несколько простых фактов, непосредственно примыкающих 
к остальному материалу книги. 

8. Разложение многочлена на множители. Рассмотрим целую 
рациональную функцию от г—х-\-іу, т. е. многочлен 

Р{г) = а^2" + + («о=^0) (23) 

степени п с, вообще говоря, комплексными коэффициентами. В ука¬ 
занных выше книгах приводится доказательство замечательной «основ¬ 
ной теоремы алгебры»; эта теорема гласит, что всякий многочлен 
степени л ^ 1 имеет по крайней мере один комплексный (вещест¬ 
венный или мнимый) нуль, т. е. корень уравнения 

Р{г)=0. (24) 

(Эта теорема доказана Даламбером в середине ХѴІИ в. и — с боль¬ 
шей точностью — Гауссом в самом конце XVIII в.) Если обозначить 
через какой-либо из этих корней, то, как доказывается в эле¬ 
ментарной алгебре, Р{г) нацело делится на двучлен г —т. е. 
Р{г )~{2 — -г'і)Яі(2^), где Рі{г) — уже многочлен (л—1)-й степени. 
Если к нему опять применить те же рассуждения, то мы получим 
Рі{г)^{г — г 2 )Ро{ 2 :), т. е. Р {г) == {г — {г — Р^ [г), где Р^іг) — 
многочлен (л — 2)-й степени. Эти рассуждения можно продолжать, 
пока мы не дойдем до «многочлена нулевой степени», т. е. постоян¬ 
ной, и получим 

Р(2) = ао{2 — 2і){2~г^) ... — (25) 

Из этой формулы видно, что все числа являются 

нулями многочлена Р[г) и никаких других нулей этот многочлен 
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не имеет. Итак, алгебраическое уравнение (24) степени п имеет 
равно п корней. 

Некоторые из корней уравнения (24) могут совпадать друг с дру¬ 
гом, повторяться; такие корни называются кратными (двойными, 
т. е. кратности 2, тройными, т. е. кратности 3, и т. д.) в отличие 
от простых, т. е. неповторяющихся корней. Конечно, при подсчете 
числа корней каждый из них должен браться со своей кратностью. 

Простой признак кратности корня вытекает из формулы Тейлора 
для многочленов (ІѴ.46), которая, как мы поясним в п. 11, справед¬ 
лива и для многочленов от комплексного переменного. Пусть г —а — 
корень уравнения (24). Тогда Р(а) = 0 и из указанной формулы 
вытекает, что если 

Р(а) = Р'(а) = ... = ри-і)(д) = 0; р(*) (а) 0, (26) 

то многочлен Р (г) делится на г — а точно в к-й степени, т. е. зна¬ 
чение 2 : = а является корнем уравнения (24) кратности к. 

Если Р ( 2 ) представляет собой произвольную, хотя бы даже трансцен¬ 
дентную функцию и для некоторого значения 2 = а выполняются соотношения 
(26), то значение г = а называется корнем уравнения (24) кратности к. 
(В частности, если Р (а) = 0, Р'(а)ф6, то значение г~а будет простым 
корнем.) В этом случае из ряда Тейлора (ІѴ.53) видим, чго отношение 
Р {г)І(г~а)^ имеет при г—* а конечный предел, не равный нулю, т. е. 
имеет при г —а устранимый разрыв (см. п. III. 13). Поэтому можно на¬ 
писать, что 

Р(2) = (2-0)‘ = 

где функция ^(г) остается непрерывной при г~а, причем ^(а)ФЙ. 
Например, значение х=0 является тройным корнем уравнения 

X — эіп д: = 0, 

так как (дс— зіп х) [ д._о = 0; (1 —создс) [ (зіп х) | ^_ц = 0: (создс) [ 

Если в разложении (25) объединить равные множители, то по¬ 
лучим 

Р(2;) = ао(2; — гіУ^...{2—2;і,)Ч, (27) 

где гі, ..., 2/1 — все различные корни уравнения (24), а аі, ...,— 
их кратности. Разложения (25) и (27) справедливы для многочленов (23) 
как с вещественными, так и с комплексными коэффициентами. 

Если многочлен (23) имеет вещественные коэффициенты, то 
уравнение (24) всегда вместе с мнимым корнем обладает сопря¬ 
женным корнем, причем той же кратности. Действительно, 
если Р{ 2 „^ = ^, то [Р (.г;„)]* = о* = 0. Но в силу п. 3 

[Р ЫТ = [«0^” +... + «п]* = «^ (^*Г + ... + «* = 

= «о * Г +... + = Я (2-*), 

откуда и следует, что 2 ^= 2 '* будет решением уравнения (24). Если же 
2 = 2т будет двойным корнем уравнения (24), то будет дополни¬ 
тельно Р'{ 2 т) — 0, откуда аналогично получаем, что Р' [ 2 * 1 ) —0, и т. д. 
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Если в разложении (27) объединить множители, отвечающие со¬ 
пряженным корням, то получим 

1г- (а + Ф)11г- (а - ф)) = (г- аР + Р'» = 

= г^+рг + д (/;= —2а, ? = а® + р®). (28) 

Такое объединение применяется при разложении многочлена с вещест¬ 
венными коэффициентами от вещественного аргумента, который есте¬ 
ственно обозначать буквой х; тогда из (27) получаем 

Р {х) = «о {X — д:і)“‘ ... {X — х^)°^г (д:2 р^х + ^і)Р‘ ... 

...(х^+Р^+д,)\ (29) 

где первые г скобок отвечают вещественным корням, а последние 
5 —парам сопряженных мнимых корней. Так как р и д вещественны, 
то мы получаем, что всякий вещественный многочлен (т. е. много¬ 
член с вещественными коэффициентами) можно разложить на веще¬ 
ственные линейные и квадратичные множители. Конечно, если все 
корни вещественные, то в разложении (29) присутствуют только 
линейные множители, а если все корни мнимые, то присутствуют 
только квадратичные множители. Показатели а^, ..., а,., 
равны кратностям соответствующих корней; в частности, для про¬ 
стых корней они равны 1. 

9. Численное решение алгебраических уравнений. Чтобы фактически осу, 
ществить разложение (27) или (29), нужно решить уравнение (24), т. е. алгеб¬ 
раическое уравнение п-й степени. Решение при п = 2 хорошо известно из 
школьного курса. В учебниках высшей алгебры можно найти формулы для 
решения при п = 3 и п = 4, найденные уже в XVI в.; однако эти формулы 
столь сложны, особенно при л = 4, что на практике почти не применяются. 
Если же п > 4, то общих формул для решения, выражающих решение через 
коэффициенты уравнения с помощью алгебраических действий, не существует. 
Это доказали Абель и заложивший основы современной алгебры французский 
математик Э. Галуа (1811 —1832). 

Однако уравнения можно решать приближенно с любой требуемой степе¬ 
нью точности! В § Ѵ.1 были описаны методы нахождения вещественных кор¬ 
ней любых уравнений вида /(д:) = 0. Для нахождения мнимых корней можно 
воспользоваться методом Ньютона (см. формулу (Ѵ.7), где х надо считать мни¬ 
мым) или методом итераций (п. Ѵ.З) в любой форме; можно также подставить 
в уравнение (24) г = х-\-іу, после чего отделить вещественную часть от мнимой: 

Р{г) = Р{x-]^іу) = ^{x, у)^ у). 

Тогда уравнение (24) сведется к системе уравнений 

^ (х, у) = 0, 1 
у) = 0, / 

которую можно решать, как будет описано в п. XII.12. Эти методы описаны в 
книгах [3], [8], [17], [35], [41]. 

Имеются методы, пригодные только для алгебраических уравнений. Мы 
опишем метод, предложенный несколькими авторами, в том числе в 1834 г. 
Н. И. Лобачевским. 

Любое алгебраическое уравнение можно записать в виде 
+ + ... -|-а„ = 0 


(30) 
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с коэффициентом при старшей степени, равным I (почему?). Если отделить 
четные степени от нечетных 

г” + аз 2 ”“^-{-... = ——Пзг”"®—.. 

а затем обе части этого равенства возвысить в квадрат, получим уравнение, 
содержащее только четные степени г. Поэтому если обозначить г^ = р, то мы 
получим для р уравнение степени п (почему?), корнями которого служат квад¬ 
раты корней уравнения (30). Если над полученным уравнением совершить 
такое же преобразование, а затем обозначить р^ = д, то мы придем к урав¬ 
нению степени п, корнями которого служат четвертые степени корней урав¬ 
нения (30), и т. д. 

После нескольких таких преобразований наибольшее значение приобре¬ 
тает тот корень или те корни, модуль которых наиболее велик; например, 

если уравнение (30) имеет корни гі — 2, 22 =— 1, 23 = -^ , то следующее урав¬ 
нение имеет корни Рі==4, Р 2 = 1> Рз —следующее — корни і?і = І 6 , і? 2 =Ь 

Рз = 1 ^ и т. д. Если произведено т преобразований, то мы придем к урав¬ 
нению вида 

і;” + СіО”“і+...+С„=0, (31) 

корнц которого, пока еще нам неизвестные, равны = 

©тому на основе формулы (25) уравнение (31) имеет вид 

Сделаем в уравнении (31) замену о=10^іі, подобрав целое число I так, 
чтобы в получающемся уравнении для ѵ после деления на старший коэф¬ 
фициент 10 ”^ наибольший из модулей коэффициентов при .1 

имел порядок 1, т. е. не был ни слишком велик, ни слишком мал. Так как 
полученное уравнение после разложения левой части должно иметь вид 

(у— Ѵі)...(ѵ —У„) = 0 (где Уі = і0~^Уі = ]0~^2^’”ит. д.), (32) 

то заключаем, что старший (или старшие) из корней уравнения (32) имеет 
порядок 1, тогда как остальные пренебрежимо малы. Отбрасывая эти корни, 
т. е. полагая их равными нулю, мы тем самым отбрасываем в уравнении 
для у члены со слишком малыми коэффициентами. 

Решив уравнение для у, полученное после указанного отбрасывания, мы 
найдем приближенные значения наибольших по модулю корней у, после чего, 
возвращаясь к г, мы получим приближенно наибольшие по модулю корни урав¬ 
нения (30), причем тем точнее, чем больше/п. Некоторая трудность при переходе 
от у к 2 возникает при извлечении корня степени 2”*. Если уравнение (30) 
имеет вещественные коэффициенты, а старший по модулю корень уравнения 
для у получится только один, то и старший по модулю корень уравнения 
(30) имеется только один и притом вещественный (почему?); значит, при из¬ 
влечении корня надо ограничиться лишь двумя вещественными значениями. 
Если же указанные условия не выполнены, то надо извлекать корень по пра¬ 
вилам п. 2, и получится много возможных значений. Чтобы узнать, какое 
именно значение нужно взять, можно все эти значения подставить в уравне¬ 
ние (30) и проверить, при каком оно лучше удовлетворяется. Можно также 
воспользоваться соотношениями между корнями алгебраического уравнения 
и его коэффициентами. 
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Чтобы вывести эти соотношения, надо сравнить коэффициенты при оди¬ 
наковых степенях г в формулах (23) и (25), для чего в последней раскрыть 
скобки; получится 

+ 2^2 + . • . + ^ , 

2,22 + 21 ^ 3 +... ( 33 ) 

(всевозможные произведения по два), 


2 і 2 й... 2 , 


:(_!)« ^ . 
Со 


Найдя корень уравнения (31), можно исключить при помощи деления 
двучлен V— Ѵі из этого уравнения, после чего аналогичным путем найти сле¬ 
дующий корень, и т. д. Часто эти корни можно найти с помощью соотноше¬ 
ний (33), примененных к уравнению (31); при этом надо иметь в виду, что 
если корни уравнения (М) резко различаются по модулю, то в левых 
частях соотношений (33) можно отбрасывать слагаемые. 

Найдя корни уравнения (30) приближенно, можно для их уточнения при¬ 
менить один из итерационных методов, описанных в § Ѵ.1, например метод 
Ньютона (п. Ѵ.2). 

Рассмотрим, например, уравнение + —3 = 0, уже решенное в п. Ѵ.2. 

Последовательное преобразование по Лобачевскому дает (проверьте!); 


рЗ_р2_|.бр_9==0, 189—81 = 0, 

цз — 85и2 + 2106ц — 6561 = 0. 


Остановимся на этом и сделаем подстановку и=і0^и, получим 


-3 85 -2 2106 - 6561 . 

и -- и Н-- и --- = 0. 

10 ^ 102 ^ 103 ^ 


(34) 


В данном случае нужно взять 1 = 2 (проверьте, выбрав другие значения /). 
После этого свободный член в уравнении (34) получится малым и его можно 
отбросить, что даст 

й —0,85ц+ 0,2106 = 0. (35) 

Таким образом, и а потому и — мнимые сопряженные. Далее, 

так как иіи 2 = ^>2106, то иіЩ = 2\^Ь и в силу равенства { 2 ^ 2 ^)^ = полу¬ 
чаем 

2і22 = і2і.2Р= У2ІШ = 2,60. 

3 

Но 2 і 22 гз = 3 (почему?), т. е. гз = у^ = 1,15. 

Кроме того, 2 і +^2 + 2 з= — 1 (почему?); значит, если обозначить 2 ^,^ = 
~(х ± ф, то 2сс+1,15= — 1, откуда а= —1,084 Но а2+р2_ | |2 —2,60, 

т. е. р= 1^2,60—1,082 = 1,20. Итак, приближенно 2 ^ 2 = — Н'08 ±/1,20, 
23=1,15. 

Итерация по формуле Ньютона (Ѵ.6) дает более точные значения 2^ 2 = 
= —1,087 ± /1,172, 2з= 1,175. 

Метод Лобачевского особенно удобен, если у заданного уравнения все 
корни вещественные и различные по модулю. В некоторых случаях возможна 
рационализация вычислений; так, в разобранном примере можно было 
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ВЫЧИСЛЯТЬ только гз, после чего произвести деление на г — 23 и перейти 
к квадратному уравнению. 

Метод Лобачевского и сходные методы подробно разобраны в книгах [20}, 
[28], [33], [50]. 

10. Разложение дробно-рациональной функции на простейшие 
рациональные дроби. Напомним (п. 1.17), что дробно-рациональная 
функция — это отношение двух многочленов 


^ ^ (г) _ + . • • + 6/в 


(36) 


Если то дробь называется правильной, независимо от зна¬ 

чений коэффициентов, в противном случае— неправильной. Непра¬ 
вильную дробь всегда можно представить в виде суммы целой части 
(многочлена) и правильной дроби; это можно сделать, например, по¬ 
средством деления числителя на знаменатель столбиком, как в школе. 
Так, 

2 ^ ^ , Зг 22—1 1 , 2 „ 

г2_з —■2^~Г22 _з. 222-1-5 " 2 "^222-1-5 ” 

Важно отметить, что в отличие от числовых дробей сумма пра¬ 
вильных дробно-рациональных функций также является правильной 
дробью. Чтобы это доказать, будем указывать степень многочлена 
с помощью индекса; тогда 


Если слева стоят правильные дроби, то т<^п и т<Сл. Но тогда 
в числителе суммы первое слагаемое имеет степень т-\- п<:^п-\-п, 
а второе—степень т-\- пСіп-^ п, т. е, и весь числитель имеет сте¬ 
пень <С л-}-л, а степень знаменателя — л-|-л, т. е. сумма — правиль¬ 
ная дробь. Это, очевидно, верно и для большего числа слагаемых. 

Пусть дробь (36) правильная, причем знаменатель разложен на 
линейные множители и одинаковые множители объединены (см. фор¬ 
мулу (27)). Тогда можно доказать, что эту дробь возможно предста¬ 
вить в виде 
^ (2) Лі Ла 

Р{г) 

*• •+(7Г^+(7і:^;5^ + •• 

где Лд, 7)ай~некоторые числовые коэффициенты. Дроби, 

стоящие в правой части, называются простейшими рациональными 
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дробями первого типа. Итак, всякую правильную рациональную дробь 
можно представить в виде суммы простейших рациональных дро~ 
бей первого типа. 

Для доказательства этого совершим следующее преобразование: 

0(г) _ _ 0 _( 2 )__ 

Р (2) До (2 — (г — г 2 )“=... (2 — 

^ ^ (г) [(2 — гі) — (2 —72)] _^ 

«о (г — (2 — 22 )“=... (2 — 2 /^.)“'^ (22 — 2 і) 

__ Оі^) _ 

«о(^2 — •гіІСг—2і)“'“^ (2—22^^. .(2—2^)“^ 

_ ш _. 

«о (22 — 21 ) (2 — 2і)“' (2 — 22 )“^ “ Ч . . (2 — 2,,)“^' ‘ 

В каждой из двух полученных дробей в знаменателе стало на одну скобку 
меньше, так как постоянный множитель 22 —можно объединить с а^. Вновь 
совершая такое преобразование над каждой из этих двух дробей, мы умень¬ 
шаем число скобок в знаменателе еще на единицу и т. д. Так можно поступать, 
пока в знаменателе имеется по крайней мере два различных линейных мно¬ 
жителя. Через некоторое число шагов дробей с различными множителями в 

^ ^ <3 (2) 

знаменателе не останется, т. е. мы придем к сумме дробей вида ' ^ . 

а [г — 2 ^) 

Разложив числитель по степеням г — 2 ^ (см. начало п. IV. 15), получим 

^ А 

(3(2) _ С+СІ(2— 2^)+...+я(2 — _ 'а , ^ I * 

а(2 —2^)“ а(2 —2^)“ (2 — 2^)““^(2„2^)а-і'*“--'’ 

при этом после деления может остаться и целая часть. Если произвести сло¬ 
жение всех полученных дробей, мы и придем к окончательной формуле (37); 
при этом все целые части должны при сложении взаимно уничтожиться, так 
как в противном случае правильная дробь была бы представлена в виде суммы 
правильной дроби и многочлена, чего не может быть (почему?). 


На практике указанное разложение обычно осуществляют по ме¬ 
тоду неопределенных коэсфсфициентов; выписывают правую часть фор¬ 
мулы (37) с буквенными коэффициентами в числителях, после чего 
находят эти коэффициенты с помощью тех или иных манипуля¬ 
ций, которые мы продемонстрируем на примере. 


Пусть надо разложить на простейшие дроби функцию 

хз—2л:-1-3 

х(х—1)(х-1-2)3 • 


(38) 


Так как дробь правильная, то пишем в силу формулы ^37), для простоты 
обозначая все коэффициенты различными буквами: 


хз—2л:-1-3 А В С О 
л:(х — 1)(л:-1-2)2“ х—\^ {х-\-2У^ х + 2 * 


(39) 
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Умножив на общий знаменатель, получим 


х^—2х + 3=А{х—П{х-\-2)^-^Вх(х + 2)^-\-Сх{х~\) + Ох(х — 1){х + 2). (40) 


Это равенство должно быть тождеством. Поэтому раскроем скобки и при¬ 
равняем коэффициенты при одинаковых степенях х; получим систему уравне¬ 
ний (проверьте!): 

Л-І-5 -]- 0=1, 

ЗЛ-І-45 + С-І- 0 = 0, 
х\ 4В~С~20=—2, 

1 I —4Л =3, 


откуда легко подсчитать 

Ч 9 1 КС 

Л = — ^ = —0,750; В=-^=0,222; С =-~~=—0,167; П = ^= 1,528. (42) 


Этот способ — самый надежный (уравняв коэффициенты, мы уверены, что 
соотношение (40), а с ним и (39) представляют собой тождества), но не самый 
простой. Можно, не раскрывая скобок в равенстве (40), положить в нем х 
равным каким-либо четырем числам, в соответствии с числом неизвестных 
коэффициентов, чтобы получить уравнения для определения Л, В, С, О. В 
данном примере лучше всего положить х = 0, 1, —2, так как при этих зна¬ 
чениях часть слагаемых выпадает, и еще какому угодно значению, например 
— 1. Тогда получим соотношения 

— 4Л=3; 9В = 2; 6С= —1; —2Л —В-]-2С+2В = 4, (43) 


из которых найдем те же значения (42). 

Последний прием называется методом коллокации, т, е. приравнивания 
двух выражений при отдельных значениях х; он особенно быстро приводит 
к цели, если знаменатель разлагае.мой дроби не имеет кратных корней, т. е. 
все скобки в его разложении присутствуют в первой степени. 

Если дробь (36) имеет вещественные коэффициенты и независи¬ 
мая переменная считается вещественной, но знаменатель обладает 
мнимыми корнями, то разложение (37) хотя и возможно, но не всегда 
удобно. В этом случае часто применяется разложение другого типа. 
Именно, исходя из разложения (37) и применяя формулу (29), можно 
доказать возможность следующего разложения: 




^ (х) 


По (х — Хі)“'.. ,(х —Х;.)“’’(х2+ ріХ + 9і)Р'...(х2-)-р^Х-]-9і 




{х — Хі)“‘ (х — 

.Ох , С>2 


• •• + 


X — Хх 


о. 


ССг ^ 


{х — Хг)^^ (х — X — X, 

МхХ-\-^х _I Л^гХ-ЬЛ^г і 

(х2-1-РіХ-1-9і)Р' 

, ЛѴ+ІѴ , , ѴхХ + Ѵі 


х^ + РіХ + дх * ■ * + 

I ^2Х + У2 , 






(44) 
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Дроби в правой части, в знаменателе которых стоит степень 
квадратного трехчлена, называются простейшими рациональными» 
дробями второго типа. Как и раньше, все коэффициенты, стоящие 
в числителях, можно определить по методу неопределенных коэффи¬ 
циентов. Однако, так как теперь все манипуляции будут произво¬ 
диться лишь с вещественными числами, то неизвестные коэффициенты, 
определяемые из системы уравнений первой степени, полученной 
подобно системе (41) или (43), будут обязательно вещественными. 
Итак, всякую правильную рациональную дробь с вещественными ко¬ 
эффициентами можно представить в виде суммы простейших рацио¬ 
нальных дробей первого и второго типов с вещественными коэффи¬ 
циентами. При этом, конечно, может получиться, что в разложении 
присутствуют только дроби первого типа, если все корни знамена¬ 
теля вещественные, или только второго типа, если все корни зна¬ 
менателя мнимые. 


Мы не будем здесь доказывать возможность разложения (44). В каж¬ 
дом конкретном примере эта возможность подтверждается результатами вычис¬ 
лений. 

11. Общие замечания о функциях комплексного переменного. Каждая из 
функций 


= — іг, 


т = 


г 

2^Г 


а)=ге^ и т. д. 


(45) 


при комплексных г принимает комплексные значения; в общем виде можно 
написать а»=/( 2 ), где г комплексное и а» комплексное. Многие понятия из 
теории вещественных переменных вели¬ 
чин без существенных изменений пере¬ 
носятся на комплексные переменные: это 
относится к понятию предела и свой¬ 
ствам пределов (конечно, исключая свой¬ 
ства, связанные с неравенствами), по¬ 
нятиям непрерывности и точек разрыва 
и т. п. Отыскание точек разрыва про¬ 
изводится по тем же правилам, что в 
п. III. 13 для функций вещественного пе¬ 
ременного. Так, из функций (45) первая 
и третья непрерывны при всех г, а вто¬ 
рая имеет две точки разрыва г=± і, в 
которых она обращается в бесконечность. 

Определение производной функции комплексного переменного также дается 
аналогично производной вещественной функции (п. IV.2): 



Пунктиром обозначено отображение: 
аі)і=! (2і) и т. д. 


иг дг 


иш р= 1ІШ 

Дг ->• О 


где предел должен быть вполне определенным при произвольном стремлении Лг 
к нулю. Можно проверить, на чем мы не будем останавливаться, что все 
свойства производной и все формулы дифференцирования, выведенные в 
п. ІѴ.4 —5, сохраняются без изменений. Без изменения сохраняются также по¬ 
нятие производных высших порядков и основанные на нем формула н ряд 
Тейлора (п. IV.5); на этом вопросе мы еще остановимся в п. XVI 1.14. 

Принципиально новым является геометрическое истолкование функции 
комплексного переменного щ = /( 2 ). Так как значение г изображается точкой 
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в комплексной плоскости г, а соответствующее значение ш—точкой в комплекс¬ 
ной плоскости т, то мы получаем, что точкам плоскости г соответствуют точки 
плоскости 1 X 1 . Говорят также, что точки плоскости г отображаются яа точка 
плоскости щ, другими словами, плоскость г —или та ее часть, где задана 
функция ({г),—отображается в плоскость иѵ. Например, функция аі= 2 ®—і 2 
определяет отображение, при котором точки г=0; 1; і; 2 — і переходят со¬ 
ответственно в точки (проверьте!) и/ = 0, I— і; 1—1 — ІЗі и т. п. Если 
точка г, двигаясь в плоскости г, описывает линию, то ш также опишет не¬ 
которую линию в плоскости и/ (рис. 188). Итак, при отображении т — Цг) 
линии переходят в линии; фигуры в плоскости г переходят в фигуры в пло¬ 
скости и/, хотя при этом переходе форма фигуры может существенно изме¬ 
ниться. 


ГЛАВА IX 


ФУНКЦИИ НЕСКОЛЬКИХ ПЕРЕМЕННЫХ 


§ 1. Функции двух переменных 

1. Способы задания. Понятия о функциях любого числа неза¬ 
висимых переменных и об обозначениях для них были даны в пп. 1.11 
и 1.12 и применялись уже в нашем курсе. Однако о способах зада¬ 
ния таких функций надо поговорить более подробно. 

Аналитический способ задания функции г=/{х,у) двух пере¬ 
менных не отличается существенно от того, как это делается для 
функций одной переменной. В то же время табличный способ офор¬ 
мляется значительно более громоздко: так как нужно задавать зна¬ 
чения двух независимых переменных, то приходится применять таб¬ 
лицу с двумя входами. 


Таблица с двумя входами 


у 

X 

Уі 

У2 

Уз 

ш 

Ум 

ч 

2іі = !(хі’ Уі) 

212 = Цхі, Уг) 

2із = !{хі, Уз) 

... 

2ім=! (хі, ум) 

Ха 

22]=/ (Ха, Уі) 

222 = ! {Х2> У 2 ) 

223=! (Х 2 > Уз) 


22М=! {х2, Ум) 

• 

• • • 

... 

... 

... 

• . . 

Хм 

2М1 = !{хм> Уі) 

2М2 = ! {хМ> У 2 ) 

2Мз = ! {хм. Уз) 


2мм=! і^м, Ум) 


Значения функции здесь приходится снабжать двумя индексами 
(двойная нумерация). Ясно, что если число значений для лг и у ве¬ 
лико, то такую таблицу трудно составить. 

При составлении таблицы можно также пользоваться тем, что 
если фиксировать значение одной из независимых переменных, на¬ 
пример лг, то г станет функцией только у. Тогда получится система 
таблиц с одним входом, что, конечно, равносильно таблице с двумя 
входами. 
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Система таблиц с одним входом 
Х = Х1 



Такой же принцип фиксирования значений одной из переменных 
может быть использован при графическом изображении функции двух 
переменных, в результате чего получится система графиков, напри¬ 
мер, такого вида, как показано на рис. 189. 

В теоретических рассмотрениях встречается еще следующий спо¬ 
соб графического изображения функции г~/{х, у). Рассмотрим 



декартовы координаты X, у, г ъ пространстве (можно применять и 
другие системы координат, с которыми мы познакомимся в п. Х.1). 
Придавая независимым переменным какие-либо численные значения 
д:=лгі, у~Уі, получим точку (рис. 190) в плоскости аргумен¬ 
тов хОу. Вычислив соответствующее значение функции Ді=/(Аг^, 
мы сможем построить соответствующую точку в пространстве. 
Придавая независимым переменным другие значения, мы сможем по¬ 
строить точку и т. д. Если теперь теоретически представить, 
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что независимые переменные принимают все возможные значения, то 
построенные точки N заполнят всю плоскость хОі/ или часть ее, а 
так как над (или под, в зависимости от знака функции) каждой 
точкой N имеется соответствующая точка М, то все точки М за¬ 
полнят некоторую поверхность (5). Эта поверхность и будет слу¬ 
жить «графиком» рассматриваемой функции. 

Мы будем пользоваться этим методом, чтобы мысленно предста¬ 
вить себе характер изменения рассматриваемой функции; однако 
значение этого метода ограничено трудностями в практическом испол¬ 
нении поверхности в пространстве. 



Теперь рассмотрим способ, который применяется на практике. 
Придавая 0 постоянные значения /і^, А 3 , мы получим в пло¬ 

скости аргументов линии ^^[x,у) = 1г^, /(лг, ^) = ^ 2 * так назы¬ 
ваемые линии уровня функции /. Геометрически они получаются 
(рис. 191), если пересекать поверхность 2 :~/{х,у) плоскостями, 
параллельными плоскости хОу, и проектировать линии пересечения 
на эту плоскость. Этот способ, в частности, широко применяется 
при черчении географических карт; там функцией служит высота 
над уровнем океана. Полученная система линий уровня может иметь 
вид, например, изображенный на рис. 192; маленькие черточки ука¬ 
зывают направление убывания функции от линии уровня, для геогра¬ 
фической карты это — направление стока воды. Из рис. 192 видно, 
что рассматриваемый график имеет «вершины» в точках А и В 
(причем в А более высокую), в точке С—перевал и т. п. 

Имеется специальный раздел математики—ножографня (от греческих слов 
«номо» — закон и «графо» —пишу), который изучает методы построения номо¬ 
грамм, т. е. особых чертежей, служащих для изображения (притом удобного 
для практического использования) функций от любого числа переменных. 
Применение номограмм часто влечет значительную экономию времени и 
средств на вычисления, причем не требует особой квалификации, и поэтому 
должно быть всячески рекомендовано. Имеется целый ряд типов номограмм. 
Например, на рис. 193 показана томограмма из выравненных точекг> для 
вычисления одного из углов а,у установки резца на заточном станке по за¬ 
данным значениям углов резца а и ф. Значения этих величин откладываются 
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на трех осях, причем если приложить линеику к точкам на осях а и ф, от¬ 
вечающим заданным значениям, то на третьей оси мы прочитаем искомое 



Рис. 193. 


значение а^; например, на рис. 193 
показано, что при а=10'’, ф = 30“ по¬ 
лучается «у = 19,5®. 

2. Область определения. 

Область определения функции 
г — /{х,у) — это область измене¬ 
ния независимых переменных л:, у. 
Если независимые переменные не¬ 
прерывные, то ею служит или вся 
плоскость аргументов, или неко¬ 
торая ее область, или, наконец, 
совокупность некоторого числа 
областей на плоскости лг, у. При 
этом под областью на плоско¬ 
сти лг, у понимается совокуп¬ 
ность точек, связная^ т. е. со¬ 


стоящая из одного куска, и не 
вырождающаяся^ т. е. не линия и, тем более, не точка. Иногда 
различают области замкнутые^ если граничная линия причисляется 
к области, и открытые —в противном случае; можно сказать, что 
области на плоскости играют ту же роль, как интервалы на прямой 
(п. 1.5). 


Например, для функции г = х-\-у область определения — это вся пло¬ 
скость X, у. Для функции г= у — х, если допускать только вещественные 



Рис. 194. 


значения г, область определения получается из неравенства у — т. е. 

Для функции 2 = . . - . . область определения получается из 

У 1— х ^— 

неравенства + у® < 1 и т. п. 

Эти области показаны на рис. 194. 

3. Линейная функция. Линейная функция двух переменных со¬ 
гласно п. 1.17 имеет вид 

г = ах + Ьу-{-с, (1) 
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где < 2 , Ь, с — постоянные коэффициенты. Подобно п. 1.22, легко по¬ 
лучить формулу для ее приращения 

Дг = аДлг-|- Мі/; 

аналогичная формула справедлива для линейной функции любого 
числа переменных. 

Так как формула (I) имеет три коэффициента, то при линейной аппрок¬ 
симации, т. е. при приближенной замене некоторой функции на линейную, 
требуется три условия. Пусть, например, известны значения некоторой функ¬ 
ции 1{х, у): 

/(^1. Уі) = 2і; І{Ч>Уг) = Ч\ Уз) = 2з. 

Если мы хотим построить линейную функцию (1), принимающую такие же 
значения, т. е, произвести линейную интерполяцию, заменив функцию / на 
(1). то должно быть 

ахі + &Уі+с = 2і; 'І 

ахг^Ъуі-\гС = г^\ і (2) 

аХз + &1/з-1-С = 2з. ; 

Из этой системы уравнений мы находим коэффициенты. Такая замена / 
на (1) дает неплохие результаты внутри треугольника с вершинами (хі; уі), 
(ха; Уг) и (Хз; Уз) (рис. 195), если он невелик, чтобы не слишком проявлялась 
нелинейность функции /, и не имеет слишком ост¬ 
рых углов. (В пределе, когда один из углов равен 
нулю, треугольник вырождается в отрезок, а 
определитель системы (2) обращается в нуль и 
вычисления неприменимы.) 

При замене / на (1) вне указанного треуголь¬ 
ника (линейная экстраполяция) ошибка при уда¬ 
лении от него, вообще говоря, возрастает. 

Аналогично производится линейная интер¬ 
поляция в случае любого числа переменных. 

4. Непрерывность и разрывы. Понятие 
непрерывности функции 2 =/{х, у) совер¬ 
шенно аналогично тому, которое было дано 
в пп. 1.16 и ІП,12 для случая функции 
одного переменного. Приведем, например, 
такое определение непрерывности: функция / называется непре¬ 
рывной при значениях аргументов лг = лГо, у — если в процессе, 
когда X —>-лГо, у —»■ Уо (произвольным образом), будет /(лг, у) —*■ 

•— >/{х^,Уа). В противном случае функция / называется разрывной 
при указанных значениях аргумента, а точка с координатами (лго; Уо) 
на плоскости аргументов называется точкой разрыва этой функции. 
Функция, непрерывная в каждой точке некоторой области, называется 
непрерывной в этой области. 

Отметим, что наряду с отдельными точками разрыва функции 
могут иметь целые линии разрыва^ т. е. линии, целиком состоящие 
из точек разрыва. Например, из двух функций 

1 1 



2 


Х^ + У^ 


И 2 = 


(у —х)2 
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первая имеет единственную точку разрыва (0; 0), а вторая — целую 
линию разрыва (прямую) {у — лг)^ = 0, т. е. у = х. Линии уровня этих 
функций показаны на рис. 196. В обоих случаях в самих точках 
разрыва функции обращаются в бесконечность. Однако, как и в слу¬ 
чае функций одного переменного, бывают и другие виды разрывов. 
В практических задачах довольно часто встречаются такие линии 



Рис. 196. 


разрыва, что при приближении к любой точке этой линии с одной 
стороны функция имеет один конечный предел, а при приближении 
к той же точке с другой стороны — другой конечный предел. В этом 

случае функция имеет при пере¬ 
ходе через эту линию конечный 
скачок; примерный график такой 
функции изображен на рис. 197. 

Поведение функции при прибли¬ 
жении к точке разрыва может суще¬ 
ственно зависеть от способа этого 
приближения; так, при приближении 
по одним путям может существовать 
предел функции, зависящий от вы¬ 
бора пути, при приближении по дру¬ 
гим путям может не существовать 
ни конечного, ни бесконечного предела 
и т. д. Так как способов прибли¬ 
жения к точке разрыва имеется бес- 
Рис. 197. конечное число (тогда как для функ- 

(Ь) —линия разрыва функции ^ —лежит в ОДНОГО Переменного имеется лишь 

плоскости хОу два основных способа приближения 

к точке разрыва — справа или слева), 
то в целом точки разрыва функций нескольких переменных имеют более 
сложный вид, чем для функций одной переменной. Например, функция 
2ху 

г = 2 **^*^^т единственную точку разрыва там, где знаменатель обра- 

X У 

щается в нуль, т. е. при х = 0, у = 0. Если теперь х —►О, у — ^0 и обозна- 
чить у/х = к, т. е. у — кх, то получим г = — ^ , т. е. предел за- 
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ВИСИІ' от соотношения между у и х (рис. 198). Если при приближении 
к некоторой точке нет единого конечного или бесконечного предела функ¬ 
ции, то при вычислении предела нужно указывать способ такого прибли¬ 
жения. 


Свойства непрерывных функций двух переменных на замкнутой 
конечной области аналогичны тем, которые были описаны в 
п. ІИ. 14 для функций одного переменно¬ 
го на замкнутом конечном интервале, 
и поэтому мы на них останавливаться 
не будем. 


Иногда возникает задача о решении не¬ 
равенств вида / (х, у) > 0. Это делается ана¬ 
логично решению неравенства (III.17); на пло¬ 
скость X, у надо нанести линию ^ (х, у)==0 и 
линии разрыва функции если они имеются. 
Все эти линии разобьют плоскость на части, 
в каждой из которых функция ^ сохраняет 
знак; каков этот знак, можно узнать, опре¬ 
деляя знак функции в какой-нибудь точке 
каждой из этих частей. 

Решим, например, неравенство 

х2-1-1/2-4 


ШІШ 



Рис. 198. 

При приближении по направ¬ 
лению а предел г равен 1, по 
направлению б —равен 0. по 
направлению в —равен —I, по 
спирали г предела ие сущест¬ 
вует. 


Здесь линией нулей функции служит окружность х2-]-у»—4 = 0, а линией 
разрыва—прямая х-\-у — 0. Вместе они делят плоскость на четыре части 
(рис. 199). Беря в каждой из этих частей по точке, например (—3, 0), (—1;0), 
(1; 0) и (3; 0), определяем знак функции (—, -1-, — и -{-). На рис. 199 об¬ 
ласти, в которых неравенство (3) спра¬ 
ведливо, заштрихованы. 

б. Неявные функции. Определе¬ 
ние неявной функции двух пере¬ 
менных аналогично тому, какое было 
дано в п. 1.20 для функций одной 





^ переменной. Неявная функция г (лг, у) 
задается уравнением 

Г{х,у,г) = 0. (4) 

^ Здесь, как и в п. 1.20, функция 
X (лг, у) может получиться много- 
значной, и тогда приходится рас¬ 
сматривать ее однозначные ветви. 
Рис. 199. Уравнение (4) может определять 

поверхность любой формы, тогда 
как поверхность, заданная уравнением 2 =/(лг,//), протыкается лю¬ 
бой прямой, параллельной оси 2 , не более чем в одной точке (см. 
рис. 190). 


Рис. 199. 
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§ 2 . функции любого числа переменных 

6 . Способы задания. Основные понятия, относящиеся к анали¬ 
тическому виду функции, к ее свойствам, переносятся и на функции 
любого числа переменных. В то же время при исследовании таких 
функций имеются дополнительные трудности. Прежде всего таблич¬ 
ный и графический способы задания этих функций становятся чрез¬ 
вычайно громоздкими. Правда, функцию трех переменных можно за¬ 
давать при помощи системы таблиц с двумя входами (см. п. 1 ) или 
набора картинок вида рис. 189 или 192, но и это очень трудно. 

Однако в отдельных случаях вычисление значений функции большого 
числа переменных может быть сведено к вычислению значений нескольких 
функций меньшего числа переменных. Тогда можно широко применять спо¬ 
собы, описанные в пп. 1.13 и 1. Например, функция четырех переменных 
вида и = І{х, і/) + ф( 2 , і) требует для своего вычисления или наглядного пред¬ 
ставления таблиц или графиков для функций ^ и ф, каждая из которых за¬ 
висит лишь от двух переменных. Аналогично функция четырех переменных 
вида = / [ф (х)-Т1/, ф (г) — і] требует задания одной функции двух перемен¬ 
ных и двух функций одной переменной и т. п. В этих случаях вычисление 
и исследование функции значительно облегчаются. К сожалению, далеко не 
всякую функцию можно представить в подобном виде. 

7. Функции трех переменных. Другая трудность возникает при 
геометрическом истолковании функции, так как в пространстве «не 
хватает размерности». Сравнительно лучше дело обстоит для функ¬ 
ций трех переменных ц—/(лг, у, г). В этом случае областью опре¬ 
деления служит или все пространство аргументов лг, і/, г, или не¬ 
которая его часть, т. е. одна или несколько областей в пространстве 
лг, у, г (см. п. 2 , где понятие невырожденности должно быть есте¬ 
ственно изменено), и потому эту область определения можно пред¬ 
ставить вполне наглядно. Например, для функции и = х^-\-у'^ — 2 
областью определения служит все пространство, тогда как функция 
и — У\ —— у^ — 2 ^ определена, только если 

1 — лг^ — у^ — или х^у^ 2 ^ ^ \, ] г ] ^ 1 , 

т. е. в данном случае областью определения служит шар радиуса 1 
с центром в начале координат. 

Аналогично п. 1 можно рассматривать поверхности уровня функ¬ 
ции /{х, у, г), т. е. такие поверхности в пространстве л:, у, 2 , на 
которых эта функция постоянна, / (лг, </, 2 ') = сопві. 

Точки разрыва, если они имеются, находятся в пространстве ар¬ 
гументов и потому их также можно представить наглядно. При этом 
для функции трех переменных могут быть отдельные точки, линии 
и даже целые поверхности разрыва, т. е. поверхности, целиком 
состоящие из точек разрыва. Например, при изучении различных сред 
многие из рассматриваемых величин имеют разрывы на поверхностях 
раздела (вода — воздух, стекло — воздух и т. п,). 
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8. Общий случай. Понятие о пространстве аргументов очень наглядное, 
поэтому желательно сохранить представление об этом пространстве и для 
случая функций любого числа независимых переменных, даже большего трех. 
Это делается с помощью многомерного числового пространства (п. ѴИ.18, при¬ 
мер 3). Пусть, например, рассматривается функция четырех переменных 
12 )= Дх, у, 2 , и). Тогда каждый набор значений х, у, 2 , и определяет точку 
в пространстве Е^, строго говоря, он и является такой точкой. Таким обра¬ 
зом, пространством аргументов в данном случае служит областью опре¬ 
деления функции / служит область пространства Е^ или совокупность неко¬ 
торого числа таких областей. Эта функция может быть непрерывной либо 
иметь отдельные точки, линии, двумерные поверхности или трехмерные ги¬ 
перповерхности (п. VII. 19) разрыва, 

«График» функции и = і{х, у, г, і) уже требует пятимерного пространства 
аргументов и функции х, у, г, і, и\ для нахождения точек этого графика 
надо придавать х, у, г, і произвольные значения и находить соответствующие 
значения и. [Например, легко проверить, что график функции и = хг — 2уЧ 
проходит через трчки (1; 1; 2; 0; 2), (—1; 2; 0, —2; 16) и т. п.] Поэтому 
в п 7, когда мы говорили о функциях трех переменных, наглядное геометри¬ 
ческое истолкование допускало только пространство аргументов, но не гра¬ 
фик; он содержится в четырехмерном пространстве Е^, которому мы непосред¬ 
ственно наглядного истолкования не даем. 

В п. X. 2 мы увидим, что многомерное пространство допускает менее 
формальное истолкование, чем числовое пространство. 

9. Поле. Говорят, что в пространстве задано поле некоторой 
величины, если в каждой точке пространства или некоторой его об¬ 
ласти определено значение этой величины. Например, при рассмот¬ 
рении потока газа приходится исследовать температурное поле (в 
каждой точке температура имеет определенное значение), поле 
плотностей, поле скоростей и т. д. Поле может быть скалярным 
или векторным в зависимости от характера исследуемой величины: 
например, поля температур или плотностей являются скалярными, а 
поля скоростей или сил — векторными, Поле может быть стационар¬ 
ным {установившимся), если в каждой точке пространства оно не 
меняется с течением времени, или нестационарным {неустановив¬ 
шимся), если такое изменение имеет место. 

Обозначим рассматриваемую, для определенности, скалярную ве¬ 
личину буквой и, а произвольную (текущую) точку пространства 
буквой М. Тогда каждому положению точки М отвечает численное 
значение величины и, т. е. и можно считать функцией точки М, 
и=/{М). Конечно, это — функция иного рода, чем те, которые мы 
рассматривали ранее, так как точка не является величиной. Но ока¬ 
зывается, что о функции, в расширенном понимании этого термина, 
можно говорить всегда, когда имеется определенный закон, согласно 
которому объектам одного «сорта» (в данном случае точкам прост¬ 
ранства) отвечают, соответствуют объекты другого «сорта» (в дан¬ 
ном случае значения величины и). Если поле нестационарное, то 
и=^/{М, і). 

Легко перейти от функции точки к функции трех переменных — трех 
пространственных координат. Для этого достаточно ввести декартову 
систему координат х, у, г ъ пространство. Тогда положение точки М 
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в пространстве будет полностью характеризоваться значениями 
X, у, г, т. е. можно написать и = ц {дг, у, г); наоборот, в заданной 
системе координат л:, у, г любую функцию от х, у, г можно 
рассматривать как функцию точки. Однако надо иметь в виду, что 
поле ц = /(Ж) (функция точки М) имеет смысл и может быть ис¬ 
следовано без всяких систем координат. Кроме того, если вводить 
системы координат различным способом, то зависимости и{х, і/, г) 
получатся, вообще говоря, различными для одной и той же функции 
точки и = и{М), т. е. при рассмотрении поля функция точки яв¬ 
ляется первичной по отношению к функции координат этой точки. 

Если исследуемая величина по своему смыслу задана в плос¬ 
кости, то соответствующее поле называется плоским; такие поля 
получаются, например, при исследовании тепловых процессов в 
пластинке, толщиной которой мы пренебрегаем. 

Если поле величины и пространственное, но в некоторой декартовой 
системе координат х, у, г эта величина окажется не зависящей от г, то поле 
называется плоскопараллельным. В таких случаях часто можно отвлечься 
от координаты г и рассматривать поле только в плоскости х, у, т. е. рас¬ 
сматривать плоскопараллельное поле как плоское, помня о том, что во всех 
параллельных плоскостях поле имеет в точности тот же вид. 


§ 3. Частные производные и дифференциалы 
первого порядка 

10. Основные определения. Пусть дана функция нескольких, 
например трех, переменных ц=/(лг, і/, г). Если зафиксировать 
значения всех независимых переменных, кроме одной, то и станет 
функцией этой одной переменной и по ней можно брать производ¬ 
ную или дифференциал, как в гл. IV. Такие производные и диффе¬ 
ренциалы называются частными. Другими словами, 

ііх=^/х{х, У, г)= Ит иу=^/у{х, у, г) = Ит , 

Дл:->0 Лу->0 

«2 = (напишите, чему?), 

где Л^ц = /(^^-1-Алг, у, г)—/{х, у, г), \и=/{х, у + Ау, г) — 
— /(л:, у, г), А^и= {чему"?) — частные приращения функции, полу¬ 
ченные за счет изменения одного лишь переменного при фиксиро¬ 
ванных остальных. Подчеркнем, что символы и' или /' (лг, у, г) для 
функций нескольких переменных не имеют смысла^ так как надо 
обязательно указывать, по какой именно переменной производится 
дифференцирование. 

Вычисление частных производных от конкретных элементарных 
функций осуществляется по правилам п. IV.5, причем в процессе 
дифференцирования по какой-либо переменной к остальным пере¬ 
менным надо относиться как к постоянным. 
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Пример. Пусть и—х^г ^—тогда и^ = 2хг^, “ 2 == 

= 3^*2®—у** 1п у (проверьте!). 

Частный дифференциал обозначается символом д со значком (ин¬ 
дексом), указывающим, по какой переменной происходит дифферен¬ 
цирование. Таким образом, 

д^и — и’хНіХ', = д^а~й\Ь.х. 

Если здесь, в частности, положить и~х^ то получим 

д^х—Ь.х, д^х~д^х — ^ (так как лг'л: = 1, Ху~х\~^). (5) 

Таким образом, д^и — и^д^х, откупа их^^-д^и/д^х. В этой формуле 
обычно не пишут индексов в правой части, т. е. пишут 
поскольку из знаменателя видно, по какому переменному берется 
дифференциад. Аналогичным образом — . Однако в 

этих формулах различаются не только знаменатели, но и числите¬ 
ли: в первой числитель равен а во второй д^и. Это правило записи ди¬ 
фференциалов, о котором надо помнить, иногда не очень удобно. Напри- 

'ди\-і дх 

нельзя написать 


мер, вместо нельзя написать ^, так как в этих выраже¬ 

ниях дифференциалы имеют различный смысл: в первом они берутся 
по X, а во втором — по и. 

При применении частных производных надо тщательно следить 
за выбором независимых переменных. Например, если записать вы¬ 
ражение для мощности электрического тока в виде Р~~,глеи- 


/? 

Г) дР 

напряжение, а Р —сопротивление цепи, мы получаем ^ = 

ОІХ 




н 


: если же формулу для мощности записать в виде Р=РР, 


где 1 —сила тока, то получаем 


дР 


Р 


. Эти результаты вовсе 


др ' Р 

не противоречат друг другу. В самом деле, первый можно записать 


подробно в виде 


дР 


и = СОП5І 


Р ^ дР 

, а второй — в виде ^ 


/=СОП5І 


= . (Продумайте физический смысл получающихся знаков.) 

А 

11. Полный дифференциал. Полный дифференциал ди функции 
и~/{х, у, г) по определению равен сумме всех ее частных диффе¬ 
ренциалов: 

ди ~ д^и д^и + д^и ~ + и'уАу + и^^г = 

л,# л,, 

( 6 ) 


АI А , ди X 


Если, в частности, положить и~х^ то получим в силу формулы (5) 
дх — д^х + дуХ + д^х ■= Ал:, 
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т. е. полный дифференциал независимого переменного равен его 
приращению (ср. п, IV.8). Поэтому формулу (6) можно переписать 
так: 

йи = и'^ах + и'уйу = (іг, (!) 

Например, 

сі(х^ зіп -) = (2 д:8Іп - + —соз —йх ~^сов~йу. 

\ У)\ У у] У 

Связь полного дифференциала с полным приращением функции 
аналогична той, которая описана в п. IV. 8. Пусть независимые пе¬ 
ременные получили приращения Дат, Ді/ и Дг, в результате чего и 
получит приращение 

Да=/(^^+Д^^, у-\-^у, г-\-^г)—/{x, у, г). 

Это полное приращение можно представить в виде суммы трех 
приращений, каждое из которых получено за счет изменения только 
одной переменной (проверьте!): 

^и=[/{х-\- ^x, у, г)—/{х, у, г)]-\-[/{х-}-Ах, у-}-Ау, г) — 
—/{х-}-Ах, у, г)]-\-[/{х-\- Ах, у-\-Ау, г-^-Аг) — 

~/(х-}-Ах, у + Ау, г)]. ( 8 ) 

Приращения, стоящие в квадратных скобках, представляют собой 
частные приращения и поэтому связаны с частными дифференциалами 
так, как описано в формуле (IV.23): 

/{х + Ах, у, г)—/{х, у, г)==/'^{х, у, г) Д^^а^Длг; 

/(^^ + Длг, у + Ау, г)~-/{х-\-Ах, у, г) =/у {хАх, у, г)Ау-\- 
-і-а^Ау^І/уіх, у, г)-}-аз] Ау + а^Ау^/у {X, у, г)Ау-^а^Ау; 
/(л:+Длг, у-{-Ау, г-{-Аг) —/(л:+Дл:, у-\-Ау, г) = (аналогично) = 

= /г{х, у, г) Аг-\-о.^Аг, 

где все величины а стремятся к нулю, когда Дл: —0, Ді/ —0 и 
Аг —0. Подставляя в (8), получим 

Аи = ПхАх ЦуАу и^Аг аАх ^Ау -\-уА 2 = 

~йи-\-аАх-\-^Ау-\-уАг, ( 9 ) 

где а, р, у—при Да:, Ау, Дс—>-0. Таким образом, и здесь 
можно сказать, что полный дифференциал представляет собой глав¬ 
ную линейную часть приращения функции: главную, так как он от¬ 
личается от приращения на величины высшего порядка малости (по 
сравнению с приращениями аргументов), а линейную, так как он 
представляет собой сумму слагаемых, пропорциональных прираще¬ 
ниям аргументов (ср. п. 3). Замена приращения функции на ее диф¬ 
ференциал, как и для функций одного переменного, означает замену 
нелинейной функции на линейную. 
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Формула (9) ДЛЯ случая двух независимых переменных проиллю¬ 
стрирована на рис, 200, где рядом с точками плоскости аргументов 
указаны значения функции с отброшенными членами высшего поряд¬ 
ка малости. 


У\ 


-~Г- 



0 


I 




Рис. 200. 


“Т 


1 



1 

_] _ 


X 


Замены І^уЫ^дуи, А^ги^д^ги и особенно Аи^йи, как и в 

п. IV. 10, порождают многочисленные конкретные приближенные формулы. 
Отметим, что последнюю формулу более подробно можно переписать так: 

/(а + Л, Ь-{-к, с+/)^/(а, Ь, с) + /;.(а, Ь, с)Л+/^(а, Ь, с)й+/;(а, Ь, с)1. 

Аналогично формуле (IV.29) легко получить также, что 

аи = ! ^ У, 'г) 1 [ /у (7, 7)! а^ + 1 /г (х, у, 7) 1 а^. 

Пусть, например, и — ху. Тогда 

- , “и уссу + хау ау ау 

^и=-У^х+ха', б„==~=-:^гг—^=-^ + -^=б;, + бу, 

и ху X у 

т. е. при умножении (и аналогично при делении, проверьте!) приближенных 
чисел их предельные относительные погрешности складываются. 

12; Производная сложной функции; Пусть опять и=/(х, у, г), 
но переменные лг, у, г уже не являются независимыми, а зависят в 
свою очередь от независимых переменных 5, і, т. е. 

и — іі{х, у, г); лг==лг(5, ^); у=у{8, і)’, г==2:{8, і). (10) 

Тем самым и и становится сложной функцией 5 и Для вычисле¬ 
ния частной производной щ зафиксируем і и дадим 5 приращение 
А8. Тогда и X, у, г получат частные приращения, а потому и также 
получит приращение, которое можно записать по формуле (9) так: 

Д^и = и’хА^х + и'уА^у + + аА^х + + уА^з:. 

Если теперь разделить обе части на А5 и перейти к пределу 



252 


ФУНКЦИИ НЕСКОЛЬКИХ ПЕРЕМЕННЫХ 


[гл. IX 


при ► о, получим 
ди 


и* = ^ = + «Х 


дй ^ , ди ду , ди дг 
дх д$ ' дудв дг 


01 ) 


Аналогично выражается Итак, получающееся правило подобно 
правилу для функций одного переменного [формула (IV.9)], но число 
слагаемых здесь больше, так как производные берутся по всем, про¬ 
межуточным переменным. 

Из формулы (И) аналогично п. IV,9 находим, что формула (7) 
для полного дифференциала [но не (6)!] остается справедливой и в 
случае, когда бывшие независимые переменные оказались зависящими 
от каких-либо других переменных. Действительно, в случае фор¬ 
мул (10) 


(іи = и^(І8 + щЛі = (и>; + сІ8 + (и>; + и'уу^ + и'^г^) (іі = 

= Цх {Х^(І8 -{- Х^(И) Ну {Уі(І8 -{" Уі(ІІ) -Ь ^2 (2і(І8 -{" 2((И) = 

= их(іх-{- и'уііу их(іг, 


что и требуется. Таким образом, формула (7) [равно как и фор¬ 
мула (ІѴ.22)] инвариантна, справедлива во всех случаях. 

Из этой инвариантности получаем многочисленные формулы для 
дифференцирования. Пусть, например, т = иѵ, где и к ѵ могут за¬ 
висеть от дальнейших переменных. Тогда по формуле (7) 
~'Ши(1и-{-‘ш’^сІѵ = ѵ(іи-^-и(іѵ. Итак, формула гі(иг>) спра¬ 

ведлива во всех случаях. Аналогично проверяется справедливость 
во всех случаях формул; 

(і [и + ѵ) = ди (іѵ; (і{Си) = Сди (С — сопзі); 
д ; (1 {и") =пи'^~^ди; д {зіп и) = со5 и сіи и т. д. 


Эти формулы дают возможность во многих случаях вычислять пол¬ 
ный дифференциал непосредственно, без вычисления частных произ¬ 
водных. 


Например, й (зіп х^у^) = со5 й {х^у^) = со5 {х^у^) [у^д {х^)-{-хЫ (|/*)] =: 

созх^у^ {2ху^дх-{-Зх^уЧуУ, наоборот, по полному дифференциалу можно 
восстановить частные производные как коэффициенты при дх и ду. 

Приведем еще несколько примеров вычисления производных. 

1) Пусть и = х^-\-у^). Тогда 


= /'(Ѵ"^^МТЭ 


2х X 

2 Ѵх^->гУ^~ Ѵх^ + у^ 


V іѴх^ + У^). 


Здесь функция сама по себе—функция одной переменной, вместо которой 
подставлен [' означает производную от / по этой единственной 

переменной. 
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2) Пусть и = ^ , уУ Тогда 



Здесь функция I сама по себе — функция трех переменных, вместо которых 

подставлены — , " и У, і] * []і и означают производные от / по 

У ^ 

этим трем переменным. 

3) Пусть у = Тогда для вычисления у' в конце п. IV.5 было ре¬ 

комендовано предварительное логарифмирование. Однако можно вычислять 
так. Обозначим (обычно это делается в уме) у = где и = х, ѵ = х и 

продифференцируем у как сложную функцию, считая и и о промежуточными 
переменными: 

Ух = Уи Уѵ Ѵх = зіп V . 1 Іп и созѵ-1 = 

== 5 ІП X х^‘" ^ 1п хсозх. 


Ясно, что последний прием является общим. Если нужно вычислить 
производную по X от выражения, в которое х входит несколько раз, то 
нужно производить дифференцирование по каждому х, считая остальные за¬ 
фиксированными, а затем полученные результаты сложить. 


Для дальнейшего приведем определение, годное для функций 
любого числа переменных, хотя мы здесь будем рассматривать толь¬ 
ко функции трех переменных. Функция /^(х, у, г) называется одно¬ 
родной функцией измерения Л, если для любого О 

Р{іх, іу, іг) = і^Р{х, у, 2 ). (12) 


Например, функция Р {х, у, г) = х^—Зуг — однородная функция измере¬ 
ния 2, так как 

Р {іх, іу, іг) = (іх)^ — 3 (іу) {іг) = Р (х^ — Зуг) = і^р {х, у, г). 

Аналогично увидим, что функция ^ — однородная функция нулевого 

измерения, функция 1/}^х — у — г —однородная функция измерения —1/2, 
а, например, функция х-|-2у—— неоднородная функция. 

В общем случае (12) при любых а, Ь, с имеем Р (іа, іЬ, іс) = і*‘ Р(а, Ь,с). 
Дифференцируя по і, получим 

р'х(ісі, іЬ, іс) а-\-Ру(іа, іЬ, іс) Ь-\- р'гііа, іЬ, іс)с~кі^~'^Р (а, Ь, с). 

Полагая в этом равенстве ^=1, а = х, Ь — у,с = г, получим теорему Эйлера 
об однородных функциях 

хР'х{х, У, г)-\-уРу{х, у, г) + гРг{х, у, г)-=кР (х, у, г). 

13. Производные неявных функций. Пусть неявная функция 
2~2(х, у) определена из уравнения 

Р(х, у, 2) = 0 . 


(13) 
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Для вычисления частной производной 2 ^ надо зафиксировать у и 
дифференцировать формулу (13), имея в виду, что г зависит от х‘. 
По правилу дифференцирования сложной функции получим 


откуда 


+ ^2 = О, Т. е. Р'хЛ- Р' 2 ^'х=‘^і 


р'х {X, у, г) 
Р'г {X, у, г) 


(14) 

(15) 


Аналогично, г'у — — Р'уІР'х' Если мы хотим, чтобы эта производная 
принимала определенное конечное значение, то надо требовать, чтобы 

Р'гіх. У, г)фО. (16) 


Это — так называемое условие существования неявной функции 
2 — 2 {х, у), определенной из уравнения (13); геометрический смысл 
этого условия мы покажем в п. XII.3, 

Неявные функции могут быть определены из системы уравнений. Пусть 
дано т уравнений, совместных (т. е. непротиворечивых) и независимых (т. е. 
таких, что ни одно из этих уравнений не является следствием остальных), 
связывающих п переменных. Тогда если т < п (уравнений меньше, чем 
переменных), то п — т переменных можно принять за независимые, т. е. 
значения их задавать, а остальные т переменных выражать из заданных т 
уравнений в виде функций от этих независимых переменных. (Если число 
уравнений больше или равно числу неизвестных, то для неизвестных полу¬ 
чаются дискретные значения и функций не будет). Рассмотрим, например, 
случай двух уравнений с пятью переменными: 

і іх, «, 2 , и, о) = 0, "і 
/ ^ . ю . . ; .1 

ф (х, у, г, и, о) = 0. ] 

Здесь можно три переменные принять за независимые, а две другие — за их 
функции. Примем для определенности и — и{х, у, г), ѵ — ѵ{х, у, г) и попро¬ 
буем найти производные и ѵ'^, для этого произведем дифференцирование 
обоих уравнений (17) при фиксированных у ѵі г. Получим 

V т. е. , , > (18) 

Фх • 1 + Фи “х + Фг- = 0’ / Фи “х + Фг- "'х = - Фх- і 


Таким образом, относительно и'^ и ѵ'^ получилась система двух уравне¬ 
ний первой степени с двумя неизвестными. Для ее разрешимости нужно 
(см. п. VI.4), чтобы определитель системы был отличен от нуля: 


Іи І'ѵ 

Фи Ф'. 


Ф 0 . 


(19) 


Аналогично находятся производные по у и г; определитель системы будет 
тот же (изменятся правые части). Таким образом, (19) — это условие суіце- 
ствования неявных функций и = и{х, у, г) и ѵ — ѵ{х, у, г), определенных из 
системы уравнений (17). Аналогичный вид имеет условие для любого числа 
уравнений и переменных. 

Функциональный определитель (т. е. определитель, составленный из функ¬ 
ций) вида (19) часто встречается в математике и имеет специальное название 
аякобиан» (по имени немецкого математика К. Якоби (1801—1851)) и симво- 
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лическое обозначение 


Ф) . 

^ (и, ѵ) ’ 


такой символ надо понимать как 


единый, так 


как числитель и знаменатель в отдельности пока для нас не имеют смысла. 
Аналогичные вопросы возникают при решении систем уравнений, вклю¬ 
чающих параметры. Пусть, например, рассматривается система двух уравнен 


ний с двумя неизвестными х, у: 


Цх, у, а, р, V, ...) = 0, 
Ф(х, у, а, р, V, ...) = 0, ) 


где а, Р, у, ...—параметры. Если при некоторых значениях сСд, Ро, Уо» ••• 
этих параметров система имеет решение Хд, уд и если при этих значениях 

^ О, то в силу сказанного система определяет х и у как функции 

оь. Р, у, т. е. при изменении параметров система будет продолжать иметь 
вполне определенное решение. Правда, как будет пояснено в п. XII.3, это 
утверждение имеет локальный характер, т. е. при значительном изменении 
параметров система может перестать быть разрешимой. Подчеркнем, что для 
такой «устойчивости» решения относительно изменения параметров число т 
уравнений в системе должно равняться числу п неизвестных. Если т < п, то 


п—т неизвестных остаются произвольными, а если т > п, то для разрешиз 
мости требуется выполнение т — п соотношений между параметрами. 


§ 4. Частные производные и дифференциалы 
высших порядков 

14. Определения. Пусть для определенности и—/{х, у, г)\ 
аналогично рассматриваются функции любого числа переменных. Тогда, 
как мы видели, имеются три частные производные первого порядка: 

и ^ 2 - Каждую из них можно вновь дифференци¬ 
ровать по X, у м 2, так что получается девять частных производ¬ 
ных второго порядка: 

^хх~/хх(^і У') ^)> ^ху~^хук.^у У} ^)і ^хг'у ^^ух\ ^уу’> ^^у2> ^2д:> 

Чгу И ^22* 

Дифференцирование элементарных функций, заданных в явном 
виде, осуществляется по правилам п. 1Ѵ.5, а неявных функций — 
при помощи дальнейшего дифференцирования равенств (14), (15) или 
(18) и т. п. Произвольные более высокого порядка определяются 
аналогично. 

Подобным образом определяются частные дифференциалы высших 
порядков и подобно пп. ІѴ.12 и 10 мы приходим к равенствам 

діх и = и'хх ^х^‘, дІуи = и"ху(іх(іу и т. д., (20) 

где дифференциал независимой переменной дх = ІІах = д^х и т. п. 
Отсюда 

- _д^и „ _ д^и д^и 

~ {дх х)2 “ аха » “^4' - дххдуу ~дхду* “ дх дг 

И т. д. 
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Подобно п. Ѵ.7 можно определить частные разности для функций не¬ 
скольких переменных, однако при этом непременно надо указывать, по какой 
именно переменной берется разность, причем по разным переменным шаг 
может быть различным. Пусть, например, 2^1{х, у); тогда можно обозначить 
шаг по X через Н и под Лд понимать частную разность по х, т. е. (хН-Л, у )—■ 

— Нх, У), а шаг по у обозначить через к и под понимать частную раз¬ 
ность по у, т. е. Л; 5,2 = /(х, у-{-к) — [{х, у). Тогда естественно обозначать 


Чн ^ Чк ^ = Ч (Ч 2 ) и т. п. 

Связь между раздельными разностями и производными выражается фор-, 
мулами 

Ль г 

Су г •- 


' 1- А* 2 

= ІШ1 

й ->0 п 


2„= ІІШ^ 


(і-*0 




Л* 


г Чь 2 
г'= 1іт _М_- 

^ н-*о Нк 
к-*о 


и т. д 


15. Равенство смешанных производных. Пусть г~/{х, у). 
Тогда у этой функции имеется четыре частные производные второго 
порядка: г^у, г'у^, 2 уу. Оказывается, что две средние производ¬ 

ные, которые называются смешанными, равны между собой: 


^ху —^ 


ух 


( 21 ) 


т. е. смешанные производные не зависят от того, в каком порядке 
производится дифференцирование. 


Для доказательства достаточно заметить, что согласно концу п. 14 




ух 


В то же время 


Ііт 

Й, Й-+0 


_ 1 _ 

Нк 


Чн 2 * 


( 22 ) 


у)—Нх, у)] = 

у-{-к)—Нх,У + к)] — и(х + к, у) — ^(х, у)] = 

= /(х + Я, у + к) — 1(х, у+к) — !(х-\-Н, у) + 1{х, у): 
Л |,,2 = Лд(Лй 2 ) = Лй[/(х, у + к) — ^{х, у)] = и{х + П, у + к) — 1{х + Н, у)]~ 
— іНх, У-{-1^)~Цх, У)] = І(х + к, у + к) — 1{х~\гН, у)—Цх, у+к) + 1{х, у). 


т. е. 


Чк ^ ~ Чн ^ 


—смешанные разности не зависят от того, в каком порядке берутся раз- 
ности. Отсюда из (22) и вытекает формула (21). 


Если теперь рассматриваются производные еще более высокого 
порядка, то согласно формуле (21) можно менять порядок любых 
двух рядом стоящих дифференцирований, в результате чего можно 
от любого порядка дифференцирований перейти к любому другому; 
существенно только то, сколько раз по какому переменному произ¬ 
водится дифференцирование, но не то, в каком порядке. Например, 


„IV ^„іѵ 
ххуг хухг 


гІѴ =//ІѴ 
хугх хгух 


ГІѴ 

'2X^2 


И т. д., НО 


фи 


IV 

хууг’ 
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Частные дифференциалы [см. формулу (20)] также не зависят от 
порядка, в котором производится дифференцирование. 

16. Полный дифференциал высшего порядка. Полный диффе¬ 
ренциал любого порядка — это полный дифференциал (см. п. И) от 
полного дифференциала предыдущего порядка. Как и ранее (п. IV.12), 
при последующих дифференцированиях дифференциалы независимых 
переменных надо рассматривать как постоянные величины. Пусть, 
например, г=/{х,у). Тогда 

йг = гх ( 1 х-\-гу йу\ 

й^г = й {йг) = {г^ йх 4- г'у йуУ^ йх + сіх -{- г'у йуУу Лу = 

= + ^'ух ах + г'ху йх йу + г’уу йу'^ = 

= 2^хх ах^ 4“ ‘^^ху О-Х сіу 4" ^уу сіу^і (23) 


при этом мы использовали формулу (21). Далее, 

сі^г ^ {г"хх ах^ 4 - ^^"ху ах сіу -Ь г'уу сіу^Ух сіх 4 - {г'хх ах^ 4 - 2 ^;^ ах йу 4 * 

4 ~ ^уу ау^)у йу = і^^ххх ах^ 4 “ ‘^^хху ах^ ау 4 - ^ хуу ах ау^) 4 ~ 

4 - (г'хху ах^ ау 4 - 2гхуу ахау^ 4 - г’Ууу ау^) = 

” ^ххх ах 4 “ ^^хху ах^ а у 4 ~ ^^хуу ах ау^ 4 " ^ууу ау^. 


Как и при выводе формулы (IV.32), мы видим, что вычисления идут по 
той же схеме, как если последовательно раскрыть скобки в выражениях 
(а 4“ 6)®, {й + ЬУ и т. д. В общем случае 


д'*г 


д^г 


дх^ 1 ду 


сіх’^ 1 (іу~\- 


д^г 


дх” 2 дуі 




Этот результат можно записать в виде символической формулы 


где в правой части надо раскрыть скобки так, как если бы д, дх, ду, йх и 
йу были обычными алгебраическими множителями. Подобным образом, если 
/ д д а 
ч=1{х^ у, г), то й'*и==Ых ■^ + (ІУ Щ + 

Если 2 = /^(х, у), но X и у не являются независимыми переменными, то, 
подобно концу п. IV. 12, формулу (23) надо изменить: 

й^г = й йх-{- г'^ йу) = й йх) 4- й (г^ йу) = й йх-\-г'^й (йх) 4- й {гу) йу + 

4- 2 ^ а {йу) = (г';^ йх+ г"^у йу) йх + г'^йЧ+ (г"^ йх 4- 2 "^ йу) йу 4- й^у = 

= г'хх + ‘^^"ху + ^"уу + ^'у ( 24 ) 

Аналогично изменятся выражения для дальнейших дифференциалов. 



ГЛАВА Я 


АНАЛИТИЧЕСКАЯ ГЕОМЕТРИЯ В ПРОСТРАНСТВЕ 


§ 1. Координаты в пространстве 


1. Различные виды координат в пространстве. Помимо декартовых коор^ 
динат, описанных в п. VII.9, широко применяются следующие системы коор- 

дИН ЙТ* 

{.Цилиндрические координаты (р; (р; г), показанные на рис. 201,—это 
полярные координаты на плоскости (см. п. II.3), к которым добавлена коорі 
дината 2 . Ясно, что для описания всех точек в пространстве достаточно зна-} 
чений 0^ р < 00 ; —Жф^л; оо < г < с». 

[координатные поверхности, т. е. поверхности, на которых одна из коор¬ 
динат постоянна, а остальные две меняются, образуют три семейства:р = соп5І, 
ф = СОП 5 І и 2 = СОП5І. На рис. 202 пока¬ 
зано по одному представителю из этих 
семейств; конечно, все поверхности на¬ 
до считать продолженными в бесконеч¬ 
ность. координатные линии, на кото- 



Рис. 201. 


Рис. 202, 


рых две координаты постоянны, а одна меняется, также образуют три семей¬ 
ства и получаются в результате пересечения координатных поверхностей; они 
показаны на рис. 202 жирными линиями. (Заметим, что для декартовой системы 
координат координатными поверхностями служат плоскости, параллельные 
одной из плоскостей хОу, уОг или гОх, а координатными линиями — пря¬ 
мые, параллельные одной из координатных осей.) 

Связь между декартовыми координатами (х; у; г) н цилиндрическими 
(р; ф; г), если обе системы координат расположены друг относительно друга 
так, как показано на рис. 203, выражается формулами х = р соз ф, у=р 5 Іпф, 
2 = 2 . 

Цилиндрические координаты часто применяются при рассмотрении тел 
вращения (круговые цилиндр и конус и т. д.), причем ось располагается 
по оси вращения. 
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§ П 


2. Сферические координаты (г; ■Ѳ-; ф), показанные на рис. 204, анало¬ 
гичны географическим с той разницей, что «широта» 'О здесь отсчитывается не 
от экватора, как в географии, а от «северного полюса». Интервалы изменения 
координат, достаточные для описания всех точек в пространстве, таковы: 
< оо; 0^'Ѳ’^я:; — 

Координатные поверхности и линии показаны на рис. 205. Связь между 
декартовыми координатами {х[ у[ г) и сферическими (г; ■Ѳ’’, ф), если системы 

координат расположены, как на рис. 206, 



Рис. 203. Рис. 204. 


ченных поверхностями, показанными на рис. 205, но применяются и во мно¬ 
гих других случаях. 

Декартовы, цилиндрические и сферические координаты — это частные слу¬ 
чаи ортогональных координат, характерных тем, что угол между координат¬ 



ными линиями в точках их пересечения 
прямой (проверьте!). Иногда применя¬ 
ются и неортогональные координаты, на¬ 
пример общие аффинные (п. VII.9). 

2. Число степеней свободы. Мы ви¬ 
дели, что в пространстве возможны раз¬ 
личные системы координат, но для всех 
них является общим то, что положение 



Рис. 205. 


Рис. 206. 


точки в пространстве определяется тремя координатами, тогда как поло¬ 
жение точки на плоскости определяется двумя координатами, а на линии — 
одной. Это выражают словами: при выборе точки в (геометрическом) прост- 
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ранстве или, что то же, при движении точки в пространстве имеются три 
степени свободы, тогда как при выборе точки на плоскости (а также на лю¬ 
бой поверхности) имеются две степени свободы, а на линии—одна. Или, дру¬ 
гими словами: пространство трехмерно, тогда как поверхности двумерны, а 
линии одномерны. 

В общем случае понятие о числе степеней свободы вводится так. Пусть 
имеется некоторая совокупность объектов (в предыдущем примере — совокуп¬ 
ность всех точек в пространстве), каждый из которых может быть охаракте¬ 
ризован указанием численных значений некоторых параметров (в предыду¬ 
щем примере — координат). Пусть эти параметры являются; 

1) независимыми, т. е. могут принимать произвольные значения: напри¬ 
мер, если зафиксировать все параметры, кроме одного, то этот один можно 
еще произвольно менять, быть может, в некоторых пределах; 

2) существенными, т. е. при любом изменении параметров рассматривае¬ 
мый объект фактически меняется. Тогда, если таких параметров к, говорят, 
что при выборе объекта из рассматриваемой совокупности имеется к степе¬ 
ней свободы, а сама совокупность называется (обобщенным) к-мерным про¬ 
странством или к-мерным многообразием. Сами параметры называются 
(обобщенными) координатами в этом пространстве; как и в случае обыч¬ 
ных координат в обычном пространстве, их можно выбирать различным 
способом, как это окажется удобнее в том или ином исследовании. Объек¬ 
ты, составляющие пространство, называются его элементами или точками. 
Таким образом, многомерное пространство получает конкретное истолко¬ 
вание. 

Приведенное определение размерности согласуется с определением раз¬ 
мерности линейного пространства, данным в п. VII. 19, так как за параметры 
в таком пространстве можно принять коэффициенты разложения вектора по 
некоторому фиксированному базису. Но теперь мы рассматриваем пространства 
значительно более общего вида, элементы которых объединены только «общей 
природой» и понятием близости между элементами, которой должна отвечать 
близость между соответствующими параметрами. Такие общие пространства 
с понятием близости между элементами или, что то же, с понятием перехода 
к пределу называются топологйческими пространствами. 

Приведем несколько примеров. Пусть рассматривается совокупность все¬ 
возможных кругов на плоскости. Каждый круг полностью характеризуется 
тремя параметрами; координатами (х; у) центра и радиусом г. ^и параметры 
независимы (их можно произвольно менять) и существенны (при их изменении 
круг также меняется). Таким образом, при выборе круга на плоскости име¬ 
ются три степени свободы, т. е. такая совокупность кругов образует трех¬ 
мерное пространство с обобщенными координатами (х; у, г). Аналогично 
совокупность всевозможных шаров в пространстве образует четырехмерное 
пространство. 

В физике систематически рассматривается совокупность событий, каждое 
из которых полностью характеризуется ответами на вопросы «где?» и «когда?» 
На первый вопрос можно ответить указанием, например, декартовых коор¬ 
динат X, у, г, а на второй —указанием момента времени і. Таким образом, 
пространство событий — четырехмерное и обобщенными координатами в нем 
могут служить (х; у, г\ I). 

Еще пример: сколько степеней свободы имеет отрезок данной длины I 
при движении в пространстве? Каждый такой отрезок полностью определя¬ 
ется координатами {х^, у^\ г{) и у^\ г^) его концов; эти координаты можно 
принять за параметры, определяющие положение отрезка. Эти параметры, 
очевидно, существенные, однако они не являются независимыми, а связаны 
соотношением (см. формулу (VII. 14)) 

У {^2 — — і/і)® + (22“^22)® =/. 

Таким образом, только пять параметров можно считать независимыми, а 
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шестой выражается через них из этого соотношения. Отрезок данной длины 
при движении в пространстве имеет пять степеней свободы. 

В общем случае, если параметров п и они существенные, но связаны т 
независимыми уравнениями (т. е, такими уравнениями, из которых ни одно 
не вытекает из остальных), то п—т параметров можно принять за независимые, 
а остальные т будут через них выражаться, т. е. будет п—т степеней сво¬ 
боды. Таким образом, например, при движении треугольника в пространстве 
получится 9—3 = 6 (проверьте!) степеней свободы. Этот пример важен в связи 
с тем, что положение абсолютно твердого тела произвольной формы пол¬ 
ностью определяется указанием положения трех его точек, не лежащих на 
одной прямой (почему?). Значит, при движении такого тела в пространстве 
также имеются шесть степеней свободы. 

Найдем еще число степеней свободы при движении бесконечной прямой 
в пространстве. Можно рассуждать так; выберем произвольно две точки А 
н В в пространстве (каждая имеет по три координаты) и проведем через них 
прямую (Р), которая будет определяться, таким образом, шестью парамет¬ 
рами, Так как эти параметры независимые, то, казалось бы, получается шесть 
степеней свободы. Однако такое рассуждение неверно, так как при измене¬ 
нии этих параметров точки А и В будут, правда, меняться, но прямая (Р) 
может при этом оставаться неизменной; значит, требование существенности 
параметров не выполняется. Так как прямая (Р) не меняется, если точка А 
скользит по ней (одна степень свободы) или точка В скользит по ней (еще 
одна степень свободы), то при нашем подсчете получились две лишние сте¬ 
пени свободы и на самом деле число степеней свободы равно 6 -—2 = 4. За 
независимые и существенные параметры можно взять, например, координаты 
точек пересечения прямой (Р) с плоскостями хОу и уОг; правда, не все пря¬ 
мые пересекаются с этими плоскостями, но эти особые случаи не могут ска¬ 
заться при подсчете числа степеней свободы. 

В й-мерном пространстве могут быть совокупности точек, т. е, подпро¬ 
странства (многообразия) той же, либо меньшей размерности. Попадание на 
многообразие (5) размерности к — 1 является исключительным обстоятельством, 
если, конечно, это попадание специально не предусмотрено; оно обусловли¬ 
вается выполнением определенного соотношения вида .а^) = 0 

между координатами аі, аз, ..., Типичным, основным случаем является 
непопадание на (5), т. е. выполнение неравенства /5 9 с 0. Если это неравен¬ 
ство выполнено при некоторых значениях координат, то оно сохраняется при 
любых достаточно близких значениях, тогда как равенство /5 = 0 может при 
как угодно малом изменении координат нарушиться. Поэтому говорят, что 
свойство, характеризуемое неравенствами между координатами, является гру¬ 
бым, структурно устойчивым относительно изменения координат, тогда как 
свойство, характеризуемое равенствами, является тонким, неустойчивым. 
Однако, если координаты меняются так, что /"5 непрерывно переходит от от¬ 
рицательных значений к положительным, то по пути должно быть и /^5 = 0 , 
т, е. точка попадает на (5), Еще более трудным является попадание на мно¬ 
гообразие размерности к — р<к — 1 ; для этого должно выполняться р соот¬ 
ношений вида равенств. 

Рассмотрим, например, систему (VI, 1) двух уравнений первой степени 
с двумя неизвестными. Пространство таких систем шестимерно, так как сис¬ 
тема определяется параметрами а^, Ьі, ду, Оа» ^ 2 » ^ 2 » которые и могут счи¬ 
таться координатами системы. Особый случай (п. VI, 6 ) определяется равен¬ 
ством 


О = ОіЬ^ — а^Ьі = о, 

т, е, структурно устойчивым является основной случай О ^ 0, а подпрост¬ 
ранство (5) особых случаев пятимерно. Среди этих особых случаев типич¬ 
ным является несовместность системы, тогда как системы с бесконечным 
числом решений образуют четырехмерное подпространство в (5) (почему?). 
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В заключение отметим, что бывают случаи, когда параметры могут при¬ 
нимать произвольные комплексные значения; тогда говорят о комплексной 
размерности. Так как у каждого комплексного параметра произвольны и 
вещественная, и мнимая части, то комплексная А-мерность означает вещест¬ 
венную 2^-мерность. 


§ 2. Поверхности и линии в пространстве 

3; Поверхности в пространстве. В п. ІХ.5 мы показали, что 
уравнение 

Р(х, у, 2 ') = 0 (1) 

определяет в пространстве х, у, г (т. е. в пространстве, в котором 
задана декартова система координат х, у, г) некоторую поверхность 
(л?), представляющую собой совокупность точек, координаты которых 
удовлетворяют данному уравнению (1). При этом соотношение (1) 
называется уравнением поверхности (6). Если, наоборот, первона¬ 
чально дана поверхность (5) в пространстве х, у, г, то можно по¬ 
лучить ее уравнение в форме (1). Например, рассуждая аналогично 
п. ІІ.4 И опираясь на формулу (ѴІІЛ4), легко вывести уравнение 
сферы с центром в точке (а; Ь; с) и радиусом 

(х-а)^-\-Іу-Ьу-\-(г-су-Н^ = 0. 

Уравнение поверхности можно записать и в других координатах: напри¬ 
мер, в сферических оно имеет вид Ф (г, ■&, ф) = 0. 

Аналогично п. ІІ.4 при отыскании точек пересечения трех поверх¬ 
ностей, уравнения которых заданы в форме (1), приходится решать 
систему трех уравнений с тремя неизвестными; 

Рііх, у, г) = 0; ' 
р 2 Іх, у, г) —0; . 
у, г) = 0. 

Подобно п. ІІ.7 вводится понятие об алгебраических и транс¬ 
цендентных поверхностях. Как и в п. ІІ.8, возможны особые случаи: 
мнимые поверхности, случаи вырождения и распадения. Следует 
только иметь в виду, что в п. II.8 линия могла вырождаться в точку, 
а поверхность может вырождаться в точку (например, «сфера 
нулевого радиуса») или в линию; например, бесконечный «круговой 
цилиндр нулевого диаметра» представляет собой прямую линию. 

4. Цилиндры, конусы, поверхности вращения; Возьмем для 
примера уравнение Если его рассматривать только в плос¬ 

кости хОг, то это уравнение параболы (^) {г~х'^), которой при¬ 
надлежат точки О(а: = 0; 2 ' = 0); А{х — 2; г = ^) и т. п. Но если 
это же уравнение рассматривать во всем пространстве х, у, 2 , то 
получится уравнение цилиндрической поверхности (рис. 207), на¬ 
правляющей которой служит парабола (і), а образующие парал- 
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лельны оси у {параболический цилиндр). Действительно, наряду, 
например, с точкой А рассматриваемой поверхности принадлежат 
точки (2; 5; 4), (2; —8; 4) и вообще все точки с координатами 
(2; у\ 4) при произвольном у, так как эти координаты удовлетво¬ 
ряют рассматриваемому уравнению 
(оно не содержит у, т. е. у мо¬ 
жет быть любым, лишь бы X VI г 
были такими, как нужно). Но эти 
точки заполняют целую прямую, по¬ 
казанную на рис. 207 жирно; анало¬ 
гично рассматриваются и остальные 
точки параболы {Ь). 

Подобным образом любое урав¬ 
нение вида Г (х, г) = 0 представ¬ 
ляет собой в пространстве х, у, г 
уравнение некоторой цилиндриче¬ 
ской поверхности с образующими, 
параллельными оси у, и направля¬ 
ющей в плоскости хОг с тем же 
уравнением Г (х, 2 ) = 0. Уравнения 
представляют цилиндрические поверхности с образующими, парал¬ 
лельными соответственно оси г или оси х. Например, уравнение 
представляет прямой круговой цилиндр радиуса 

с осью Од (то же уравнение в плоско¬ 
сти хОу представляет окружность). 

Рассмотрим теперь уравнение (1), при¬ 
чем будем предполагать, что функция Р 
однородная (см. конец п. IX. 12), и до¬ 
кажем, что тогда это уравнение пред¬ 
ставляет коническую поверхность с вер¬ 
шиной в начале координат. Действительно 
(рис. 208), пусть рассматриваемая поверх¬ 
ность содержит некоторую точку А с ко¬ 
ординатами (лг; у; г). Тогда Р{х; у]г)~0, 
так как координаты точки А должны удов¬ 
летворять уравнению поверхности. Возь¬ 
мем теперь любую точку 5 с координатами {іх\ іу; іг), где і — какое 
угодно положительное число. Тогда 

Г{іх; іу) іг) = і^Г(х, у, гг) = 0 = 0, 

т. е. и точка В лежит на рассматриваемой поверхности. Но если 
теперь менять і, то точка В опишет целый луч /, который, таким 
образом, тоже лежит на этой поверхности. Итак, рассматриваемая 
поверхность вместе с любой своей точкой А содержит целый 
луч /, откуда вытекает, что эта поверхность — коническая, точнее, 




же Ф (Аг, у) = 0 и (у, г) —о 
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представляет собой <(поАуконусу>; конус получится, если і в тождестве 
{IX. 12) может быть и отрицательным. Например, уравнение 
-\-Ьу^ — сг^ = 0 {а, Ь, с>0) представляет конус; так как в плос¬ 
кости 2 =\ получается эллипс (проверьте!), то это — эллиптический 
конус с осью Ог. 

В заключение рассмотрим уравнения поверхностей вращения. Пусть 
например, линия (I), лежащая в плоскости уОг и имеющая уравнение 
р {у, г) = 0, вращается относительно оси г (рис. 209); выведем уравнение 

полученной поверхности. Для этого 
возьмем на ней произвольную точ¬ 
ку М (х\ у; г) и найдем соответ¬ 
ствующую точку м (х; у; г) на ли¬ 
нии (Р). Т^да г = г, х = о, а для вы¬ 
числения у заметим, что у = КМ— 
(проверьте!). Так 
кзI^^'очка М лежит на (Р), то 
Р (у, г)=0, т. е. Г( х^-\-у^, г) = 0. 
Это и есть уравнение рассматри¬ 
ваемой поверхности вращения. 
Например, г = ау^ — уравнение па¬ 
раболы в плоскости уОг, а г = 
= а (х2-|- у ^)— уравнение парабо¬ 
лоида вращения. 

5. Линия в пространстве. 

Линия в пространстве может 
получиться Как результат пе¬ 
ресечения (т. е. как общая 
часть) двух поверхностей или как след (траектория) движущейся 
точки. В первом случае уравнения обеих поверхностей в декартовых 
координатах можно записать в виде 

!/. 4 = 0: I 

^2(^. <г') = 0. I ' ^ 

Тогда, поскольку точки линии их пересечения принадлежат одно¬ 
временно обеим поверхностям, эта линия будет представлять собой 
совокупность точек, координаты которых удовлетворяют одновре¬ 
менно обоим уравнениям (2), т. е. (2) надо рассматривать как сис¬ 
тему двух уравнений с тремя неизвестными. 

При втором подходе уравнение линии получается в параметри¬ 
ческом виде 

Аг = Ф(0; ^='Ф(0; (3) 

(см. п. VII.23). Для перехода от этого вида к виду (2) надо из 
уравнений (3) исключить і (например, из первого уравнения выра¬ 
зить і через X и подставить результат в два других уравнения), 
если это удастся и если это целесообразно. Для обратного перехода 
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от (2) к (3) надо (при тех же «если») в (2) подставить, например, 
после чего разрешить эти два уравнения относительно ^ и г; 
в результате у и г выразятся через і. 

Иногда возникает задача о нахождении проекции {^') заданной линии 
(^) на одну из координатных плоскостей, например на плоскость хОу (рис, 
210). Это означает, что требуется найти соотношение между х и у для точен 
этой линии. Если (^) задана уравнениями (2), 
то для нахождения (^') из них надо исклю¬ 
чить г, а если {і) задана в виде (3), то надо 
просто оставить два первых равенства. 

6. Параметрическое задание поверх¬ 
ностей в пространстве и функций. В п. 5 
мы видели (формулы (3)), что для пара¬ 
метрического представления линии тре¬ 
буется один параметр. Посмотрим теперь, 
что получится, если параметров два, 
т. е. каков геометрический смысл урав¬ 
нений 

х = ц>{и,ѵ), у = ф(й, г;), 

г=х{и,ѵ), (4) 

в которых параметры и и г; принимают произвольные числовые зна¬ 
чения. Естественно предположить, что эти уравнения представляют 
поверхность в пространстве, так как точка на поверхности имеет 

две степени свободы и потому требует 
для своего указания двух параметров. 

Для обоснования этого предположения 
выберем какие-либо два из уравнений (4), 
например два первых. Из них можно 
вообще говоря (во всяком случае, в прин¬ 
ципе), выразить и VI V через хну. 
Если теперь подставить полученные вы¬ 
ражения и = и{х, у), ѵ = ѵ(х, у) в третье 
уравнение (4), то мы получим уравнение 
вида г^2 (X, у), которое, как мы знаем 
(п. IX. 1), представляет поверхность в 
проСІ^ранстве. Итак, уравнения (4) за¬ 
дают в параметрической форме поверхность в пространстве, 

В п. XI. 14 мы увидим, что в некоторых особых случаях опи¬ 
санный переход принципиально невозможен. Это означает, что рас¬ 
сматриваемая поверхность вырождается в линию или точку. Напри¬ 
мер, «поверхность» х — и-\-ѵ, у = 2и-\-2ѵ, 2 = 1 —и — г» на самом 
деле является линией (почему?). 

На рис. 211 показан примерный вид поверхности (5), заданной 
уравнениями (4). Если положить и постоянным и менять только ѵ, 
то (так как останется только один параметр) мы будем получать 
различные линии на (5) в зависимости от значения и; аналогично. 
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полагая ‘У=соп8І, получим другое семейство линий на (5). Эти линии 
можно принять за координатные линии на (б"), а и и ѵ — за коорди¬ 
наты на (5). 

Уравнения (4) задают определенную функциональную зависимость 
между X, у, X. Действительно, если задать х и у, то, как говори¬ 
лось выше, можно (во всяком случае, принципиально) найти соот¬ 
ветствующие значения и и ѵ к тем самым соответствующее значе¬ 
ние X. Таким образом, получается функция х{х, у), заданная в пара¬ 
метрической форме, а графиком ее служит рассмотренная выше по¬ 
верхность (5), 


В общем случае для любого числа переменных параметрическая зави¬ 
симость получается так. Пусть даны уравнения 


(5) 


Хі — {Іі, і^, . 


^2 — !2 (^1> ^2> • 

... ІтУ, 

(^1і ^2> • 

• • I ^ т)> 


где переменные ^ 2 . играют роль параметров. Тогда, если т < п, 

то, выбрав из данных уравнений некоторые т, можно (за исключением осо¬ 
бых случаев вырождения, о которых будет сказано в п.ХІ.14) выразить из 
них ^ 1 , І 2 , іщ через соответствующие х, после чего подставить получен¬ 
ные зависимости в остальные уравнения (5). Таким образом, уравнения (5) 
определяют п — т из х как функции т остальных х. Можно сказато, что 
уравнения (5) представляют т-мерное многообразие (п, 2) в п-мерном про¬ 
странстве, при выборе точки на таком многообразии имеется т степеней сво¬ 
боды. В случаях вырождения размерность многообразия оказывается меньше 
т. Если т^п, то уравнения (5) функциональной зависимости между вели¬ 
чинами X, вообще говоря, не определяют. 

Вычисление производных от функций, заданных параметрически, произ¬ 
водится аналогично тому, как в п. IX. 13 мы дифференцировали неявные функ¬ 
ции. Пусть, например, рассматривается функция г—г{х,у), определенная 
формулами (4), и мы хотим найти производную г^. Тогда, переписав первые 
два равенства в виде ср (и, ѵ) —л: = 0, ф (и, ц) — у~0 (при практическом вычис¬ 
лении этого можно и не делать), можно найти и^^ и как мы это делали 
для уравнений (IX. 17); условием возможности этого будет 


Ф» 

% % 


5 ^ 0 . 


После этого из последнего равенства (4) имеем формулу ® 

которую и нужно подставить найденные значения и^ и ѵ^. Отсюда с помо¬ 
щью дальнейшего дифференцирования можно найти производные высших по¬ 
рядков. 


§ 3. Алгебраические поверхности первых двух порядков 

7. Поверхности первого порядка. Уравнение поверхности пер- 
вого порядка в общем виде таково (ср. п. 11.9): 

А.Х -ф- Ву Сх -1- = 0. 


(6) 
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Чтобы выяснить, что это за поверхность, введем вектор 

а = Лі + ВЛ-Ск5 (7) 

тогда уравнение (6) можно переписать в форме а*г-|-7) = 0 [см. 
формулы (ѴИ.7) и (ѴІІЛ2)], где г —радиус-вектор. Однако а-г = 
= й:праГ [см. формулу (VII. 4)], откуда получаем 

й:праГН-Л = 0; ПраГ=— 

Таким образом, получается, что в пространстве нужно взять сово¬ 
купность всех точек ЛГ, для которых 
постоянный вектор а имеет постоянное 

значение—Получится (рис. 212) 

плоскость (Р), перпендикулярная к век¬ 
тору а. 

Итак, поверхности первого поряд¬ 
ка — это плоскости. 

Рассмотрим несколько простых за¬ 
дач, 1) Влияние коэффициентов И, В, 

С, О на положение плоскости {Р) 
в пространстве видно из рис. 212. 

Например, если не менять коэффициен¬ 
ты й, В, С, а менять В, то плоскость 
будет поступательно перемещаться, 
в частности, при 0 — 0 она пройдет 
через начало координат; изменение же коэффициентов Л, В или С 
влечет за собой поворот вектора а, а следовательно, и поворот 
плоскости (Я). Если Л = 0, то вектор а лежит в плоскости уОг и 
потому плоскость (Я) параллельна оси х; если к тому же и /) = 0, 
то плоскость (Я) пройдет через ось х. 

Аналогично разбираются случаи равенства нулю других коэффи¬ 
циентов. 

Отметим уравнения плоскостей хОу\ г— 0; уОг\ дг — О и гОх'. 

У = 0. 

2) Через данную точку (х^^; у^; г^) провести плоскость перпен¬ 
дикулярно к данному вектору (7). Из (6) аналогично первой задаче 
п. II. 9 получаем ответ 

А {х — х^ + В (г/ — І/і) + С (г :—~ 0. 

3) Угол ф между двумя плоскостями 

А^хВ^^уС^г-^ О^^ = 0, А^хВ^у02 = 0 ( 8 ) 

равен углу между перпендикулярными к ним векторами 


проекция радиуса-вектора на 
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или дополняет этот последний угол до 180°, как углы с взаимно 
перпендикулярными сторонами (рис. 213). Значит, косинусы этих 
углов или равны, или различаются лишь знаком. Вычисляя угол между 
векторами (см. п. VII. 10), получим 


С05 ф = ± 


“I" В1В2 + С1С2 


У аі+ві+сіѴаі^ві+сі 


4) Условие параллельности 

Л ' 


Вг 


Яі. 

С* 


двух плоскостей (8) также 



получается из аналогичного условия (см. 
задачу 2. п. VII. 10) для соответствующих 
векторов (9), Если же 

Л1 _ В\ _ С\ _ 

Л2 В^ ’ 

то уравнения (8) равносильны, т, е. пло¬ 
скости совпадают. 

5) Линия (прямая) пересечения двух 
плоскостей (8) получится, если рассмот¬ 
реть оба уравнения (8) совместно как 
систему. От этой системы можно перейти 
к параметрической форме (VII.33) уравне¬ 
ний прямой так, как это описано в п. 5. 


I 

. = 0 . ( 


Покажем этот переход на примере. Пусть прямая линия задана как пере¬ 
сечение плоскостей 

X — 2у-\-г — 3 = 

2х-{-у-\-4г — 5 

Обозначив г = і, получим 

х—-’2у= — і \ 

2х-\-у= —4І + Б. I 

1 


Решая эту систему уравнений, найдем х 
(см. рис, 173), 


13 9 , 

т-т'' к- 


5 - 1 '^ 


Значит 


рассматриваемая прямая проходит через 
9 2 

параллельно вектору Ь=—— і —^1-(-к. 

5 5 


г = Л 
точку 


Задачи на прямые, а также на плоскости и прямые можно часто 
решать при помощи такого перехода и применения свойств векторов. 


Теперь легко разобраться в геометрическом смысле различных случаев, 
которые могут представиться при решении системы (VI.5) трех уравнений 
первой степени с тремя неизвестными. Каждое из этих уравнений представ¬ 
ляет плоскость в пространстве х, у, г, и, таким образом, речь идет об оты¬ 
скании точки пересечения трех плоскостей (Р^), (Р^), (Рд). Определитель си¬ 
стемы О равен векторно-скалярному произведению трех перпендикулярных к 
ним векторов (п. VI 1.15). Если 0^0, то эти векторы не параллельны одной 
плоскости и поэтому плоскость (Рз) пересечет линию пересечения (Р^) с (Рд) 
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ровно в одной точке, т. е. система (VI.5) имеет ровно одно решение. Если 
же П = 0, то векторы параллельны одной плоскости (7) или, что то же (рис. 
214), плоскости (Рі), (Ра), (^з) параллельны некоторой прямой (/) и поэтому 
либо не имеют ни одной общей точки, либо, имея общую точку, имеют целую 
общую прямую, параллельную (/). В первом случае система (VI.5) не имеет 
решений, а во втором имеет бесконечное количество, целую «прямую реше¬ 
ний». Возможное расположение плоскостей в обоих случаях показано на 

рис. 215. (Какие еще могут 
быть расположения?) 

(і) 





о) 


і) 


Рис. 215. 

а) Общей точки нет; б) общая прямая. 


8. Эллипсоид. Мы не будем давать геометрическое определение 
эллипсоида, а начнем с рассмотрения его канонического уравнения 




( 10 ) 


где а, с — положительные постоянные, называемые полуосями. 

Аналогично п. И, 10, легко проверить, что 
| 2 г|:^с^ т. е. эллипсоид — конечная, ограниченная поверхность; что 
плоскости хОу, уОг и гОх служат плоскостями симметрии, а начало 
координат—центром симметрии {центр эллипсоида). 

Чтобы уточнить форму эллипсоида, применим метод сечений^ со¬ 
стоящий в исследовании линий пересечения рассматриваемой поверх¬ 
ности с координатными плоскостями, т. е. плоскостями вида х = 
= СОП8І:, і/ = соп5І; и 2г=соп5І:. Рассмотрим сначала линию пересе¬ 
чения нашего эллипсоида с плоскостью г — Н, параллельной пло¬ 
скости хОу. Для этого положим 2 ~Н в уравнении (10), в резуль¬ 
тате чего получится 


д 2 “Г ^^2 ^2 


ИЛИ 


«/ 1 -^ 




И Ь 




т. е. получается эллипс с полуосями 

Таким образом, при Н — 0 получится эллипс с полуосями а и д; при 
увеличении \Н\ этот эллипс будет уменьшаться подобно и при 
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Н = ±с полуоси станут равными нулю, т. е. эллипс выродится в 
точку. Пересечение эллипсоида с плоскостями у — Н и х = Н дает 

аналогичный результат, и мы 
получаем поверхность, изобра¬ 
женную на рис. 216. 

Если две из полуосей рав¬ 
ны, например а = Ь, то в се¬ 
чении с плоскостями г=Н бу¬ 
дут получаться окружности. 
Тогда вместо трехосного эл¬ 
липсоида получим эллипсоид 
вращения, т. е. поверхность, 
полученную от вращения эл¬ 
липса вокруг одной из его осей. 
В зависимости от того, вокруг 
Рис. 216. какой оси, большой или ма¬ 

лой, будет производиться вра¬ 
щение, получится вытянутый (как яйцо) или сплюснутый эллипсоид 
вращения. Если же все три полуоси равны, то эллипсоид превра- 
пгается в сферу, т. е. поверхность шара. 



Аналогично п. 11.10 легко показать, что трехосный эллипсоид получается 
в результате двух равномерных сжатий или растяжений сферы к координат¬ 
ным плоскостям, в результате одного сжатия 
получается обязательно эллипсоид вращения, I 

В то же время из п. XI .6 вытекает, что при Л 
равномерном сжатии эллипсоида вновь полу¬ 
чается эллипсоид. 

9. Гиперболоиды. Гиперболоиды бы¬ 
вают двух типов. Однополостный гипер¬ 
болоид имеет каноническое уравнение 

у2 у2 2® 

р + І-.— = 1- (И) 

Сечение плоскостью г = Н дает эллипс с 


/і2 

полуосями а ^ бу і-і-^ [про¬ 

верьте!). Значит, при А = 0 получится 
эллипс с полуосями а и а при увели¬ 
чении I Н I этот эллипс будет подобно 
увеличиваться до бесконечности. Пересе¬ 
чение с плоскостями у — Н и х=^Н дает 
гиперболы, и мы получаем поверхность, 217 

изображенную на рис. 217. Как и эллип¬ 
соид, гиперболоид имеет три плоскости симметрии и центр симметрии. 

Если а=Ь, то получается однополостный гиперболоид враще¬ 
ния — поверхность, полученная от вращения гиперболы вокруг ее 
мнимой оси. 


и ьу^ 


1 + ^ (про- 


Рис. 217. 
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Его можно получить также другим способом, для объяснения которого 
положим у=Ь в уравнении (11), т. е. посмотрим, что получится в пересече¬ 
нии с плоскостью у = Ь. Получится 





т. е. линия распадается на пару прямых 


X 

а 



и 



{У=Ь), 


показанных на рис. 218 и пересекающихся в точке А (0; Ь, 0). В силу осевой 
симметрии аналогичная картина получится в пересечении с любой вертикаль-! 
ной плоскостью, касающейся «горловой окружности». Значит, весь этот ги¬ 
перболоид целиком заполнен показанными _ 

на рис. 218 двумя семействами прямых ли¬ 
ний, так что через каждую его точку про¬ 
ходят по две прямые, целиком лежащие на 
нем (подобно тому как цилиндр или конуо 
целиком заполнены одним семейством пря¬ 
мых линий). Заодно видно, что однополост- 
ный гиперболоид вращения можно получить 
от вращения одной из двух скрещиваю¬ 
щихся прямых в пространстве вокруг дру¬ 
гой. Что касается однополостного гипербо*- 
лоида общего вида (11), то он получается 
из гиперболоида вращения в результате рав¬ 
номерного сжатия, при котором прямые 
остаются прямыми, и поэтому также запол¬ 
нен двумя семействами прямых линий. 

Отметим в заключение, что плоскость, по¬ 
казанная на рис. 218, является касательной 
плоскостью к гиперболоиду в точке Л. 

В самом деле, касательная плоскость в лю¬ 
бой точке А любой поверхности (5)—это, 
по определению, плоскость, проходящая че¬ 
рез А и касательная там к любой линии, 
проходящей через эту точку и лежащей 
на (5). Значит, касательная плоскость к ги¬ 
перболоиду должна проходить через обе пря¬ 
мые, лежащие на нем и проходящие через Л. Итак, оказывается, что касательч 
Ная плоскость может пересекать поверхность по двум линиям. 

Каноническое уравнение двуполостного гиперболоида таково: 

—=1 

д2 62 т ^2 ‘ • 



Рис. 218. 


Сечение плоскостью г = Н дает эллипс с полуосями 

Таким образом, при |А|<с сечения нет, при \ Н\ = с получаются 
нулевые полуоси, а при дальнейшем увеличении \Н\ — эллипс, подобно 
увеличивающийся до бесконечности. Пересечение с плоскостями у— к 
т х = Н дает гиперболы, и мы получаем поверхность, состоящую из 
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двух бесконечных кусков и изображенную на рис. 219. Если а—Ь, 
получается двуполостный гиперболоид вращения — поверхность, полу¬ 
ченная от вращения гиперболы вокруг ее 
вещественной оси. 

10. Параболоиды. Параболоиды также 
бывают двух типов. Эллиптический парабо¬ 
лоид имеет каноническое уравнение 

2 = ах^-\-Ьу^ {а, ^>0). 

В пересечении с плоскостью 2 = Л получится 

ах^-{-Ьу^~Іг или —-(-^=1, т. е. эллипс 



с полуосями ■— и у. Значит, при 

Л < о пересечения не будет, при Л = 0 по¬ 
лучится точка (начало координат), а при 
увеличении Л > 0 получится эллипс, подобно 
увеличивающийся до бесконечности. Пере¬ 
сечение с плоскостями у=^Н и х = Н дает параболы, и мы получаем 
поверхность, изображенную на рис. 220. Параболоид имеет две пло¬ 
скости симметрии (л: = 0 и ^ = 0). Если а~Ь, получается парабо¬ 
лоид вращения —поверхность, полученная от вращения параболы 
вокруг ее оси. 




Гиперболический параболоид имеет каноническое уравнение 

2= —ах^-і-Ьу^ (п, ^>0). (12) 

Пересечение с плоскостью л: = 0 дает параболу 2 = Ьу^, обращенную 
ветвями вверх, тогда как пересечение с плоскостями у~Н дает 
параболы г~ — ах^-\-ЬН^, обращенные ветвями вниз (рис. 221). 
Пересечение исе с плоскостями 2 = Л дает гиперболы. Таким образом, 
получается поверхность, имеющая вид седла. 
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Можно доказать, что эта поверхность, как и однополостный гиперболоид, 
целиком заполнена двумя семействами прямых линий. Например, в начале 
координат касательной плоскостью к поверхности служит плоскость 2 = 0; 
в тю же время, если в уравнении (12) положить 2 = 0, то мы получим 
У^ах=± У^Ьу, т. е. касательная плоскость пересекает поверхность по двум 
прямым линиям. 

11. Обзор поверхностей второго порядка. Уравнение поверхно¬ 
сти второго порядка в общем виде (ср. п. II. 13) таково: 

Ах^ И- 2Вху Сф Н- Ол: -|- Ну -|- /г: -|- 7 = 0. (13) 

В п. XI. 12 будет показано, что всегда можно совершить такой 
поворот декартовых осей координат, после которого уравнение в новых 
осях уже не будет содержать членов с произведениями координат, 
т. е. будет иметь вид 

А'х'" + С'у'" + Гг'" + О'х' + Н'у' + Гг' + 7 = 0 (14) 


(ср. п. 11.13). Дальнейшее исследование идет по-разному, в зависи¬ 
мости от знаков коэффициентов Л', С', Г'. Допустим сначала, что 
все эти коэффициенты отличны от нуля и одного знака, например 
положительны. Тогда, как в п. 11.13, производя дополнение до пол¬ 
ного квадрата, а затем параллельный перенос осей, приходим 
к уравнению 

2 2 8 

А'х’‘ + С'у’' + Р'г’‘ + Г^0, т. е. + ^ 7 - = 1. 


Г 

А' 


Г 

С 


Г' 


Отсюда, если 7' < 0, получаем каноническое уравнение эллипсоида, 
т. е. и исходная поверхность (13) была эллипсоидом, но относительно 
осей X, у, г смещенным и повернутым. Если же 7' > 0 или = 0, то 
получаем соответственно мнимую поверхность или точку. Аналогичные 
результаты получаются, если коэффициенты Л', С', Г' отрицательны. 

Мы предоставляем читателю убедиться в том, что если коэффи¬ 
циенты Л', С', Г' отличны от нуля, но имеют разные знаки, то 
поверхность будет гиперболоидом, либо конусом второго порядка. 
Этот конус является одновременно эллиптическим, гиперболическим 
и параболическим (см. рис. 86), но обычно его называют эллиптическим; 
в частности, может получиться круговой конус. 

Если из коэффициентов Л', С', Г' уравнения (14) ровно один 
равен нулю, например Г', а соответствующий коэффициент Г отли¬ 
чен от нуля, то легко проверить, что поверхность будет парабо¬ 
лоидом. Можно проверить, на чем мы не будем останавливаться, 
что во всех остальных случаях могут получиться лишь цилиндр 
второго порядка, пара плоскостей (которые могут оказаться совпа¬ 
дающими), вырождение в прямую линию и мнимая поверхность. При 
этом цилиндр второго порядка может быть эллиптическим (в частно¬ 
сти, круговым), гиперболическим или параболическим в зависимости 
от вида направляющей; например, в начале п. 4 описан параболический 
цилиндр. 
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МАТРИЦЫ И ИХ ПРИМЕНЕНИЕ 


§ 1. Матрицы 


Матрицы, впервые появившиеся в середине прошлого века в ра¬ 
ботах английских математиков У. Гамильтона (1805—1865) и А. К§ли 
(1821—1895), в настоящее время в прикладной математике исполь¬ 
зуются весьма широко, они значительно упрощают рассмотрение 
сложных систем уравнений. 

1. Определения. Мы начнем с формальных определений, целесо¬ 
образность которых станет постепенно ясной. Матрицей называется 
прямоугольная таблица, составленная из чисел или каких-либо других 
объектов. Мы будем, если не оговорено противное, рассматривать 
только вещественные числовые матрицы, т. е. матрицы, составленные 
из вещественных чисел. Такая матрица может иметь, например, вид 


/2 —1,3 о 
\1 я; 1 


/2 10 ' 
или I _з о 
\ 2-1 Ѵз 


или 



, или (5) и т. д. (1) 


Здесь круглые скобки по бокам —знак матрицы; применяются также 
волнистые вертикальные линии, но, конечно, не простые вертикаль¬ 
ные черточки, которыми обозначается определитель (§ VI. 1). Как 
у определителей, у матриц различают элементы, строчки и столбцы. 
Однако важнейшим отличием от определителей является то, что 
определитель считается равным некоторому числу (п. VI.1), тогда 
как матрица не приравнивается какому-либо более простому объекту. 
Ее можно для краткости обозначить одной буквой, например А, В 
и т. п., но тогда под А все равно будет пониматься таблица. В об¬ 
щем виде 

А = 


Таким образом, элементы матрицы удобно снабжать двумя индексами^ 
из которых первый указывает номер строки, а второй — номер столбца* 
Иногда коротко пишут Л — т» е, і меняется от 1 до т, 

а ^—от 1 до л. 
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Каждая матрица имеет определенные размеры, т. е. количество 
строк и количество столбцов; так, в строках (1) и (2) выписаны 
матрицы соответственно размера 2x3, 3x3, 4x1, 1X1, тХп. Если 
число строк равно числу столбцов, то матрица называется квадратной, 
тогда говорят о ее порядке. Квадратная матрица первого порядка 
отождествляется со своим единственным элементом; так, четвертая 
матрица (1) — это просто число 5. 

Матрица, у которой всего один столбец, называется столбцевой, 
или числовым вектором-, такая матрица отождествляется с вектором 
в вещественном числовом пространстве (п, VII,18). Так, третья ма¬ 
трица (1) — это вектор в ^4 с координатами 1; — 2; 0; 3. Матрица, 
у которой всего одна строка, называется строчной. 

Матрица, у которой все элементы равны нулю, называется нуле- 
вой. Квадратная матрица, у которой равны нулю все элементы, кроме, 
быть может, стоящих на главной диагонали (т. е. диагонали, идущей 
из левого верхнего в правый нижний угол), называется диагональной-, 
если на диагонали стоят элементы а, Ь, ..., к, то матрица обозна¬ 
чается біа^ (а, Ь, к). Диагональная матрица, у которой все 

диагональные элементы равны единице, называется единичной и обычно 
обозначается буквой I: например, единичная матрица третьего порядка 
имеет вид 

/1 о 04 

1= о 1 о =аи§(1, 1, і). (3) 

\о о 1 / 


Иногда применяется транспонирование матрицы А, т. е. перемена 
ролями ее строк и столбцов (ср. п. VI.2); полученную матрицу мы 
обозначим А*. Например, 


/2 о Зу 
V -2 і) 



■ 1 \» 

о =(1 о -2)? 
.— 2 / 


в общем виде можно написать а*^ = (почему?). Ясно, что (А*)* = А. 

Матрица, совпадающая со своей транспонированной, называется 
симметрической-, такой может быть только квадратная матрица. 
Условие симметричности можно записать в виде = 

Если а/у=— а^^, то матрица называется кососимметрической. 


обозначать (іеі А; например. 


-3. Прямо- 


Квадратная матрица А имеет определитель, который мы будем 

шС 

\2 —3, 

угольная неквадратная матрица определителя не имеет, так как опре¬ 
делители бывают только квадратные. Из п, VI.2 следует, что 


йеі.І = 1, йе1.А*=бе1А. 
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2. Действия над матрицами. Матрицы одинакового размера можно 
складывать по формуле 

/^11 ^12 ^12 _ /^11 “Ь ^11 ^ і2 “ Ь ^ і2 

\^21 ®22 ^ 23 / \^21 ^22 ^ 23 / \^21 + ^21 ^22 + ^22 ^ 23 “ Ь ^ 23 / 

аналогично определяется умножение матрицы на число: 

4^21 ®22 ^ 23 / 

Легко проверить, что при этом выполняются все аксиомы линейных 
действий (п. ѴІІЛ7), т. е. совокупность всех матриц одинакового 
размера образует линейное пространство. Отметим очевидные формулы: 

(А + В)* = А* + В*; {кА)* = кА*’, іеі (кС) = к'^ йеіС, 

где п —порядок квадратной матрицы С. При этом, вообще говоря, 

беі (А + В) #:{1еіА+{1еіВ. 

Умножение матриц друг на друга осуществляется по своеобраз¬ 
ному закону, разумность которого будет ясна из п. 6. Прежде всего, 
размеры матриц-сомножителей должны быть согласованы: ширина 
первого множителя должна равняться высоте второго, в противном 
случае умножение невозможно. Если же это условие выполнено, то 
произведение находится по следующему правилу: 

/ а^^ ^ 12 ^ , /^11 ^12 ^ 13 ^ ^ 

\®21 ^ 22 / 4^21 ^22 ^ 2зУ 

“Ь ^ 12^21 < 2 : 11^12 “Ь ^ 12^22 ^ 11^13 “Ь ^ 12 ^ 2з \ 

^ 21^11 “Ь ^ 22^21 ^ 21^12 “Ь ^ 22^22 ^ 21^18 “Ь ^ 22 ^ 28 / 

Надо внимательно продумать это правило. Например, чтобы получить 
у произведения элемент, стоящий в первой строке и в третьем столбце, 
надо у первого множителя взять первую строку, у второго—третий 
столбец, а затем эти строку и столбец как бы скалярно перемножить 
(см. формулу (VII, 12)). И другие элементы матрицы-произведения 
получаются с помощью аналогичного «как бы скалярного умножения» 
строк первой матрицы-мтжѵіт&ш на столбцы второй матрицы-ыножи- 
теля. В общем случае, если мы умножим матрицу (а^-у) размера тхп 
на матрицу (Ь|^) размера пхр, мы получим матрицу {с^^) размера 

П 

тхр, элементы которой вычисляются по формуле с,у='^ 

к= 1 

Из приведенного правила вытекает, что всегда возможно перемно¬ 
жить две квадратные матрицы одинакового порядка, что даст квад¬ 
ратную матрицу того же порядка. В частности, квадратную матрицу 
всегда можно умножить саму на себя, т. е. возвысить в квадрат, 
тогда как прямоугольную неквадратную матрицу возвысить в квадрат 
нельзя. Другим важным частным случаем является умножение строч- 



V Лй2і ка22 ка^^ 
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ной матрицы на столбцевую, причем ширина первой равна высоте 
второй; это даст квадратную матрицу первого порядка, т. е. число 

іьл 

(аі йд). =аі^і + а2г»а+аз6з. 

Аналогично п. VI.2 можно проверить следующие свойства про¬ 
изведения матриц: 

(кА) В А (кЪ) = к (АВ); (А -4- В) С = АС + ВС; 

С (А + В)=СА + СВ; А (ВС) = (АВ) С; 


конечно, при этом всегда подразумевается, что размеры участвующих 
здесь матриц обеспечивают осмысленность формулы. Другой метод 
вывода этих формул будет указан в п. 6. 

Уже на самых простых примерах легко проверить, что матрицы, 
вообще говоря, не перестановочны друг с другом, т. е., вообще 
говоря, АВ^т^ВА. Например (проверьте!) 



Поэтому при умножении матриц надо тщательно следить за порядком 
множителей; для этого применяются термины: «умножим А справа 
на В» или просто «умножим А на В» (получится АВ), но «умножим 
А слева на В» (получится ВА). 

Отметим еще непосредственно проверяемое свойство 

(АВ)* = В*А* (4) 

и свойство, которое будет доказано в п. 7, 

беі (АВ) = {1еІ А-деІВ. (5) 

Если А —комплексная числовая матрица, то под А* понимается резуль¬ 
тат транспонирования с одновременной заменой всех элементов на их комп¬ 
лексно сопряженные значения; при этом А* называется матрицей, сопряженной 
с А. Для комплексных матриц из приведенных выше формул надо изменить 
только две; (іеі А* = (с1еі А)*, {кА)* = к*А*. 

3. Обратная матрица. Будем рассматривать квадратные матрицы 
некоторого определенного, например третьего, порядка. При умноже¬ 
нии таких матриц единичная матрица (3) играет ту же роль, что 
единица при умножении чисел: легко непосредственно проверить, что 
АІ = ІА = А для любой матрицы А. 
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По аналогии с умножением чисел определяется и понятие обратной 
к А матрицы: это матрица А“^, для которой 

А-іА = АА-і = І. (6) 

Отсюда и из равенства (5) вытекает, что 

(Іеі: А*{1е<: (А“^) = йеи = 1, т. е. (А“^) . 

Мы видим, что обязательно должно быть беіА^О. Квадратная 
матрица А, для которой {1е<:А = 0, называется вырожденной. Таким 
образом, вырожденная матрица не имеет обратной. В то же время 
всякая невырожденная матрица имеет обратную. В самом деле, рас¬ 
смотрим любую невырожденную матрицу 

Аі ^1 

К = ( ^2 ^2 ^2 |. (7) 

\^3 ^3 ^ 8 / 

Тогда, исходя из определения произведения матриц и рассуждая, как 
в п. VI.4, легко проверить, что произведение К слева или справа 
на матрицу 

1 /^1 ^2 

5 ІГКІ ^2 ^8 1 ( 8 ) 

\Сі С, С^ 

равно I; здесь большими буквами , Сд обозначены алгебраи¬ 

ческие дополнения соответствующих элементов в матрице К (или, что 
то же, в соответствующем определителе, см. п. VI.3). Значит, мат¬ 
рица (8) и есть К“^. 

Обратные матрицы применяются при решении матричных уравне¬ 
ний. Например, рассмотрим уравнение АХ—В, где АиВ — заданные 
матрицы, а X — искомая, причем беіА^т-^О. Умножив обе части слева 
на А“^ и воспользовавшись равенствами (6), получаем Х==А“^В. 
Аналогично из уравнения ХА = В получаем решение Х = ВА“^. 

Матрицы дают возможность кратко записать систему уравнений 
первой степени. Например, систему уравнений (VI.5) можно пере¬ 
писать в матричной форме 

I «2 ^2 ^2 !• и 1 = ^2 ) 

\^а ^3 ^8/ \^ / Ѵ^а/ 

(проверьте!). Если обозначить матрицу коэффициентов буквой А, 
столбец (т. е. числовой вектор) неизвестных буквой х, а столбец 
свободных членов буквой д, то то же уравнение можно еще короче за¬ 
писать в виде 


Ах = й 


(9) 
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откуда при деіЛ^О сразу получаем решение 

х = А-і(І. (10) 

Конечно, если подробно расшифровать эту формулу, получится то же 
правило Крамера, которое было найдено в п. VI.4. Отметим, что 
запись (9) возможна и в случае, когда число уравнений не равно 
числу неизвестных, тогда матрица А не будет квадратной; однако 
при этом нельзя перейти к формуле (10), так как неквадратная 
матрица не имеет обратной. 

Из формул (6) видно, что матрицы А и А“^ являются взаимно обрат¬ 
ными, т. е. (А“^)“^ = А. Кроме этой, иногда применяется формула (АВ)“і== 
= В“іА“і (сіеі А 7 = о, сіеі В 7=0), которую легко проверить: (В“^А“^) (АВ)= 
= В-і(А-іА)В =В“ЧВ = В-іВ=І. 

Наконец, из формулы (4), если подставить В = А”^, вытекает, что 
(А-і)*А* = (АА-і)* = І* = І, т. е. (А“і)* = (А*)-і. 

4. Собственные векторы и собственные значения матрицы. 

Пусть А — заданная квадратная матрица. Как мы увидим позже, 
иногда приходится рассматривать уравнение 

Ах = Хх, (И) 

где X — неизвестный числовой вектор, высота которого равна порядку 
А, а X — неизвестное число. При любом к уравнение (11) обладает, 
в частности, тривиальным решением х = 0, однако нас будут интере¬ 
совать только такие X, при которых эта система имеет нетривиальные 
решения. Эти значения К называются собственными значениями мат¬ 
рицы А, а решения х уравнения (И) при таких %—ее собствен¬ 
ными векторами. 

Собственные значения и собственные векторы находятся следую¬ 
щим образом. Так как х = Іх, то уравнение (11) можно переписать 
в виде 

(А —М)х = 0. (12) 

Сравнивая с формулой (9), видим, что получилась система из п алге¬ 
браических линейных однородных уравнений с п неизвестными, где 
п — порядок матрицы А. Согласно п. VI.6 для наличия нетривиального 
решения необходимо и достаточно, чтобы определитель системы рав¬ 
нялся нулю, т. е. 

(1еі(А —^І) = 0. (13) 

Это уравнение называется характеристическим уравнением мат¬ 
рицы А, оно служит для разыскания собственных значений Так, 
для матрицы (7) оно имеет вид 

Я, ^2 

^3 ^8 ^8 ^ 
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Раскрыв определитель, мы видим, что получается алгебраическое 
уравнение, степень которого равна порядку матрицы А. В силу п. Ѵ1П.8 
заключаем, что матрица порядка п имеет п собственных значений, 
среди которых, правда, могут быть совпадающие. 

Найдя какое-либо собственное значение, мы можем соответствую¬ 
щие собственные векторы найти из векторного уравнения (12) (пере¬ 
писанного в виде системы скалярных уравнений), как указано в п. VI. 6. 
Из уравнения (12) вытекает, что при зафиксированном Я сумма 
решений у = х^-|-х^ будет снова решением и произведение у — кх 
решения на число будет также решением того же уравнения. Значит, 
совокупность всех собственных векторов, отвечающих заданному соб¬ 
ственному значению, образует линейное подпространство (п. VII.18) 
пространства всех числовых векторов заданной высоты п. 

В наиболее важном случае, когда все собственные значения различные, 
каждое из этих подпространств одномерное, т. е. для каждого собственного 
значения соответствующий собственный вектор определен с точностью до чи¬ 
слового множителя. При этом имеются в виду комплексная размерность и 
комплексные собственные векторы, так как вещественное характеристическое 
уравнение (13) может иметь как вещественные, так и мнимые корни. Указанная 
одномерность вытекает из того, что ненулевые собственные векторы, отвечающие 
различным собственным значениям, обязательно линейно независимы, а в п-мер- 
ном пространстве числовых векторов не может быть более п линейно незави¬ 
симых векторов. А эта линейная независимость проверяется так: если, на¬ 
пример, собственные векторы х\ х^, х^ отвечают различным собственным 
значениям Яз, причем х^ с линейно независимы, а х* = ах^-|-Рх^, 

то, помножив это равенство справа на А, получаем ЯзХ® = аЯіХі-|-рЯ 2 х 2 , откуда, 
умножив первое равенство на Яз и вычитая, выводим а(Яі —Яэ)х^-1- 
Н-Р (Яа—Яз)х2 = 0, чему противоречит линейная независимость х^ и х^. 

Если имеются совпадающие собственные значения, то можно проверить, 
что для каждого собственного значения Я^ кратности подпространство 
собственных векторов имеет размерность Если все гп/^ — п/^, то, вы¬ 

брав базис в каждом из этих подпространств, мы получаем базис в комплекс¬ 
ном числовом пространстве состоящий из собственных векторов матрицы 
А, имеющей порядок п (если все вещественные, получаем базис в Е„). Если 
хотя бы одно т/, < л^, то базиса из собственных векторов матрицы А указать 
нельзя. 


б. Ранг матрицы. Вычеркнем из матрицы А несколько строк и 
столбцов так, чтобы количество оставшихся строк равнялось коли¬ 
честву оставшихся столбцов. Если после этого заменить знак матрицы 
на знак определителя, то полученный определитель называется ми¬ 
нором матрицы А. Матрица имеет много миноров, причем некоторые 
из них могут равняться нулю, а другие отличны от нуля. Наивысший 
из порядков миноров, отличных от нуля, называется рангом матрицы 
А, это очень важная ее характеристика. Например, у матрицы 


2 о 

3 о 


0 ~4\ 

0 —4 


2 —4 

^ минора второго порядка 

0 —6 

9 

3 —6 


равны нулю, тогда как среди шести миноров первого порядка 


имеется четыре отличных от нуля. (Определитель первого порядка 
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принимается равным своему единственному элементу.) Поэтому 
гап^ В=1. Мы предоставляем читателю проверить, что ранги матриц 

/і 2\ /З О 2\ /З О 2\ /3 О 2\ 

12, 1 -1 3 ), 1-13, 6 О 4 , (3 О 2) (14) 

\0 1/ \4 -1 6/ \4 ~1 5у \9 О 6/ 

равны соответственно 2, 3, 2, 1, 1, Ранг нулевой матрицы, у кото¬ 
рой вовсе нет миноров, отличных от нуля, принимается равным нулю. 

Ясно, что ранг квадратной матрицы не превосходит ее порядок; 
ранг равен порядку в том и только том случае, если матрица 
невырожденная. Ранг матрицы размера тхп, где не превос¬ 

ходит меньшего из чисел т ѵі п. 

Можно доказать, на чем мы не будем останавливаться, что ранг матрицы 
равен максимально возможному числу ее линейно независимых строк. (Отме¬ 
тим, что строки матрицы сами являются матрицами, т. е. над ними возможно 
производить линейные действия.) Так, во втором примере (14) все три строки 
линейно независимы; в третьем примере первые две строки линейно незави¬ 
симые, а третья равна их сумме; в четвертом примере вторая и третья строки 
линейно выражаются через первую. 

Из свойства 7 п. VI.2 сразу следует, что у транспонированных матриц 
ранги одинаковы. Поэтому ранг одновременно равен максимально возможному 
числу линейно независимых столбцов матрицы. 

С помощью понятия ранга формулируются окончательные теоремы о раз¬ 
решимости систем линейных алгебраических уравнений, даже если число урав¬ 
нений не равно числу неизвестных. Рассмотрим для определенности систему 
из трех уравнений с четырьмя неизвестными 

а^х-)-=/^, 

ОгХ-|-ЬдУ “/г» (15) 

азл:+ЬзУЧ-Сз 2 -}-<із“ = /з- ‘ 

Если ввести числовые векторы 

то систему (15) можно переписать в виде 

і = ха-\-уЬ-}-гс-}-и6, (16) 

т. е. задача сводится к разложению заданного вектора ! по четырем заданным 
векторам а, Ь, с, д. Когда это возможно? Все векторы вида ха-}-уЪ-\-гс-{-ид 
при заданных а, Ь, с, й и всевозможных х, у, г, и образуют линейное под¬ 
пространство в Ез, «натянутое» на а, Ь, с, й. Размерность этого подпростран¬ 
ства в силу леммы п. VII. 19 равна максимальному числу к линейно незави¬ 
симых векторов среди а, Ь, с, д, т. е. рангу матрицы А коэффициентов 
системы (15). Для разложимости (16) нужно, чтобы вектор 1 лежал в указан¬ 
ном подпространстве, т. е. чтобы среди векторов а, Ь, с, й, I было также 
только к линейно независимых. Итак, получаем необходимое и достаточное 
условие существования решения системы (15): 

/аі Ьі Сі /аі Сі /л 

гап§( аа с^ ) = гап0( с^ /а ). 

\аіз Сз й^/ \Сз Ьз Сз (1^ / 3 / 


(17) 
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Аналогичный вид имеет условие разрешимости для любого числа уравнений 
и неизвестных. 

Пусть теперь условие разрешимости (17) выполнено; сколько тогда ре¬ 
шений имеет система (15)’ Если обозначить через х^, уо, г©, «о какое-либо 
одно решение этой системы и ввести замену переменных д: = д:о+д:', ..., и — 
= Ното легко проверить, что х', у\ г\ и' должны удовлетворять соот¬ 
ветствующей однородной системе 

аіх' + Ьіу' + Сі2' + сііы' = 0, I 

а^х'^Ь^у' -\-(І 2 и' = 0 , > (18) 

(^3^' ^зУ' ~]г — ^ ) 

Введем в Е 4 числовые векторы 



Тогда в силу п. VI 1.20—21 систему (18) можно переписать в виде 

Рі-х' = 0, р 2 -х' = 0, рз-х' = 0. (19) 

Таким образом, искомый вектор х' должен быть перпендикулярен к подпро¬ 
странству в Е 4 , «натянутому» на Рі, Рз, рз. Размерность этого подпростран¬ 
ства равна рангу (17), а потому нетрудно проверить, что размерность линей¬ 
ного подпространства векторов х' равна 4—гап§ А (в общем случае вместо 4 
должно быть число неизвестных). Такой же получается и размерность сово¬ 
купности решений системы (19), если каждое решение рассматривать как 
набор координат точки в Е 4 , то получается, что при выполнении условия (17) 
совокупность решений системы (15) определяет в Е^ гиперплоскость (п. VII. 19) 
размерности 4—гап§ А. 


§ 2. Линейные отображения 

6. Линейное отображение и его матрица. Начнем с примера. 
Пусть плоскость повернута на угол а. Тогда любой вектор лг в пло- 
скости перейдет в другой вектор у, который мы обозначим буквами 

А (лг) или просто Алг, т, е. у = Ах. (По причине, которая вскоре 
станет ясной, мы будем в этом параграфе обозначать векторы свет¬ 
лыми буквами со стрелкой.) Таким образом, в данном случае А — это 

знак поворота вектора, каждому вектору лг отвечает вектор Алг. Иначе 
говорят, что задано отображение А плоскости векторов в себя; 
употребляются также слова преобразование А, оператор А. Вектор 

лг называется прообразом^ а вектор Алг — образом при отображении А. 

Так как при повороте параллелограмм переходит в параллело¬ 
грамм, то при сложении прообразов складываются также и образы 

(рис. 222), другими словами, образом суммы служит сумма образов, 
—> 

А (лг^ +-^ 2 ) + Аі/з. Аналогично проверяется, что при умножении 

прообраза на число образ умножится на то же число, А (Ялг) = ХАлг. 
Таким образом, при рассматриваемом отображении сохраняются ли- 
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нейные действия, т. е. сохраняются линейные соотношения между 
векторами; это свойство отображения называется его линейностью. 

Аналогичным свойством линейности обладает проектирований всех 
векторов в пространстве на некоторую фиксированную плоскость 
или прямую (если при этом проекцию вектора рассматривать как 
вектор), что мы предоставим доказать читателю. Совсем другой 
пример получится, если рассмотреть линейное пространство всех 
многочленов (п. VII. 18) и под образом каждого многочлена понимать 
его производную; линейность такого ото¬ 
бражения вытекает из того, что произ¬ 
водная суммы равна сумме производных, 
а постоянный множитель можно выносить 
за знак производной. 

Переходим к общему определению. 

Пусть задано два линейных пространства 
(п. VII. 17), (Я) и (6*), и пусть каждому 
вектору X е (Я) по какому-то закону отве¬ 
чает вектор ^ = Ал:е(6’); тогда говорят, 
что задано отображение А пространства 
(Я) в пространство (6*). (Если (5) = (/?), 
то говорят об отображении пространст¬ 
ва (Я) в себя.) Это отображение назы¬ 
вается линейным, если для любых х^, х^ е (Я) и любого числа X 

А (лгі лгз) = Ахі Ахі, А (Хлг) = ХАх. (20) 

Применяя эти свойства несколько раз, легко вывести, что 

А О^Хх “Ь -Ь • • • Ч" ^к-^к) — А/іАагі -}- ХзАаг^Ч" • • • (21) 

т. е. линейное отображение сохраняет вид линейной комбинации: 
не только сумма прообразов переходит в сумму образов, но и раз¬ 
ность переходит в разность и т. д. Положив во втором равенстве 
(20) А, = 0, мы получаем также, что всегда Д0 = 0; конечно, в левой 
части здесь стоит нуль-вектор пространства (Я), а в правой части — 
нуль-вектор пространства (б*). 

Допустим для определенности, что пространство (Я) трехмерное, 
а пространство (6*) двумерное, и как-то выберем в (Я) базис рі, р^* 
Рз, а в (.8) —базис д,^. Каждый из векторов Ар^ лежит в (5) и 
потому можно разложить по д^, д%, обозначим 

Арі = 1 

А/72= ^ 22 ^ 2 ’ г (^2) 

А/?з = «13^1 Ч" «23^2' ^ 



Рис. 222. 

5 ^ кг= кх, + 
А (л:14-л:2)=!А^^ + 
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Тогда в силу формулы (21) любой вектор л; = + лГаРг +-^з/^з ^ 

переходит в вектор у — — {8) по следующему правилу: 


I/ = А (лг^Рі + + ХзРз) = д;іА/?і + х^кр^ + х^кр^ = 


т. е. 


— (ЛцЛГі ^ 12-^2 "Н ^ ІЗ '^ з ) "Н (^ 21-^1 “Ь ^ 22-^2 "Н ^ 23 -^ з ) ^ 2 ) 


Ух — ^Ц-^І "Ь ^12‘^2 “Н ^ІЗ'^З) ^ 
^2 — ^ 21‘^1 “Ь ^ 22*^2 " І " ^ 23 ‘^ 3 ' і 


(23) 


Мы пришли к формулам, по которым преобразуются координаты 
вектора при линейном отображении. Если обозначить 



то формулы (23) момсно переписать в силу п. 2 в виде 

У = Ах. (24) 

Здесь числовая матрица А называется матрицей отображения к в 

выбранных базисах р. и так как она зависит не только от сймого 
отображения, но и от выбора указанных базисов; аналогично число¬ 


вые векторы X и у зависят не только от векторов д;, і/, но и от 
этих базисов. 

Обратно, если в пространствах (/?) и (5) выбраны базисы соот- 
ветственнор и ^ и дано, что любой вектор х — х^р^ х^р^ ^ (/?) 

переходит в вектор у = кх — у^ду^-\-у^ц^^{8) в соответствии с фор- 
мулами (23), то преобразование у = кх будет линейным. 

В самом деле, при сложении векторов их одноименные координаты скла¬ 
дываются, а потому и соответствующие числовые векторы складываются, но 
из формулы (24) видно, что при сложении числовых векторов х соответствую¬ 
щие векторы у также складываются. Аналогично проверяется второе свой¬ 
ство (20). 


Итак, при выбранных базисах р. и ді каждому линейному ото¬ 
бражению {Я.) в {8) отвечает его матрица, и обратно, каждая число¬ 
вая матрица соответствующего размера (в разбираемом случае— 
размера 2x3) служит матрицей линейного отображения {Я) в {8). 
Ясно, что если {Я) имеет размерность п, а (5) — размерность т, 
получаются матрицы размеров тх л. В частном случае, когда (5) = (/?), 
матрица отображения будет квадратной; тогда обычно считается, 
если не оговорено противное, что как до отображения, так и после 
векторы раскладываются по одному и тому же базису. 

Так как ранг матрицы А равен максимальному числу ее линейно неза¬ 
висимых столбцов, то из формул (22) следует, что этот ранг равен макси¬ 
мальному числу линейно независимых векторов Ару, т. е. размерности линей- 
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ного пространства А (7?) образов всех векторов из (/?). Это пространство А (7?) 
может либо совпадать с (5), либо образовывать подпространство (5) меньшей 
размерности; в первом случае говорят, что (7?) отображено на (5). Из ска¬ 
занного, в частности, вытекает, что хотя матрица А отображения А зависит 
от выбора базисов в пространствах (7?) и (5), но ранг этой матрицы не зави¬ 
сит от такого выбора. Кроме того, так как ранг матрицы размера тХл не 
может быть больше п, то получаем, что размерность А (7?) не больше размер¬ 
ности (7?), т. е. при линейном отображении (а также, как мы увидим в § 4, 
и при нелинейном отображении) размерность не может повыситься. 

Можно рассматривать не только отображение векторов на векторы, но 
также отображение точек на точки, что более наглядно. Допустим, что каж¬ 
дой точке М плоскости (Р) отвечает некоторая точка М плоскости (Р), т. е. 
задано отображение плоскости (Р) в плоскость (Р); мы будем писать УИ = / {М) 
(ср. по поводу этого обозначения п. IX.9). Пусть это отображение I таково, 
что прямолинейность при нем не нарушается, т. е. векторы плоскости (Р) 
переходят в векторы плоскости (Р). Кроме того, допустим, что при этом 
равные векторы плоскости (Р) переходят в равные векторы плоскости (Р), 
т. е. любому вектору х плоскости (Р), вне зависимости от его расположения, 

отвечает вполне определенный вектор у плоскости (Р), который мы обозначим 
—> —> 

Ах. Наконец, допустим, что отображение у —Ах линейное. (Пример, с кото¬ 
рого мы начали п. 6, ^щовлетворяет всем перечисленным предположениям, 
в нем плоскости (Р) и (Р) совпадают, а под I {М) надо понимать результат 
поворота точки М на угол а вокруг центра вращения.) 

Пусть теперь в плоскости (Р) выбрана произвольная аффинная система 
координат (п. VI 1.9), которые мы будем обозначать Хі, Ха, с началом коор¬ 
динат О и базисными векторами р^, р^, так что радиус-вектор г = ХіРі-}-Х 2 Р 2 ’ 
В плоскости (Р) также произвольно выбрана аффинная система координат уі, 
У 2 , С началом координат О и базисными векторами д^. Обозначим коорди¬ 
наты точки / (О) в плоскости (Р) через Ь^, Ь^. Пусть даны координаты Хі, Ха 
некоторой точки М плоскости (Р); каковы будут координаты уі, соответ¬ 
ствующей точки /(Л4)’ Так как 

ЩМ)^йПО) + / (0)7 (лГ)==6іЙ+М2+ А(^). 


то в силу выведенных выше формул для преобразования 
получаем 

Уг = аііХі-|-аі2Хз+Ьі, 4 

Уа^ОаіХі + аааХа / 

коротко, 

У = Ах + Ь, 


координат вектора 

(25) 

(26) 


где А = —матрица отображения А в выбранных базисах, гЪ—( . 

уОаі Оаг / \" 2 / 

Легко проверить, что и обратно, если координаты точек преобразуются по 
формулам (25), то преобразование обладает свойствами, описанными в преды¬ 
дущем абзаце. Наиболее простые формулы получаются, если при отображении 
начало координат плоскости (Р) переходит в начало координат плоскости (Р): 
тогда = — О, т. е, формулы (25) принимают вид 

ЯііХі-}-а]2Х2, I 
Уг ~ ^21^1 / 

коротко, у=Ах. По этим же формулам преобразуются в общем случае (25) 
координаты векторов. 
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Если вместо плоскости рассматривается пространство или числовое про¬ 
странство любой размерности (п. VII. 18), то вместо (25) получаются анало¬ 
гичные формулы, но с другим числом строк и столбцов. Краткая запись 
имеет тот же вид (26), где матрица А, вообще говоря, прямоугольная, так 
как отображаться друг в друга могут пространства различных размерностей. 

Пусть всё же эти размерности одинаковы, для простоты рассмотрим опять 
отображение плоскости (Р) в плоскость (Р). Если беі А О, то отображение 
называется аффинным. В этом случае, умножив равенство (26) слева на А“і, 
получаем х = А~^у — А~^Ь, т. е. равенство того же вида, что (26). Значит, 
обратное отображение плоскости (Р) в плоскость (Р) также является аффинным. 



Рис. 223. 

Аффинные отображения плоскости: 

а) растяжение вдоль оси в к раз б) всестороннее растяжение в к раз 

у^=кхі Уі=кХі 

Уі-Хі \0 1 / Уг-кХг 


с:) 


в) поворот на угол а 
соз а— 8 Іпа /созос — зіп а 
Уі = Хі зіп а+лГг С08 а \ 8 іп а соз а 


е) сдвиг вдоль оси Хі 

Уі=хі + Ігх2 /1 
у^=Х2 \0 


д) зеркальное отражение от оси Х 2 

Уі=—Хі /-1 0 \ 

У2= Хг V о 1/ 


Наиболее распространенные примеры аффинных отображений плоскости 
на себя, при которых начало координат остается на месте, показаны на 
рис. 223. Там же указаны формулы преобразования координат и соответст¬ 
вующие матрицы в декартовой системе координат. (Докажите формулы для 
третьего примера, исходя из того, что = р сое (фа), г/а = р зіп (ф-{-а), где 
р = ОУИ=ОЛ1.) Конечно, возможны и комбинации этих простейших отобра¬ 
жений, а также дополнительные параллельные переносы. 

Если (іеІА = 0, то ранг матрицы А равен 1 или 0; в первом случае, как 
мы видели выше, плоскость (Р) отображается на прямую (так будет, в част¬ 
ности, при проектировании), а во втором — на точку плоскости (Р). 

Аналогично п. И.7 легко доказать, что при а4х[)инном отображении пло¬ 
скости порядок алгебраической линии не меняется. В частности, прямые 
линии, как единственные линии первого порядка (п. II.9), при аффинном ото¬ 
бражении остаются прямыми. Так как точка пересечения двух линий при 
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отображении должна переходить в точку пересечения их образов, то Пересе* 
кающиеся прямые переходят в пересекающиеся, а следовательно, параллель¬ 
ные—в параллельные. Легко проверить из определения, что отношение парал¬ 
лельных отрезков при аффинном отображении сохраняется; однако отношение 
непараллельных отрезков, длины и углы, вообще говорщ изменяются. Линии 
второго порядка при аффинном отображении переходят также в линии второго 
порядка. При этом эллипс, как единственная целиком конечная линия вто¬ 
рого порядка, переходит в эллипс (или, в частности, в окружность); парабола, 
как бесконечная линия второго порядка, состоящая из одного куска, переходит 
в параболу, гипербола переходит в гиперболу. 

Вернемся к линейным отображениям линейных пространств (см. начало 
этого пункта). Пусть даны два таких отображения, А и В пространства (/?) 
в (5). Тогда можно определить сумму этих отображений по формуле (А 4- 

4-В) х = Ах-}'Вх; аналогично определяется умножение отображения на числох 

(кк) х = 'К{кх). Легко проверить, что если в (/?) и (5) выбраны базисы, то 
при указанных действиях те же действия производятся над матрицами этих 
отображений, причем выполняются все аксиомы линейных действий; роль 
нуля играет отображение всего (/?) в нуль-вектор пространства (5). 

Умножение отображений по определению означает их последовательное 
выполнение. Более точно, пусть дано ото^ажение В пространства (/?) в (5) 
и отображение А пространства (5) в (Т). Тогда под АВ понимается «сложное» 
отображение (/?) в \Т), получающееся в результате выполнения сначала ото¬ 
бражения В, а затем отображения А, т. е. (АВ) х = А (Вх). Если в (/?), (5) 
и (Т) выбраны базисы, то при умножении преобразований их матрицы также 
перемножаются; отсюда и проистекает данное в п. 2 правило умножения 
матриц. Из-за важности этого правила дадим его вывод, хотя бы на примере 
квадратных матриц второго порядка. Пусть отображения В и А задаются 
соответственно формулами 


Уі = ЬпХі + Ьі2Х2, ] гі^аііУі+аі2У2, ) 

І/г ~ ^21-^1 “Ь ^82^2* / ^2^22^25 / 

тогда для получения «сложного» отображения надо первые формулы подста¬ 
вить во вторые и мы получим 

2і = аіі (бцХі 612X2) Яіг (621X1 622X2) = 

= (ацбц 012621) Хі (оід6і2 «12622) Х2, 

22 = (аналогично) = («21611 « 22621 ) Хі+(« 21612 -!- « 32622 ) Х 2 , 

т. е. мы приходим к матрице АВ, определенной по правилу п. 2. 

Из связи умножения матриц с умножением преобразований можно было 
бы вывести указанные в п. 2 свойства действий с матрицами, так как соот¬ 
ветствующие свойства преобразований легко выводятся из их линейности, 
Отметим только свойство А(ВС) = (АВ) С, вытекающее из соответствующего 
свойства отображений А(ВС) = (АВ)С: как в левой, так и в правой части 
последнего равенства стоит отображение, которое получится, если выполнить 
сначала отображение С, затем В и, наконец, А. При отображениях простран¬ 
ства в себя, т. е. при (5) = (/?) роль единицы при умножении отображений 
играет тождественное отображение I, при котором каждый вектор переходит 

в себя Іх = х: ясно, что всегда АІ = ІА — А. Этому отображению при любом 
выборе базиса отвечает единичная матрица I. Обратная матрица отвечает 
обратному отображению. Нетрудно понять, почему умножение матриц оказа¬ 
лось, вообще говоря, неперестановочным: ведь одни и те же отображения 
приходится выполнять в разном порядке, что может существенно изменить 
результат, (Проверьте, например, что если к точке (0; 1) применить 
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отображение рис. 223 а) с к = 2, а затем отображение в) с « = 90°, то полу¬ 
чится точка (2; 0), если же эти действия выполнить в обратном порядке, по¬ 
лучится точка (1; 0).) 

Вообще, какие-либо два действия могут либо коммутировать, если резуль¬ 
тат их совместного выполнения не зависит от порядка, в котором они выпол¬ 
няются, либо не коммутировать. (Коммутируют ли следующие действия: а) на¬ 
полнение бассейна водой; б) прыжок в этот бассейн с вышки^) 

7. Преобразование матрицы отображения при замене базиса. 
Мы уже отмечали, что при рассмотрении линейного отображения А 
пространства (/?) в пространство (б") матрица этого отображения 
зависит от выбора базисов в обоих пространствах. Одно и то же 
отображение может в одном базисе иметь более сложную матрицу, 
а в другом — более простую. Сейчас мы установим, какова эта зави¬ 
симость, вернувшись для определенности к выводу формулы (24). 

Пусть в (/?) выбран новый базис р\, р'^. Тогда любой вектор х 

можно разложить как по старому, так и по новому базису; 

+ -^2^2 + (28) 

где лгі, лгз, лгз — старые, а л;^, х^, лгд — новые координаты вектора х. 
Каждый из новых базисных векторов можно разложить по старым; 

Р\ — ^1іРі “Ь ^21^2 Н" ^ѢіРѣ, 1 

Рг ~ ^ 12^1 ^ 22^2 Н" I (29) 

/^3 ~ ^ІзРі “Ь ^2з/^2 ^Зз/^З) ) 


где Н ^^—некоторые коэффициенты, определяющие переход от старого 
базиса к новому. Если подставить формулы (29) в (28), а затем 

приравнять коэффициенты при одинаковых базисных векторах р^, 
/> 3 , мы получим (проверьте!) 


ЛГі = Р^цХі 4“ ^із-^з> 

•^2 ~ ^ 21-^1 “ 1 “ ^ 22'^2 4 " ^ гЗ '^ З * 

ЛГз = Н^^Хі -)- 4" ^ЗЗ'^З' 


Отметим, что матрица 


^Ні ^12 ^13 
Н = ( ^21 /і22 ^23 
^31 ^32 ^33 


(30) 


перехода от новых координат к старым обязательно невырожденная, 
так как, задавая х^, лТд, х^, мы должны получить вполне определен¬ 
ные значения л;^, дга, х'^. 
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Формулы (30), наподобие формул (23), можно записать кратко 
в виде 

(хЛ (х[\ 

X —Нх', где х= ІЛГ 2 , х'= 1 лг 2 |. 

Кх^І \ху 

Подобным образом, если в пространстве (^9) введен новый базис д[, 
д 2 с матрицей перехода К от старых координат к новым, то у = Ку^ 
Подставляя эти формулы в (24), получим Ку'=АНх', откуда, умно¬ 
жая слева на получим 

у' = К"іАНх', т. е. у' = А'х', где А' = К'АН. 

Эго и есть матрица рассматриваемого отображения в новых базисах. 

В частности, если (5) = (/?), то К = Н и потому 

А' = Н-іАН. (31) 

Сейчас мы выясним, каков геометрический смысл определителя матрицы 
аффинного отображения плоскости на себя. Пусть отображение определяется 
формулами (25), причем допустим сначала, что базис рі, Р 2 , выбранный в пло¬ 
скости (Р), является декартовым; по условию (Р) = (Р). Так как координаты 
векторов преобразуются по формулам (27), то векторы рі и р^ перейдут соот¬ 
ветственно в векторы ^1 = а-ііРі-{~а^хРі и 82 = ^ 12^1 + ^ 22^2 (почему?). Площадь 
квадрата, построенного на векторах Рі, р^, равняется единице, а площадь 
параллелограмма, в который отображается этот квадрат, т, е. построенного 

на векторах 8 ^, п силу конца п. ѴП.13, равна | | = |(іеіА|. Если 

теперь заметить, что при аффинном отображении все участки плоскости пре¬ 
образуются одинаково и потому площади любых фигур меняются в одной и 
той же пропорции, то мы получаем, что [ беі А I как раз равен коэффициенту 
изменения площадей при данном отображении Знак определителя беі А также 
имеет геометрический смысл. Если он положительный, то направление обхода 
контура фигуры при отображении сохраняется, т е. если мы обходим контур 
прообраза в положительном направлении, то и контур образа пооходится 
в положительном направлении. Если же беі А < 0, то при отображении на¬ 
правление обхода контура меняется на противоположное. (Проверьте все эти 
утверждения на примерах рис. 223 ) 

Если теперь перейти к произвольному базису, то 

беі А' = беі (Н-1АН) = беі (Н'і) беі А беі Н = (беі Н)-і сіеі А сіеі Н = сіеі А. 

Мы видим, что хотя матрица аффинного отображения зависит от выбора базиса, 
но ее определитель от этого не зависит, т. е. его смысл одинаков при любом 
выборе базиса 

Если рассматривается аффинное отображение одной плоскости на другую, 
то I беі А I также равняется коэффициенту изменения площадей, если площадь 
в каждой плоскости измерять через площадь параллелограмма, построенного 
на базисных векторах. 

Если рассматривается аффинное отображение пространства на себя, то 
аналогично можно показать, что | беі А | равняется коэффициенту изменения 
объемов, а знак беі А имеет + или — в зависимости от того, остаются при этом 
отображении правые тройки векторов правыми или переходят в левые. 
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Подобным образом можно истолковать смысл определителя матрицы аф([)инного 
отображения числового пространства любой размерности на себя. Из этого 
смысла, в частности, сразу вытекает формула (5), так как ясно, что при последова¬ 
тельном выполнении аффинных преобразований соответствующие коэффициенты 
изменения объемов перемножаются. 

8. Матрица отображения в базисе из собственных векторов. 

Рассмотрим линейное отображение А линейного пространства {/?) в 

себя. Если некоторый ненулевой вектор х преобразуется в парал¬ 
лельный вектор, так что для х преобразование состоит в умножении 

—^ ^ 

на скаляр Л, т. е, кх — 'кх, то х называется собственным вектором 
отображения А, отвечающим собственному значению К. 

Так, для первого примера на рис. 223 собственным является любой век¬ 
тор, параллельный оси (он отвечает собственному значению к) или оси Ха 
(он не меняется, т. е. отвечает собственному значению 1). Мы предоставим 
читателю найти собственные векторы и собственные значения для других 
примеров на рис. 223. 

Если в {/?) выбран базис, то вместо вектора х можно рассмат¬ 
ривать числовой вектор х из его координат, и в силу п. 6 равенство, 
определяющее собственный вектор, приобретает вид Ах = А,х, т. е. 
(11). Значит, в силу п. 4 вектор х должен быть собственным векто¬ 
ром матрицы А рассматриваемого отображения в выбранном базисе. 
В п. 4 мы разобрали, как находить эти векторы. На основании п. 4 
мы заключаем, что преобразование А имеет столько собственных 
значений, какова размерность пространства {/?), однако среди этих 
значений могут быть мнимые, а также совпадающие. Так, в примере в) 
рис. 223 собственные значения — мнимые (проверьте!), поэтому ни один 
ненулевой вектор не сохраняет при отображении параллельности. 
(Впрочем, из п. VIII .8 легко вывести, что если размерность (/?) не¬ 
четная, то уравнение (13) имеет по крайней мере одно вещественное 
решение, а потому имеется по крайней мере один собственный вектор.) 

Допустим для определенности, что пространство (У?) трехмерно, 
и предположим, что у отображения А можно указать три линейно 

независимых (вещественных) собственных вектора 4, / 3 . Примем 
эти векторы за базис; оказывается, что тогда матрица отображения 
А приобретает особенно простой вид. В самом деле, пусть мы еще 
не знаем, какая она, и напишем пока 

Уі ~ ^11-^1 ^12-^2 ^13-^3» 1 

У 2 ^21^1 ^22'^2 "І“ ^23'^3> Г (^2) 

Уз ~ ^31-^1 "І" ^32-^2 "І“ ^33-^3» і 

где штрихом обозначены координаты в указанном базисе. Так как 
вектор \ имеет координаты х'і~\, х^ — 0, ^^3 = 0 , а после отобра¬ 
жения он переходит в вектор с координатами —//2 = 0 , 
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у'^~0, ТО должно быть 

= йці + + ^ізО) 

О — ^21 ^ ~1“ ^22^ ~1“ ^23^) 

о = <2з11 Й32О «ззО, 

откуда находим, что = ^" 21 = 0 . «зі — О- Аналогично получаем 

(проверьте!), что = а'^г = а^з = а;з = — О, т. е. 

формулы (32) на самом деле имеют вид 

У2~каХ21 У^~к^Х^. 

Стало быть, матрица линейного отображения в базисе, сострящем 
из собственных векторов, имеет диагональный вид 

/к-у о ^ \ 

А' = (0 к^ О ] = й\а§{к^, Ц, Хз). 

\0 О к^ 

В силу п. 4 для наличия такого базиса достаточно, чтобы все корни 
характеристического уравнения матрицы А были вещественными и различными. 
Так как любую матрицу можно рассматривать как матрицу некоторого линей¬ 
ного отображения, а изменение матрицы такого отображения при замене базиса 
осуществляется по формуле (31), то полученный результат можно сформулиро¬ 
вать так; если у квадратной матрицы А все корни характеристического 
уравнения вещественны и различны, то можно подобрать такую невырож- 
денную матрицу Н, для которой матрица Н'^АН будет диагональной, 
причем на диагонали будут стоять как раз указанные корни. 

Если у характеристического уравнения не все корни вещественные и для 
некоторого мнимого корня найден соответствующий собственный вектор из 
уравнений (12) (координаты этого вектора также получатся мнимыми), то такой 
собственный вектор не будет иметь непосредственного геометрического смысла. 
Так будет, например, для третьего отображения на рис. 223, Однако можно 
пользоваться комплексными числами, не обязательно давая им непосредствен¬ 
ное геометрическое истолкование. Если допускать, что рассматриваемые про¬ 
екции могут принимать и комплексные значения, то все приведенные выкладки 
остаются в силе. В частности, утверждение предыдущего абзаца остается 
справедливым для любой квадратной матрицы, у которой все собственные 
значения (корни характеристического уравнения) различные; однако в общем 
случае матрица Н может получиться комплексной. 

Если у характеристического уравнения заданной матрицы имеются рав¬ 
ные корни, то в общем случае такая матрица к диагональному виду не при¬ 
водится. Так будет, в частности, в четвертом примере рис. 223. 

Отметим в заключение, что при замене базиса матрица А меняется по 
формуле (31), но характеристическое уравнение (13) остается при этом неиз¬ 
менным. В самом деле, 

сіеі (А'— ХІ) = (1е1(Н-іАН —Хі) = (1е1 [Н-МА —XI) Н] = 

= с1еі(Н-і) (1еі(А —ХІ)сІе1 Н = ; 5 -|— сІеМА — XI) сіеі Н = беі (А—XI). (33) 

аеі п 

9. Замена декартова базиса. В этом пункте мы будем считать, 
что (/?) яйляется не только линейным, но евклидовым пространством 
(пп. VII. 20—21), так что можно говорить о декартовых базисах в 
(/?). Выясним, какова матрица перехода от одного декартова базиса 
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К другому, причем для определенности будем считать (/?) трехмер- 

ным. Тогда надо пользоваться формулами (29). Пусть р^ об¬ 

разуют декартов базис, т. е. играют ту же роль, что векторы І, к 

в § ѴІІ.З. Для того чтобы р\, р\, также образовывали декартов 
базис, необходимо и достаточно, чтобы 

Й*Й==Р2*Д = Аз'Й = Р'і-Р2 = Й*Рз = Й’Й = 0 

(почему?). Раскрывая эти скалярные произведения по формуле (VII.12), 
получим 

^11 “Ь ^21 “Ь Щі — ^12 “Ь Щ.1, + ^32 ^13 “Ь ^23 Н~ ^33 = ^ . 

^11^12 ^21^22 ^31^32 ~ ^12^13 ^22^23 "Р ^32^33 “ 

= -р ^21^23 “Ь ^31^38 ~ 

Совокупность этих шести равенств можно сокращенно записать в виде 

/^11 ^21 ^^ 31 \ /^11 ^12 ^ 13 \ л ^ 

( ^12 ^22 ^32 I * ( ^21 ^22 ^23 ) “ ( ^ ^ ^ 

\Ліз /І 23 Л33/ \Лзі (І32 Л33/ \9 9 1/ 

(Проверьте это, перемножив в левой части матрицы по правилам 
п. 2 и сравнив результат с правой частью.) С помощью обозначений 
пп. 1 и 3 это условие можно записать в виде 

Н*Н==І, т. е. Н* = Н~^ (34) 


Матрица, удовлетворяющая этим равенствам, т. е, обратная к сво¬ 
ей транспонированной, называется ортогональной. Доказанное нами 
свойство можно сформулировать так: матрица перехода от одной 
декартовой системы к другой является ортогональной; обратно, если 
матрица перехода ортогональная, то из декартова базиса обяза¬ 
тельно получается декартов базис. (Проверьте, что матрицы пере¬ 
ходов (ІІ.З) и (II.4) ортогональные.) 

Овтогональные матрицы появляются также в связи с отображениями. 
Именно, линейное отображение евклидова пространства в себя называется 
ортогональным, если при этом отображении длины векторов не изменяются. 
Так как при таком отображении любой треугольник переходит в равный 
треугольник по так называемому «третьему признаку равенства треугольни¬ 
ков», то и все углы при этом сохраняются Ортогональное отображение мо¬ 
жет быть либо движением всего пространства как целого, либо комбинацией 
движения и зеркального отражения. 

Например, из отображений плоскости, указанных на рис. 223, ортого¬ 
нальными являются третье (движение) и пятое (отражение). 

Исходя из формул, аналогичных (22), и рассуждая, как в начале этого 
пункта, легко проверить, что матрица А ортогонального преобразования в де¬ 
картовом базисе ортогональная, и обратно, если в декартовом базисе преоб¬ 
разование имеет ортогональную матрицу, то оно ортогональное. 

Из равенства А*А=І (см. (34)) вытекает йе! -йеі: А = (сіе1: А)2 = йе1І = 1, 
откуда йе! Л = ± 1. Это вытекает и из геометрического смысла определителя 
матрицы линейного отображения (п. 7). При этом для движения определи- 
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тель равен 1, а для зеркального отражения или для комбинации движения 
и отражения он равен —1. 

Отметим одно следствие, которое применяется в механике. Пусть задано 
движение (обычного) пространства, при котором начало координат остается 
на месте. Это движение можно рассматривать как ортогональное преобра¬ 
зование А совокупности всех векторов трехмерного пространства. Если ле¬ 
вую часть характеристического уравнения разложить по формуле (VIII,25), 

(1е1 (А — ?^І)= — (?^— ?^і) — (^—^з). 

а затем в этом тождестве положить Я = 0, мы получим, что Х]Я 2 ^з = 1- Отсю¬ 
да следует, что по крайней мере одно собственное значение будет вещест¬ 
венным положительным, т. е. существует вектор для которого 

Ахо=Я^о> так как длины сохраняются, то Значит, рассматриваемое 

движение представляет собой поворот пространства вокруг оси, проходящей 
через начало координат параллельно собственному вектору, отвечающему соб¬ 
ственному значению, равному 1, 

10. Симметрические матрицы. Укажем применение полученных 
результатов к исследованию симметрических матриц (см, п, I). 

Можно доказать следующие свойства симметрических матриц. 

У симметрической матрицы все собственные значения веществен-‘ 
ные. 


Например, симметрическая матрица второго порядка имеет вид 

а Ь 
Ь с 


(35) 


ее характеристическое уравнение 

а—Х Ь 


= 0 . 


Ь с — Х I 
— {ас) Хас —— о 


имеет корни 

М,2 — ^ 


І. 


/ 


{а + с)2 


-ас +62 


а + с 




(а—с)2 


+ 62, 


(36) 

(37) 


очевидно, вещественные. Доказательства этого утверждения, как и двух даль¬ 
нейших, для матриц выше второго порядка мы не приводим. 

Собственные векторы, отвечающие различным собственным зна¬ 
чениям, обязательно ортогональны друг другу. 

Рассмотрим, например, матрицу (35) при 6 0. Координаты собственного 

вектора определяются из системы (12), которая в нашем случае имеет вид 

(а— ?^) + 6.^2 = о, 1 

6^1 +(с—?^)л:2 = 0, ) 


Если К —собственное значение, то эти два уравнения зависимы (п, VI,6) и 
потому достаточно ограничиться одним из них, например первым. Чтобы 
удовлетворить ему, можно положить —6, х^ — а — Х. Полагая = 

1 = получим два собственных вектора 


—6 




—6 


(I ^2 / 


И 


(38) 
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Их скалярное произведение равно 

+ (а — Х 2 ) — 'кі'кі — аСкі -\-'к 2 ) = ас—— а {а-\- с) Ь'^' а'^ — О 

(при выводе мы воспользовались формулами для суммы и произведения кор¬ 
ней квадратного уравнения (36)), откуда и вытекает перпендикулярность векто¬ 
ров (38). Если же 6 = 0, то собственными векторами служат ^ 0 ^ 0 

(продумайте это!), так что и в этом случае они перпендикулярны 

Если не все корни характеристического уравнения различны, 
т. е. некоторое собственное значение повторяется к раз, то можно 
указать к взаимно ортогональных собственных векторов, отвеча¬ 
ющих этому собственному значению. 

Например, для матрицы (35) из формулы (37) видно, что собственное 
значение будет двойным, только если а—с и 6 = 0. Но тогда все векторы 
будут собственными (проверьте!), так что, конечно, среди них можно выб¬ 
рать два взаимно перпендикулярных. 

Из указанных свойств вытекает, что если заданную симметри¬ 
ческую матрицу А рассматривать как матрицу линейного преобра¬ 
зования в некотором декартовом базисе, то всегда можно указать 
новый декартов базис, составленный целиком из собственных век¬ 
торов матрицы А. Например, для трехмерного случая характерис¬ 
тическое уравнение будет третьей степени и поэтому имеет три 
корня, которые, как было сказано выше, все вещественные. Если 
они все различные, то соответствующие им собственные векторы 
взаимно перпендикулярны, и потому если их взять единичной длины, 
то и получится искомый базис. Если — то можно выбрать 

два перпендикулярных собственных вектора, отвечающих значению 
л^, а вектор, отвечающий значению 'к^, будет перпендикулярен к 
ним обоим. Наконец, если все три собственных значения одинаковы, 
10 для этого общего значения можно указать три взаимно перпен¬ 
дикулярных собственных вектора. 

Так как переход от одного декартова базиса к другому осу¬ 
ществляется с помощью ортогональной матрицы (п. 9), а при ба¬ 
зисе из собственных векторов матрица после преобразования по 
формуле (31) становится диагональной (см. п. 8), то доказанное в 
предыдущем абзаце на языке матриц можно сформулировать так: 
для каждой симметрической матрицы А можно подобрать такую 
ортогональную матрицу Н, для которой матрица Н“^АН будет ди¬ 
агональной, причем на диагонали будут стоять собственные значения 
матрицы А. 

§ 3. Квадратичные формы 

И. Квадратичные формы. Квадратичной формой от нескольких 
переменных называется однородный многочлен второй степени от 
этих переменных. Например, квадратичная форма от трех переменных 
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Хі, лГз, лгд в общем случае имеет вид 


где ( 2 іі, ( 222 . •••> “^23 — некоторые числовые коэффициенты (а двойки 
поставлены для упрощения получающихся формул). Матрицей такой 
формы называется симметрическая матрица 


/ац 0^2 ^із\ 

А=( ^12 ^22 ^23 

\^13 ^23 ^33 / 


С помощью этой матрицы форму (39) можно переписать в виде 

Р= "Ь ‘^12-^2 ~Ь ^ІЗ'^з) (‘^12-^1 ~Ь ‘^22‘^2 ~Ь ‘^гЗ'^з) ^2 

/і/Л 

4“ (^13-^1 “Ь ‘^23-^2 “Ь ‘^ЗЗ'^З^ ^3 — У 1^1 “Ь У 2^2 4~ У 3^3 — ^2 ^3^ \ У2 \ 1 

где \У^/ 

/Уі'\ "Ь ^12'^2 "Ь ^ІЗ'^зХ /^11 ^12 ^1з\ ( 

I Уз |~{ 4~ ^22^2 "Ь ^23^3 |~( ^12 ^22 ^23 |*( ^2 Г 

\Уз/ \^13'^1 "Ь ^23-^2 "Ь ^ЗЗ'^з/ \^13 ^23 ^33/ \'^з/ 

/ч\ 

Значит, если ввести числовой вектор х = рСд , то получим 

Ѵв/ 

Г = \*\х. (40) 

Обратно, если форма представлена в виде (40), причем матрица А 
симметрическая, то А является матрицей этой формы. 

Проведем теперь какую угодно линейную замену переменных 
вида (30) или, коротко, 

х = Нх'. (41) 

Тогда в силу формулы (4) х*=х'*Н*, откуда 


/^•=х'*Н*АНх'=х'* (Н*АН) х', 

т. е. 

Р = х'*А'х', где А' = Н*АН. (42) 


Однако матрица А' симметрическая, так как в силу формулы (4) 
А'* = (Н*АН)* = Н*А*Н** =Н*АН = А'. 


Значит, А' и служит матрицей квадратичной формы после замены 
переменных. 

Итак, йри подстановке (41) матрица квадратичной формы пре¬ 
образуется по формуле (42). Если, в частности, считать матрицу Н 
ортогональной, то в силу формулы (34) получаем, что А' = Н~^АН. 
Как было показано в п. 10, всегда можно подобрать матрицу Н 
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так, чтобы А'= (А-і, Яд, ?^з). где на диагонали стоят собственные 

значения матрицы А. Но тогда квадратичная форма Р в новых пе¬ 
ременных приобретает диагональный вид 

^ -1- (43) 

Итак, квадратичную форму (39) можно с помощью преобразования 
(30) с ортогональной матрицей привести к диагональному виду (43), 
где А^, Ад, Ад — собственные значения матрицы А. 

Указанное формальное преобразование имеет следующий геомет¬ 
рический смысл. Рассмотрим матрицу А как матрицу некоторого 
линейного преобразования А в декартовом базисе с координатами 
-^ 1 . -^з- "Тогда переход (41), приводящий квадратичную форму 

Р к виду (43), отвечает переходу к новому базису, составленному 
из собственных векторов преобразования А. 

В п. 8 (формула (33)) мы показали, что при любой замене вида (31) оп¬ 
ределитель беі (А— АІ) не меняется. Значит, если разложить этот определитель 
по степеням А, то коэффициенты при этих степенях также не будут меняться; 
эти коэффициенты будут инвариантными относительно замены декартовых 
координат. Например, квадратичная форма от двух переменных при обоз¬ 
начениях, принятых в аналитической геометрии, имеет вид 

Ах^ -{■ ^Вху 4 - Су^, 

т. е. ее матрица такова; 



а характеристическое уравнение 

^ С-А =^"-(^ + ОА4-ЛС-Ва. 

Значит, выражения Л + С и АС — инвариантны относительно замены де¬ 
картовых координат (см. п, 11.13). 

12. Упрощение уравнений линий и поверхностей второго по¬ 
рядка. Преобразование квадратичной формы, описанное в п. 11, 
применяется, в 'частности, к упрощению уравнений линий и поверх¬ 
ностей второго порядка. Остановимся на уравнении поверхностей, 
так как упрощение уравнений линий второго порядка описано в 
II. 11.13. 

Пусть поверхность второго порядка задана в обычном для ана¬ 
литической геометрии виде (Х.13). Переход к новой декартовой 
системе координат с тем же началом, как было показано в п. 9, 
сводится к замене переменных 

X = ^11^ "і" ^ 

у ~ й^іХ 4-^22^ “Ь ^2 3^ > і" 


(44) 
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с ортогональной матрицей перехода Н. (Ясно, что если начало ко¬ 
ординат не заменяется, то координаты точек преобразуются по 
тем же формулам, что координаты векторов.) При подстановке этих 
выражений в уравнение (Х.13) группа членов второй степени и 
группа членов первой степени преобразуются независимо друг от 
друга. Если следить сначала только за группой членов второй сте¬ 
пени (квадратичной формой), то на основании п. 9, мы получаем, 
что всегда можно выбрать систему координат х', у\ г' так, что 
эта группа членов приобретет диагональный вид. Поэтому все 
уравнение после преобразования будет иметь вид 

К-^х'^ + ^ "Ь Ч" ^'у (45) 

здесь Я-з, Яд — корни уравнения 

А — }, В О 
В С—Я Е =0, 

^ Е Е—'к 

а С?', 7/', V — некоторые новые коэффициенты при членах первой 
степени, которые сами получатся после подстановки (44). Уравне¬ 
ние (45) — это уравнение (Х.14) в других обозначениях; его иссле¬ 
дование описано в п. Х.11. 


§ 4, Нелинейные отображения 


13. Общие понятия. Начнем с отображения плоскости в плоскость. Для 
этого предположим, что имеются две плоскости (Р) и (Р), которые, впрочем, 
могут быть совмещенными. Пусть каждой точке М из плоскости (Р) (или из 
некоторой ее области) по опреде¬ 


ленному закону соответствует оп¬ 
ределенная точка М плоскости (Р). 
Тогда говорят, что задано отоб¬ 
ражение плоскости (Р)_(или ее 
области) в плоскость (Р). Как 
было отмечено в конце п. VIII.И 
при рассмотрении отображений 
специального вида, при отобра¬ 
жении (Р) в (Р) линии переходят 
в линии; фигуры в плоскости (Р) 
переходят в фигуры в плоско¬ 
сти (Р), хотя при этом переходе 
форма фигуры может так изме¬ 
ниться (рис. 224), что по прооб- 



Рис. 224. 


разу в плоскости (Р) будет трудно узнать образ в плоскости (Р) и наобо-^ 
рот. Возможны также случаи вырождения, когда, например, отдельные 
фигуры при отображении «сплющиваются» в линии или даже в точки. 

Иногда приходится рассматривать обратное отображение, которое по¬ 
лучится, если задавать образ в (Р) и искать прообраз в (Р). При этом, 
подобно обратной функции (п. 1.21), может получиться осложнение: обратное 
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отображение может оказаться многозначным. Так будет, если какие-либо 
две точки плоскости (Р), как и У на рис. 224, переходят в одну и ту же 
точку плоскости (Р), так как такая точка будет иметь по меньшей мере 
два прообраза. 

Если не только само отображение, но и обратное отображение являются 
однозначными, то рассматриваемое отображение называется взаимно однознач¬ 
ным Если же отображение не взаимно однозначное, но не вырождается, то 
плоскость (Р) можно разбить на части, на каждой из которых отображение 
будет взаимно однозначным 

Отображения описываются аналитически с помощью систем координат. 
Для этого предположим, что в плоскости (Р) введена система декартовых 
координат X, у, а в плоскости (Р) — система координат х, у, эти системы 
также могут быть совмещенными. Тогда если задать координаты х, у точки 
М, то координаты х, у точки М однозначно определяются. Другими слова¬ 
ми, отображение определяется зависимостями 

х = х{х, уУ, У = у(х, у). (46) 

При обратном отображении мы задаем в этих формулах х и у п находим 
X к у; для взаимной однозначности отображения нужно, чтобы при этом 
получалось не более одного решения. 

Аналогично определяется отображение трехмерного пространства в трех¬ 
мерное; такое отображение определяется, взамен (46), формулами 

х — ^(х, у, г), 'у='у{х, у, г), Т=г{х, у, г) (47) 

Можно рассматривать и отображения друг в друга пространств различ¬ 
ных размерностей. Например, формулы 

х = І(х, у), у = 'у{х, у) 1=7(х, у) 

определяют отображение плоскости в трехмерное пространство. 

Формулы (Х,5) можно рассматривать как формулы, определяющие 
отображение т-мерного пространства с координатами І 2 , ■ . , ^ п-мер- 

ное пространство с координатами х^, Хз, ... ,х^. При этом система координат 
не обязана быть декартовой. 

14. Нелинейное отображение в малом. Рассмотрим отображение, опреде¬ 
ленное формулами (46), вблизи некоторой точки Мо(л:о; Уо)> которая отобра¬ 
жается в точку Л4о (Хо; у^). Поскольку с точностью до малых высшего 
порядка приращение любой функции можно заменить ее дифференциалом 
(п. ІХ.11), то, пренебрегая этими малыми, получим 


где Дл: = л:— х^, Ал: = л: —дСд и т. д. (можно сказать, что это—декартовы 
координаты, отсчитываемые соответственно от и Л4о), а индекс «нуль» 
указывает на то, что производные берутся в точке Сравнивая формулы 
(48) с формулами (27), мы заключаем, что нелинейное отображение в беско¬ 
нечно малой окрестности любой точки является с точностью до малых 
высшего порядка линейным. 




НЕЛИНРЙНЫЕ ОТОБРАЖЕНИЯ 


На основании п. 6 мы заключаем, что если определитель 
дх дх 

Р(7, Л 

^ ^ 0 {х, у) 

дх ду 

(обозначение см. в п. IX.13) в какой-либо точке не равен нулю, то 
рассматриваемое отображение в малой окрестности этой точки является 
взаимно однозначным и даже с точностью до малых высшего порядка 
аффинным. При этом абсолютное значение определителя (49) равно коэффи¬ 
циенту изменения площадей бесконечно малых фигур при рассматриваемом 
отображении; этот коэффициент 

уже не постоянен во всей у ^ л 

плоскости, как для линейного — і " — 

отображения, а принимает, во- У\\ Ы\ 

обще говоря, в различных X 

точках разные значения. Это, 

И 1^1 I 

в частности, дает возможность ,'ди 1^1 

приписать самостоятельный \ / V 

смысл знаменателю и числителю ^ 

в правой части (49): они равны -- — -► --*=► 

площади бесконечно малой фи- ^ ^ О Ш 

туры до и после отображения. 

Если в какой-либо точке Рис. 225. 

якобиан (49) равен нулю, то 

б этой точке рассматриваемое отображение вырождается, а именно, пло¬ 
щадь бесконечно малой фигуры после отображения становится малой выс¬ 
шего порядка. Если же якобиан (49) тождественно равен нулю, то отобра¬ 
жение вырождается во всей плоскости, так что при отображении размерность 
понижается: плоскость отображается на некоторую линию, не обязательно 
прямую, или даже в точку. 

Не следует думать, что если якобиан (49) не равен нулю ни в какой 
точке некоторой конечной области, то отображение будет в этой области 
взаимно однозначным Отображение может быть не вырожденным ни в какой 
точке, но тем не менее не быть взаимно однозначным (см., например, рис. 225). 

Аналогичными свойствами обладает отображение трехмерного простран¬ 
ства в трехмерное; это отображение может задаваться формулами (47). 

^ ^ О {х, у, г) , 

Здесь также существенное значение имеет якобиан ^ , абсолютное 

значение которого равно коэффициенту изменения объемов бесконечно малых 
тел. (Каков геометрический смысл знака якобиана^) 

В случае, если этот якобиан тождественно равен нулю, может возник¬ 
нуть вопрос о «степени» вырождения, т. е. о том, отобразится ли простран¬ 
ство X, у, г на поверхность или на линию (или даже на точку) пространства 
X, 'у, г. Ответ на этот вопрос вытекает из рассмотрений п. 6 и того, что 
каждое отображение в бесконечно малом является линейным. Надо рас¬ 
смотреть матрицу 

( дх дх \ 
дх ду дг \ 
ду ду ду \ 
дх ду дг Г 
дг ^ ^ 
дх ду дг / 


(50) 
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Ее ранг в любой точке меньше трех (почему?). Если он равен двум 
(в некоторых точках допускается понижение ранга), то пространство х, у, г 
отображается на двумерную поверхность. Если он нигде не превышает 
единицы, но не равен нулю тождественно, то отображение происходит на 
одномерную линию Наконец, если он тождественно равен нулю (это значит, 
что все элементы матрицы (50) тождественно равны нулю, что будет только 
для тождественно постоянных л:, у, г), то все пространство отображается 
на точку. 

Аналогичная картина почучается при отображении пространств любых, 
не обязательно одинаковых размерностей друг в друга Мы уже говорили, 
что формульг (Х.5) можно рассматривать как формулы, определяющие ото¬ 
бражение /л-мерного пространства с координатами ^ л-мерное 

пространство с координатами х^, х^, ^ х^ Чтобы выяснить, какой размер¬ 

ности многообразие получится в результате этого отображения, нужно соста¬ 
вить матрицу размера пхт 


дхі 

дхі 

дХі 

діі 

дІ2 

т 

дх2 

дХ2 

дХ2 

діі 

дІ2 

■ ді^ 

дх„ 


дх„ 

діі 

діа 

діт 


Если ранг этой матрицы равен к (причем в некоторых точках допускается 
понижение ранга), то и указанная размерность равна к, 

15. Функционаѵіьная зависимость функций. Результаты п. 14 можно 
применить к понятию «функциональной зависимости» системы функций 
Допустим сначала, что заданы три функции от трех независимых переменных 

Рі{х, У, г), р2(х, у, г), Рз(х, у, г). (51) 


Эти функции называются функционально зависимыми друг с другом, если 
между ними имеет место соотношение вида 

Ф(Еі(х, у, г), Р^{х, у, г), Рз{х, у, г))=0, (52) 


где Ф—некоторая функция трех переменных, Ф = Ф(?і,, |х, ѵ), сама по себе 
не тождественно равная нулю В пробивном случае функции (51) называются 
функционально независимыми Разрешая соотношение (52) относительно одной 
из переменных Р^, Р^, Ра, можно сказать также, что функции (51) называ¬ 
ются функционально зависимыми, если одна из них является функцией 
остальных 

Например, функции 

функционально зависимы, так как если их обозначить через Рі, Р^ и Р^, то 

Чтобы установить признак функциональной зависимости в общем случае, 
рассмотрим вспомогательное отображение 

Х=Еі(л:, у, г), 1 
Іі = р 2 ІХі у, г), V 
ѵ=Ез(х, у, г). I 


( 54 ) 
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Для функциональной зависимости системы (51) нужно, чтобы существовало 
соотношение (52), т. е. соотношение Ф (?і,, (х, ѵ)=0, справедливое для всех 
X, у, 2 . Оно определяет в пространстве л, |Х, ѵ некоторую поверхность, и 
мы получаем, что для функциональной зависимости функций <'51) нужно, 
чтобы при отображении (54) пространство х, у, г переходило в поверхность 
в пространстве Х, (х, ѵ, т. е. чтобы это отображение было вырожденным. 

Применяя результат п. 14, приходим к условию 


^ (^1. Рці Р з) _ 0 
0(х, у, г) ~ ’ 


(55) 


необходимому и достаточному для функциональной зависимости функций (51). 
(Проверьте выполнение условия (55) для функций (53).) 

Если же ранг матрицы 


/ 

/ дх ду дг 

дР^ 

1 дх ду дг 

\ ^ ^ 

\ дх ду дг 


равен единице, то, как мы видели в п. 14, пространство ж, у, г при отобра* 
жении переходит в линию в пространстве %, [.і, ѵ. Пользуясь уравнениями 
линии (Х.2), заключаем, что в данном случае функции Р^, р^, р^ связаны 
друг с другом двумя независимыми соотношениями вида (52). 

Аналогичный результат получается и в том случае, когда число незави¬ 
симых переменных и рассматриваемых функций от них различно. Например, 
две функции от трех переменных Р^ {х, у, г), Р^ {х, у, г) будут функционально 
зависимыми, если при отображении 

‘к = Рі{х, у, г), \1 = Р^(Х, у, е) 

пространство х, у, г переходит в линию на плоскости "К, (х (с некоторым 
уравнением Ф (?і,, (х) = 0). Согласно п. 14 условие для этого состоит в том, 
чтобы ранг матрицы 

/ дх ду дг \ 

\д_Р^ др2д^ 

\ дх ду дг / 

был меньше двух, т. е. чтобы 


д^Р^ ^ 
дх ду 

^0, 

дРі д_Рі 
дх дг 

= 0, 

аРі аРі 
ду дг 



д_Р^ д^^ 

дх ду 


дх дг 


ду дг 


Условия функциональной зависимости системы из любого числа функций 
от любого числа аргументов выглядят аналогично Отметим, что если функ¬ 
ций больше, чем аргументов, то такая система функций всегда функционально 
зависима. 



ГЛАВА XII 


ПРИМЕНЕНИЕ ЧАСТНЫХ ПРОИЗВОДНЫХ 


§ I. Скалярное поле 


1. Производная по направлению и градиент. Пусть в пространстве 
задана декартова система координат х, у, г; тогда (см. п. IX.9) 
стационарное скалярное поле можно рассматривать просто как функ¬ 
цию и = и{х, у, г). (Для нестационарного поля дальнейшие рассмот¬ 
рения надо проводить в любой, но фиксированный момент времени.) 
Пусть, кроме того, в пространстве дана некоторая точка М. Пусть 
линия (!) выходит из точки М по направлению / (рис. 226). Тогда 

производной от и по этому направлению на¬ 
зывается скорость изменения поля в данном 
направлении, отнесенная к единице длины: 

да и(ЛГ)-ИМ) ) 
Д8 ' 



ді 


Д5->0 


длина дуги вдоль (I) 
будет представлять 
и{8)==и{Х (5), у{8), .2(5)) 
йи 


производной 
ной функции 


^5 


Для вычисления этой производной допу¬ 
стим, что линия [Ь) задана в параметрическом 
виде г = г(5), причем за параметр взята 
(см. п. VII.23). Тогда значение и вдоль [і) 
собой сложную функцию длины дуги: 
Искомая производная (1) как раз равна 

т. е. по правилу (IX. И) дифференцирования слож¬ 


на 

Ш 


дх й$'ду йз'дг сіа' 


Правую часть удобно представить в виде скалярного произведения 
двух векторов (см. формулу (VII. 12)): 

ди 

Ж 


^^,ди. ди^ 
дх^ду^^дг 




(гів’ * .із ‘ сіз 

Первый из них называется градиентом поля и и обозначается 


. ди ди ди . 


(2) 


его смысл будет показан несколько позже. Второй вектор 

^... йг 

й8 


^ і I I + + 

(І8 д.8 да 
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§ и 

— это единичный вектор направления / (см. п. VII.23). Таким обра¬ 
зом, 

^ = §га(іи.т. (3) 

Первый множитель в правой части при заданном поле зависит 
лишь от выбора точки М; второй множитель зависит лишь от направ¬ 
ления I. В частности, мы видим, что ^ не зависит от выбора кон¬ 
кретной линии {Ц среди всевозможных линий, имеющих в М задан¬ 
ное направление /. (Отметим, кстати, что 
производная д^иІдР уже зависит от та¬ 
кого выбора.) 

Согласно формуле (VII.5) из (3) по¬ 
лучаем 

^==пр^(§га(іи)=^га(і^и (4) 

(это обозначение для проекции градиента 
на напрарление /). 

Отметим, что производные и'у и 
также являются производными по направ¬ 
лению: например, — это производная по Рис. 227. 

направлению, параллельному оси х. 

Приведем еще полезную формулу, содержащую градиент и осно¬ 
ванную на определении (IX.7) полного дифференциала: 

, да , , да , , да , 

Сіи=-^^ах+щау + -^^аг== 

= (^і + |^І + ^к).(йд:і + йі/і+йгк) = 

— ёгаб и-ё уІ-\- гк) — ^габ и• йг. 

Пусть заданы поле и и точка М; поставим вопрос: по какому направ¬ 
лению / производная ди/д/ самая большая? Согласно формуле (4) 
этот вопрос сводится к следующему: на какое направление проекция 
вектора §габи самая большая? Очевидно, что любой вектор при 
проектировании на различные направления дает самую большую 
проекцию, равную его модулю, при проектировании на его собствен¬ 
ное направление. Таким образом, вектор §габ и в точке М 
указывает в сторону самого быстрого возрастания поля «и», причем 
эта наибольшая скорость в расчете на единицу длины равна |§габи|; 
чем быстрее меняется поле, тем этот модуль больше. На рис. 227 
показаны векторы градиента температуры в отдельных точках теп¬ 
лопроводящей среды, подогреваемой изнутри, из заштрихованной 
зоны, и охлаждаемой снаружи. Градиент температуры направлен 
«к печке». 




304 


ПРИМЕНЕНИЕ ЧАСТНЫХ ПРОИЗВОДНЫХ 


[гл. хи 


Полученный физический смысл градиента показывает также, что 
градиент инвариантно связан с рассматриваемым полем, т. е. остается 
неизменным (инвариантным) при замене декартовых осей. (Этого не 
было видно из определения градиента (2), данного в «неинвариант¬ 
ной» форме, «привязанной» к какой-то одной системе координат.) 
Более того, если задано поле и, то в каждой точке пространства 
можно найти направление и скорость наибыстрейшего возрастания 
ноля и; так можно найти вектор ^гасі и, не прибегая к координатам 
и к заданию и {х, у, г). Итак, градиент скалярного поля образует 
вполне определенное векторное поле. 

Аналогичное требование инвариантности ставится для всех основных поня¬ 
тий теории векторного поля, которая в этой главе не будет изучаться. Дело 
в том, что при замене осей декартовой системы координат, хотя векторы ос¬ 
таются неизменными, инвариантными, но их проекции меняются. Таким 
образом, если какое-либо понятие теории векторного поля сформулировано с 
помощью координат или проекций этого поля, то надо проверить, что это 
понятие удовлетворяет требованию инвариантности относительно изменения 
этих координат и проекций при повороте осей координат. 

Покажем применение понятия градиента к вычислению скорости измене¬ 
ния поля вдоль траектории. Пусть задано поле и, вообще говоря, нестацио¬ 
нарное, т. е. и = и{Ху у, г, і). Пусть, далее, задан закон движения г = г(/) 
некоторой частицы М. Если рассматривать значение и в М ио мере движе¬ 
ния, то это значение будет представлять собой сложную функцию времени: 
и = и{х{і), у{і), г{і), і) Для вычисления искомой скорости изменения этого 
значения можно применить преобразования, аналогичные приведенным выше, 
что даст значение полной производной 


йи , , ди ди , ди 


йг ди 

где ѵ = — вектор скорости движения частицы, а ^ — производная по направ¬ 

лению касательной к траектории. 

Если поле стационарное 0^ . то справа остается только первое 

слагаемое. Таким образом, оно дает скорость изменения поля, полученную 
только за счет перехода точки М вдоль траектории от одних значений и к дру¬ 
гим; например, если и —температура, то за счет перехода из менее нагретой 
части пространства в более нагретую и т. п. Эта скорость называется переносной 
(конвектйвной). Второе слагаемое дает скорость изменения поля в неподвиж¬ 
ной точке, полученную из-за нестационарности поля; эта скорость называется 
местной {локальной). В общем случае действуірт оба указанных фактора 
и скорость изменения поля вдоль траектории складывается из переносной 
и местной скоростей изменения поля. 


2. Поверхности уровня. Поверхности уровня для поля и{х,у,г) 
(см. п. IX.7) — это поверхности, на которых поле имеет постоянное 
значение, й (а:, р, 2 ^) = сонзі; в зависимости от физического смысла 
поля они могут называться изотермическими, изобарическими и т. п. 
поверхностями. Между этими поверхностями и градиентом поля 
имеется простая связь: в каждой точке М градиент поля нормален 
(т. е. перпендикулярен касательной плоскости) к поверхности уровня, 
проходящей через М. 
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Действительно (рис. 228), если ДС малб, то вблизи М поверх¬ 
ности и~С и и = С+ДС можно считать почти плоскими и 

ди Аи АС „ л ^ 

по ясно, что будет самым малым, а потому про¬ 
изводная ^ — самой большой, если I направлено по нормали к поверх¬ 
ности. Отсюда и следует наше 
утверждение. 

Из него, в частности, полу¬ 
чаем решение следующей задачи: 
найти уравнение касательной 
плоскости^ проведенной в точке 
М^{x^] </„; к поверхности (/.), 
имеюіуей уравнение Р'{х,у, 2 ) — 0. 

Для решения этой задачи рас- Рис. 228. 

смотрим на минуту поле в про¬ 
странстве, определенное по формуле и = Р{х, у, г). Тогда (/,) 
будет одной из поверхностей уровня этого поля, так как на ней 
и = 0. Но тогда вектор 

(индекс «нуль» указывает, что рассматриваемые производные берутся 
в точке М^) перпендикулярен к искомой касательной плоскости. 
Согласно п. Х.7 (задача 2) получаем уравнение этой плоскости: 



Последнее уравнение можно записать в форме йР = 0; подумайте, 
как его можно было бы вывести непосредственно. 

Уравнение поверхности, к которой надо провести касательную 
плоскость, может быть задано в форме 2 —/{х, у). Тогда достаточно 
это уравнение переписать в виде 2 — /{х, у) = 0, обозначить левую 

часть через Р{х, у, г) и применить результат (5): —— -^о) 

Правая часть равна полному дифференциалу гі/, и мы получаем, 
таким образом, геометрический смысл полного дифференциала функ¬ 
ции двух переменных; он равен приращению третьей координаты 
касательной плоскости (рис. 229). 

Вычислим в качестве примера градиент центрально-симметричного поля 
и = [(г), где г = | г 1= + В этом случае пове хностями уровня 
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служат сферы с центром в начале координат (почему?). Если взять две сферы, 
радиусы которых отличаются на йг, то значения функции / на них будут 
отличаться на Поэтому скорость изменения поля поперек поверхностей 

уровня (т. е. вдоль радиусов) равна ^, а потому 

вгаааИ=® г« = 1|^г. (7) 

где т^ = г/г — орт вектора г. (Получите (7) на основе определения (2).) 






3. Неявные функции двух переменных. Неявные функции двух перемен¬ 
ных, о которых говорилось в начале п. IX. 13, получают теперь новое осве¬ 
щение. Пусть уравнение 

Р (х, у, г) = 0 (8) 

рассматривается вблизи точки (лгд; у^, г^), в которой оно удовлетворяется. 
Это уравнение определяет в пространстве поверхность {Ь), п роходящую через 

точку М^. Если при этом [см* условие (IX.16)], то (§гасі 

в силу формулы (2) имеет составляющую по оси г. Тогда перпендикулярная 
к градиенту касательная плоскость к \Ь) проходит не вертикально, а значит 
(рис. 230), и прилегающая к ней вблизи поверхность (І) образует с осью г 

положительный угол. Поэтому вблизи уравнение (8) определяет зависи¬ 

мость г {х, у). Эта зависимость определяется только локально (т. е. вблизи 
Мо или, как говорят, «б малом:»), так как если отойти подальше от то 
может оказаться, что при некоторых значениях х, у получится несколько 
значений г или ни одного значения г (см. рис 230). Отметим, что условие 
существования системы неявных функций, рассмотренное в п. IX.13, также 
гарантирует существование этих функций, вообще говоря, лишь локально. 

Если то касательная плоскость к (Ь) расположена в рассмат¬ 

риваемой точке вертикально, как в точке Л^о* Тогда может получиться, что 
даже в чрезвычайной близости от уравнение (8) не определяет однознач¬ 
ной функции г{х, у)', так, вблизи Л о при одних х, у получается два значе¬ 
ния г, а при других — нн одного, так как поверхность (/.) «заворачивается». 
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дР 

Однако, если в Л'о, например, ^ 56 0, то вблизи этой точки уравнение ( 8 ) 
определяет функцию у (дс, г). Только в тех точках поверхности (1), в которых 


дх 


= 0 ; 




(9) 


может случиться, что уравнение ( 8 ) не определяет, даже локально, одну из 
координат как функцию остальных. 

Точки, в которых удовл'^творяются условия (9), называются особыми 
точками поверхности Щ. Большинство поверхностей не имеет особых точек 
так как получаемая для их отыскания система 
четырех уравнений, ( 8 ) и (9), с тремя неизвест¬ 
ными, как правило, несовместна. Из наиболее 
известных поверхностей особой точкой обладают 
только конические поверхности: у них особая 
точка в вершине 

4. Плоские поля. Все понятия, введенные 
для пространственного поля, переносятся 
с соответствующими упрощениями на пло¬ 
ские поля (см. конец п. IX.9). Так, градиент 

поля и{х,у), §га(іи = ^і + ^] представ¬ 
ляет собой вектор, лежащий в плоскости лг, у. 

В каждой точке градиент поля нормален линии уровня поля, т. е. 
линии и (лг, I/) = СОП8І, проходящей через эту точку (рис. 231). При 

этом из смысла градиента вытекает, что 
его модуль приближенно обратно пропорцио¬ 
нален расстоянию между линиями уровня: 
там, где линии сближаются, градиент длиннее. 
Уравнение касательной к линии 

/(х,у) = 0 (10) 

имеет вид (5), но, естественно, без треть¬ 
его слагаемого. 


У к 

а) б) в) 

Рис. 232. 

а) Изолированная точка; 

б) точка самопересечения, 

в) точка возврата 



Уравнение (10) локально определяет функцию у{х), если Особые 

точки на линии ( 10 )—это точки, в которых 

» 4 =»- <“) 


Если на минуту представить себе поверхность (I) с уравнением г = }{х, у), 
то линия ( 10 ) получается в результате пересечения Щ с плоскостью г — 0. 
Если в какой-либо точке выполнены условия (10) и (11), то из формулы ( 6 ) 
следует, что в этой точке указанная плоскость касается поверхности Щ. В 
п. 9'будет показано, какой вид имеет линия пересечения поверхности со своей 
касательной плоскостью вблизи точки касания. Оказывается, что обычно осо¬ 
бые точки линии являются изолированными точками, точками самопересе 
чения или, реже, точками возврата (рис. 232). 

5. Огибаюш.ая однопараметрического семейства линий. Пусть рассматри¬ 
вается семейство линий, зависящих от одного параметра С (однопараметри¬ 
ческое семейство). Уравнение этих линий можно записать в общем виде. 

Р(х,у\С)=^0. (12) 
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причем при каждом конкретном С получается индивидуальная линия из семей¬ 
ства. Часто бывает, что в некоторых частях плоскости эти линии расположены 
наподобие того, как показано на рис. 233;в этом случае семейство имеет оги¬ 
бающую, т. е. линию (как правило, в семейство не входящую), каждой точки 
которой касается одна из линий семейства. Чтобы найти уравнение огибаю¬ 
щей, заметим, что каждая ее точка принадлежит одной из линий семейства, 
т. е. в каждой такой точке удовлетворяется уравнение (12), однако величина 

С будет по мере движения по огибаю¬ 
щей меняться, С = С(х). Дифференци¬ 
руя по X равенство (12) «вдоль огибаю¬ 
щей», получим 

'^«+'^>ог»б+'^сс;=о. (13) 

Здесь Уогиб—угловой коэффициент оги¬ 
бающей в ее произвольной точке М. 

Рис. 233. Но в этой точке огибающей касается 

одна из линий семейства, которая, сле¬ 
довательно, имеет такой же угловой коэффициент, т. е. Улинии = г^огиб5 Улинии 
находится из уравнения (12) дифференцированием при фиксированном Сі 

(14) 

Из (13) и (14) видим, что Р^С'^=0, но, как было сказано, величина С (х) пе¬ 
ременная, т. е. о, а потому 

Рс{х,у-С) = 0. (15) 

Итак, для точек огибающей наряду с (12) выполняется соотношение (15). 
Исключая из этих двух уравнений С, получим уравнение огибающей. 





Рис. 234. 


Рис. 235. 

а) Огибающая; 6) линия точек 
самопересечения. 


Пример. Рассмотрим семейство траекторий полета снаряда в предполо¬ 
жениях примера 1 п. И.6 при заданной начальной скорости По и различных 
углах бросания а. Здесь параметром семейства служит а, и поэтому для 
нахождения огибающей (рис. 234) продифференцируем уравнение семейства 
[уравнение (И. 11)] по а: 

X 

СОЗ® ОСг 0^ 


Если отсюда выразить іда и подставить его в уравнение семейства, то полу¬ 
чится уравнение огибающей 
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Значит, огибающей служит парабола, называемая параболой безопасности 
(почему?). 

Приведем еще пример. Так как все нормали к эвольвенте касаются эво¬ 
люты (п. VII.26), то эволюта является огибающей семейства всех нормалей 
к эвольвенте. Отсюда вытекает способ приближенного построения эволюты: 
надо построить несколько нормалей к эвольвенте, а затем навести их оги¬ 
бающую. 

Следует иметь в виду, что если линии рассматриваемого семейства имеют 
особые точки (см. п. 4), то, исключая С из (12) и (15), мы наряду с огибаю¬ 
щей получим линию особых точек (рис. 235). Действительно, как мы видели 
в п. 4, для таких точек р^=.р' = 0, а потому из (13) вытекает (15), даже 

если і/линии ос, точек ^ ^линии семейства. 


§ 2. Экстремум функции нескольких переменных 

6. Формула Тейлора для функции нескольких переменных. 
Рассмотрим для определенности функцию /(л:, у) двух переменных, 
хотя аналогичные результаты справедливы 
для любого числа переменных. Оказывает¬ 
ся, что формула (IV.62) без какого-либо 
изменения остается справедливой и для 
такой функции /. 

Для доказательства выберем произволь¬ 
ное направление, выходящее из точки (а; Ь) 
в плоскости аргументов и указанное на 
рис. 236 стрелкой. Вдоль этого направления 
функция I зависит от одного аргумента р, 
т. е. /(х, </) = /* (р). К функции I* можно 
применить формулу (IV. 62). При этом Д/* = Д^, Рис. 236. 

но при выяснении связи между дифферен¬ 
циалами функций и I надо учесть следующее. Так как (рис. 236) 

х = а- 1 -рсо 5 ф; у = &-{-р8Іпф (а, &, ф = сопз1), (16) 

то 

I* (р) = /(^, І/) = /(а+рС05ф, &-1-р5Шф). 

Таким образом, если при составлении с(/, ... переменные х и у счи¬ 
таются независимыми, то при составлении й},*, ... они считаются зави¬ 

сящими от р. Как известно (см. пп. IX.12 и IX. 16), для дифференциала пео- 
вого порядка это несущественно, т. е. гі^* = с(/, но для последующих диф¬ 
ференциалов это, вообще говоря, существенно. Однако в рассматриваемом 
случае из формул (16) видим, что 

(і^х = (і^х= ... =0] й^у = й^у= ,..=0. 

Поэтому из формул (IX.23) и (IX.24) следует, что и аналогично 

с(зр=гіз^ и т. д. 

Таким образом, из формулы (IV,62) для функции автоматически выте¬ 
кает справедливость этой же формулы для функции I (х, у). 
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В применениях эту формулу обычно обрывают, оставляя лишь 
один или два члена. Тогда получается (см. п. IX. 16) 

/(<2 А, АА) =/(< 2 , А) (а, А) А + /у (а, Ь)к-\- 
+ члены не менее второго порядка малости (по сравнению с Л и к)\ 

(17) 

АН-А) = /(а, А) + Д (а, Ь)Н-{-/у{а, Ь)к-\- 
Л-\;[/хх{а, Ь) А'^+2Д,Да, Ь)кк^-/у^{а, А) 

+члены не менее третьего порядка малости. (18) 

Как и для функций одного переменного, формулами (17) и (18) 
можно пользоваться, если |А| и ]к\ малы, в противном случае фор¬ 
мулы могут привести к ошибочным выводам. Во всех случаях при¬ 
менения формулы Тейлора, конечно, 
предполагается, что рассматриваемые 
производные существуют и конечны. 

7. Экстремум. Как и в п. 6, мы 
будем для простоты считать, что рас¬ 
сматривается функция двух переменных 
г=/[х, у). Определение экстремума 
дается аналогично случаю функций 
одного переменного (п. IV, 18). Напри¬ 
мер, мы говорим, что функция имеет 
максимум «в точке» (т. е. при значе¬ 
ниях) х = Хо, у~Уо, если значение 
/{^ 0 , Уо) больше всех «соседних» зна¬ 
чений функции /, т. е. значений/(л:, у) 
при X, достаточно близких к x^, и у, достаточно близких к у^. 

В этом пункте мы будем рассматривать только внутренние экст¬ 
ремумы, т. е. точки экстремума, лежащие внутри области опреде¬ 
ления функции /, причем будем считать, что сама функция / и ее част¬ 
ные производные не имеют разрывов. Примерный вид семейства линий 
уровня (см. п. IX. 1) около точки экстремума показан на рис. 237. 

Легко вывести необходимое условие экстремума: если зафикси¬ 
ровать У = Уо и изменять х, т. е. на рис. 237 следовать вдоль пря¬ 
мой //, то функция / будет иметь при x = x^ экстремум. Но при 
таком рассмотрении функция /— /{х, у^) будет зависеть только от 
X и потому согласно п. ІѴЛ8 (л^о, І/о) = 0’. производная частная, 
так как она берется при фиксированном у. Аналогично рассматри¬ 
вается случай следования по прямой x = x^, и мы получаем необ¬ 
ходимые условия экстремума: 

/х Уо) = ^, /уі'^о,Уо) — ^ (19) 

(для функций большего числа переменных надо приравнять нулю 
все частные производные первого порядка). Точка (в плоскости аргу- 
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ментов), в которой выполняются условия (19), называется стацио¬ 
нарной точкой функции /. Таким образом, в предположениях, ука¬ 
занных в предыдущем абзаце, все точка экстремума функции / явля¬ 
ются ее стационарными точками. 

Обратно, пусть у функции /{х, у) найдена какая-либо стацио¬ 
нарная точка (лг,,; у^у, будет ли она точкой экстремума? Если в 
какой-либо области стационарная точка имеется только одна, а 
существование там экстремума вытекает из физических или каких- 
либо иных соображений, то ясно, что ответ утвердительный. В дру¬ 
гих случаях приходится обращаться к достаточным условиям экстре¬ 
мума, к которым мы и переходим. 

Как известно из п. IV. 18, для функции /{х) одного переменного 
необходимое условие /'(л;ц) = 0 экстремума является «почти доста¬ 
точным»: например, если /" (х^)фО, то в точке лг = л:о обязательно 
будет экстремум. Діожно было бы ожидать, что и для функции двух 
переменных при выполнении условия (19) экстремум в точке (лго! Уо) 
обязательно будет, если в ней частные производные второго порядка 
отличны от нуля. Замечательно, что это, вообще говоря, не обяза¬ 
тельно: так, функции нескольких переменных доставляют случаи прин¬ 
ципиально нового типа. 

Так, «график» функции г = /{х, у)=^х'^-\'У^ показан на рис. 220. 
Условия (19) дают единственную стационарную точку (0; 0). Ясно, 
что в ней будет минимум, так как 2 ( 0 , 0) = 0, а в остальных точ¬ 
ках 2>*0. Принципиально иной случай будет для функции г — 
= — + «график» которой показан на рис. 221. И здесь един¬ 
ственной стационарной точкой служит начало координат. При х~0 
получаем г~у^, т. е. от начала координат вдоль оси у функция в 
обе стороны возрастает, а в самом начале имеет минимум. Если же 
у = 0, то г= —т. е. вдоль оси х функция в обе стороны убы¬ 
вает, а в самом начале имеет максимум. Если рассматривать другие 
прямые, проходящие через начало координат, то вдоль одних из них 
функция имеет в начале максимум, а вдоль других — минимум. Такой 
случай называется минимакс, и здесь экстремума в начале коорди¬ 
нат не будет, хотя необходимые условия (19) выполняются и част¬ 
ные производные второго порядка не все равны нулю. 

Перейдем от примеров к функциям общего вида. Допустим, что 
в некоторой точке (лг,,; у^) выполняются условия (19), и мы хотим 
выяснить, действительно ли функция / имеет в этой точке экстре¬ 
мум. Тогда следует воспользоваться формулой Тейлора (18), поло¬ 
жив в ней а~Х(^, Ь = У(^; получим 

Д/^/(л;о + /г, Уо + ^) — /{Хо, Уо) = 

(-^о? У а) ^ “Ь ^Іху (-^о? ^о) /уу (-^о? У о) “Ь 

-{-члены не менее третьего порядка малости, 
члены первого порядка отсутствуют из-за условий стационарности 
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(19) . Так как при малых \ Н\, [й] члены третьего порядка значитель¬ 
но меньше членов второго порядка, то знак всей правой части 
определяется знаком суммы членов второго порядка малости, т. е. 
знаком квадратичной формы 

Р{Н, +2ЛИ-^о, і/о)^*+/ад (^0, ІЩ 

мы не пишем коэффициент , так как он для выяснения знака не¬ 
существен. Таким образом, если эта сумма положительна при всех 
Л, к (конечно, кроме значений к — к — О, когда она равна нулю), то 
в точке (лтц; у^) будет минимум, так как тогда при достаточно малых 
|Л|, \к \ будет А/>0, т. е. Уо + /{х^, у^). Если эта 

сумма отрицательна, то в точке (лТд; у^) будет максимум. Если эта 
сумма может принимать значения обоих знаков, то в точке (лг^,; у^) 
будет минимакс и экстремума не будет. Единственный случай, 
когда по сумме членов второго порядка нельзя судить о наличии 
экстремума, тот, когда эта сумма знака менять не может, но может 
обращаться в нуль (в частности, если она полностью отсутствует). 
Тогда формулу Тейлора надо продолжить, выписав члены третьего 
порядка, и провести аналогичное исследование суммы этих членов 
при тех значениях Н, к, при которых сумма членов второго порядка 
равна нулю. Мы не будем здесь этого делать. 

Полученные выводы формулируются совершенно аналогично для 
функций любого числа переменных. Однако для функций двух пере¬ 
менных легко пойти дальше и получить достаточные признаки экстре¬ 
мума, выраженные непосредственно через значения производных вто¬ 
рого порядка в точке (лтц; Уо)- Д-^я этого вынесем в правой части 

(20) за скобки и обозначим = Тогда получим 

Р[К *) = ((/«)о + 2 (Л(,)о і + {Л,)о Р] ІР (21) 

(индекс «нуль» указывает на то, что значения производных берутся 
в рассматриваемой стационарной точке (дсц; Уо))' элементарной 
алгебры известно, что если дискриминант 

{/ху)о {/хх)оі/уу)о^ (22) 

то многочлен относительно і, стоящий в квадратных скобках, имеет 
два вещественных нуля, при переходе через которые он меняет знак. 
Значит, это — случай минимакса. Если же 

^/ху)а {/хх)а {/уу)а 

то указанный многочлен имеет мнимые нули и потому знака не ме¬ 
няет (почему?). Значит, это — случай экстремума. Чтобы узнать, 
какой именно знак имеет правая часть (21), положим і — 0. Мы ви¬ 
дим, что если 

(А )1-{/хх) ( "уу) <0, (/;л>0, 


(23) 
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ТО правая часть (21) положительна при всех і и потому в силу 
предыдущего абзаца функция / имеет в точке (Хо? минимум. 
Если же 

(/«)’а-(/«)о(/да)(,<0. (/,Л<0. (2'*) 

то функция / имеет максимум. Наконец, если 

(Л,)г-(Л'л(/;л=о. (25) 

то многочлен (21) имеет двойной корень, а потому знака не меняет, 
но может обратиться в нуль; это — неопределенный случай. 

Условие положительности квадратичной (})ормы (20) можно вывести также 
из общей теории квадратичных форм (п. XI. 11). Согласно этой теории после 
некоторого поворота осей координат форма (20) приобретает «диагональный вид» 

Р = + (26) 


где и ^2 — корни характеристического уравнения 




(27) 


здесь Н' и к '—приращения координат после поворота. Из (27) следует (про¬ 
верьте!), что 

К'^г~{!іхх)о ху)1^ ^і+^2 = ( /а:а:)о + ( 4(/)о- 


Из этих равенств легко вывести, что мы предоставляем читателю, что в слу¬ 
чаях (22)—(25) будет соответственно <0, А-і > 0, >0, Аі < 0, Аа < 0; 

АхА 2==0 Отсюда с помощью равенства (26) получаем те же выводы, что в 
предыдущем абзаце. 

Для функции Цхі, Ха, . , х„) от любого числа п аргументов в стацио¬ 
нарной точке взамен (20) надо рассмотреть квадратичную форму 

2 ( 28 ) 

I. ] = 1 

а взамен (27) — уравнение 

<1еі (А -XI) = о, где А =. (( 1 ^,, )о (29) 


Если все корни уравнения (29) положительны, то форма (28) принимает толь¬ 
ко положительные значения; такая форма называется положительно опреде¬ 
ленной. В этом случае функция / имеет в рассматриваемой стационарной 
точке минимум Если все корни уравнения (29) отрицательны, то форма (28) 
отрицательно определенная и функция ! имеет максимум Если же уравне¬ 
ние (29) имеет корни обоих знаков, то функция имеет минимакс. 

8. Метод наименьших квадратов. В качестве примера на экстре¬ 
мум функции двух переменных рассмотрим метод наименьших квад¬ 
ратов при построении эмпирических формул. Он применяется, если 
точность грубого метода, указанного в п. І.ЗО, нас не устраивает, 
а также при автоматизации вычислений. Мы остановимся здесь 
только на выборе линейной зависимости в случае одной независимой 
переменной. При этом рассуждают так (для других зависимостей 
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МОЖНО рассуждать аналогично): искомая функция имеет вид у = 
= кх-{-Ь, однако значения параметров к іа Ь пока неизвестны. При 
подстановке х = х^ по формуле должно было бы получиться кх.-\-Ь, 
а в результате эксперимента получилось у^, т. е. формула дает 
расхождение у ^— кх- — Ь с экспериментом, полученное за счет оши¬ 
бок эксперимента и вычислений, неточной линейности изучаемой за¬ 
висимости и т. п. Эта разность между левой и правой частями 
формулы называется невязкой. И вот к іа Ь подбирают так, чтобы 

П 

сумма квадратов этих невязок, т. е. 5= '^{у, — кх. — Ь)^, была 

1=1 

минимально возможной. (Можно брать и сумму других четных сте¬ 
пеней или, например, сумму абсолютных величин невязок, но тогда 
вычисления будут значительно сложнее. Однако руководствоваться 
суммой самих невязок, конечно, нельзя, так как она может получить¬ 
ся малой при больших по абсолютной величине слагаемых разного 
знака.) Мы приходим к задаче на минимум функции 5 = 5(^, Ь). 
Пользуясь необходимыми условиями (19), видим, что для минимума 
должно быть 

N N 

—'^^{Уі — кх. — Ь)х~0; —'^2(у.— кх.—Ь) = 0, 

1=1 1=1 

откуда 

МКН N N 

+ + ^Уі. 

1 = 1 г = 1 г = 1 г = 1 і = 1 

Для нахождения к та Ь получилась простая система двух урав¬ 
нений первой степени с двумя неизвестными, поскольку все х^ и у^ 
даны, которую легко решить. То, что здесь получится действительно 
минимум 5, вытекает из смысла решаемой задачи. 

Подобный метод применяется к подбору эмпирических формул 
другого вида, а также и к иным задачам. 

Рассмотрим такой пример. Пусть для определения некоторых величин х, 
у эмпирически выяснялись соотношения между ними, причем оказалось, что 
приближенно 

х-\- у = Ъ,Ѣ, 1 

х + 2г/ = 8,1, > (30) 

2х + 3г/ = 13,2. ) 

С виду эта система противоречивая; сложив первые два уравнения, вступаем 
в противоречие с третьим. Однако возможны ведь ошибки эксперимента’ По¬ 
этому постараемся удовлетворить системе (30) как можно точнее, чтобы сумма 
квадратов невязок оказалась как можно меньшей. Значит, надо найти такие 
X, у, для которых величина 


5 = (х +1/— 5,8)2-1-(х-1- 2і/ —8.1 )2 4-(2д: + 3(/—13,2)2 
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минимальна. Применение необходимого условия (19) дает 

5^ = 2 (х + (/—5,8) + 2 (х+2(/~ 8.1) + 2 (2л: + Зу—13,2) 2 = 0; 

5'^ = 2(л: + у —5, 8 ) + 2(л: + 2у — 8 , 1)2 + 2 (2л: + 3у —13,2)3 = 0. 
Сокращая на 2, получим 

бд: + 9у = 5,8 + 8,1+2-13,2 = 40,3, 1 
9л:+14у = 5.8 + 2.8,1+3-13,2=61,6, / 

откуда, решая простейшим способом, получим л: =3,3, у = 2,3. Конечно, си¬ 
стема (30) удовлетворяется этими значениями лишь приближенно. Естественно, 
чем больше соотношений вида (30) между х и у будет определено, тем досто¬ 
вернее получатся значения хну, если нет 
систематических ошибок эксперимента, так 
как при этом случайные ошибки в отдельных 
соотношениях погашают друг друга Анало¬ 
гично решаются другие системы приближен¬ 
ных, в частности эмпирических, уравнений, 
если число уравнений больше, чем число 
неизвестных. 

Метод наименьших квадратов, откры¬ 
тый французским математиком А. Лежанд¬ 
ром (1752 —1833) и Гауссом, в настоящее 
время имеет многочисленные приложения. 

9. Кривизна поверхностей. Классифи¬ 
кация стационарных точек, указанная в 
п. 7, непосредственно связана с классифи¬ 
кацией поверхностей. 

Рассмотрим произвольную поверхность Рис. 238. 

(5) и на ней некоторую точку М (рис. 238). 

Если провести через эту точку нормаль пп к поверхности, а затем через 
эту нормаль произвольную плоскость (Р), то эта плоскость пересечет (5) 
по некоторой линии II, нормальному сечению, которое имеет в точке М 
определенную кривизну к (п. VII.24). Если теперь поворачивать пло¬ 
скость (Р) вокруг нормали пп, то нормальное сечение будет меняться 
и поэтому величина к тоже, вообще говоря, будет меняться. Чтобы выяснить 
закон этого изменения, выберем систему декартовых координат так, чтобы 
начало координат находилось в точке М, а ось г пошла по нормали пп. 
Тогда вблизи М уравнение поверхности (5) можно представить в виде 2 = 
= 2 (х, у), причем значение 2(0, 0) будет стационарным (почему’?). Рассуждая, 
как в конце п. 7, мы получим, что после некоторого поворота осей коорди¬ 
нат вокруг пп уравнение (5) примет вид 

2 = -~ ()ііл:'^ + )і 2 У'^) + члены высшего порядка малости. (31) 



Пусть плоскость (Р) образует с плоскостью х'Мг угол ф; тогда, переходя 
к полярным координатам, получим л:' = рс08ф, у' = р8Іпф, откуда 2 = 
1 СІі^ 

== тт (^1 соз^Ф + Р^+• • •) т". е. в точке М будет -^ = 0, — 

^ ар ар^ 

со8^Ф + )і 2 ф. По формуле (VII.37) получаем искомое выражение для 

кривизны ^ = I соз^ ф + Хг ф |. При этом возможны следующие случаи 


{три типа точек у поверхностей): 

1. Пусть > 0. т. е. и ^2 имеют одинаковый знак. Тогда все нор¬ 
мальные сечения вблизи М выгнуты в одну сторону, причем величина к 
заключена между [ | и | )і 2 1. причем к= [ [ для ф = 0, т. е. для плоско- 
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сти х'Мг, и к — і'кгі плоскости у'Мг (это— главные 


нормальные сечения). Такая точка М называется эллиптической (а при 
|Хі1 = |?і 2 І — сферической) точііоц поверхности (5), например, у эллипсоида 
или у двуполостного гиперболоида все точки эллиптические. Как видно 
из уравнения (31), касательная плоскость к (5) в точке М имеет вблизи /ѵі 
с (5) только одну обиіую точку М, параллельные ей плоскости сначала 
дают в пересечении с (5) бесконечно малый эллипс, оси которого располо- 
жены по главным нормальным сечениям, а затем форма сечения может стать 
более сложной (рис. 239, а). 


9 





тт и ( 7(7 —главные нормальные сечения. 


2. Пусть < 0. Тогда некоторые нормальные сечения выгнуты 

вблизи М в одну сторону и имеют в М положительную кривизну, а некото¬ 
рые— в другую сторону и также имеют в М положительную кривизну; так 
будет, например, для точек одкополостного гиперболоида. Среди первых 
нормальных сечений одно имеет наибольшую кривизну | Хі |, а среди вто¬ 
рых—одно имеет наибольшую кривизну |Х 2 І. Эти главные нормальные 
сечения также взаимно перпендикулярны. Точка М называется гиперболиче 
ской. Касательная плоскость к (5) в точке М пересекает (5) по двум ли¬ 
ниям, пересекающимся в М под положительным углом, бесконечно близкие 
параллельные к ней плоскости дают в пересечении в бесконечной близости М 
гиперболы с осямй по главным нормальным сечениям (рис. 239, б). 

3 Пусть ХіХ2==0. Тогда если и Х 2 не оба равны нулю, то все нор¬ 
мальные сечения выгнуты вблизи М в одну сторону и имеют в М положи¬ 
тельную кривизну, но одно имеет нулевую кривизну в М, а перпендикуляр¬ 
ное сечение имеет в Лі наибольшую кривизну. Точка называется параболиче¬ 
ской", напрѵшер, у иилиндрической или конической поверхности все точки 
параболические. Типичная картина пересечений (5) с плоскостями, парал¬ 
лельными касательной плоскости в М, показана на рис. 239, в, но довольно 
часто бывают и другие картины К этому же типу принадлежит и тот случай, 
когда Хі = Й 2 = 0 , т. е к — 0 при всех ф, такие точки называются точками 
уплош,ения поверхности (5), так как ясно, что у плоскости все точки будут 
такими. 

В приведенных примерах поверхностей все точки имели одинаковый 
тип. Но это необязательно, например, у тора, т. е. бублика идеальной 
формы, имеются точки всех трех типов (где они'?). 

Во всех случаях произведение ?іх?і 2 называется полной {гауссовой) кри¬ 
визной поверхности (5) в точке М. Полная кривизна обладает тем замеча¬ 
тельным свойством, что когда поверхность изгибается без растяжении, то 
эта кривизна не меняется. Например, если лист бумаги изогнуть произволь- 
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ным способом, то полученная поверхность будет иметь в каждой своей точке 
нулевую полную кривизну. По этой же причине никакой кусок сферы нельзя 
разложить на плоскости без деформаций, т. е. невозможны географические 
карты без искажений. 

Поверхность может иметь особые точки (ими обычно служат или изоли¬ 
рованные точки^ или <іКОнические-» точки^ как вершина у кругового конуса, 
хотя бывают особые точки и гораздо более сложного вида), а также целые 
особые линии (это чаще всего изолированные линии или линии самопересече- 
ния\ бывают также «.ребра возврата» и другие виды). Часто рассматриваются 
поверхности «с краем», т. е. вырезанные из более полной поверхности напо¬ 
добие куска плоскости или куска сферы. 

10. Условный экстремум. В задачах, рассмотренных в п. 7, 
независимые переменные не были связаны между собой никакими 
соотношениями; такой экст¬ 
ремум называется безуслов¬ 
ным. Встречаются также за¬ 
дачи на условный экстре¬ 
мум, в которых независи¬ 
мые переменные связаны 
между собой соотношения¬ 
ми, имеющими вид равенств. 

Начнем с функций двух пе¬ 
ременных. 

Пусть ищется макси¬ 
мум или минимум функции 
г=^/{х, у) при условии, 
что переменные х и у свя¬ 
заны соотношением 

Р{х, у)=Н. (32) 

Это означает, что значения функции / рассматриваются и сравни¬ 
ваются только для точек (в плоскости аргументов), лежащих на 
линии с уравнением (32). Например, на рис. 240, где изображены 
линии уровня некоторой функции /, безусловный максимум дости¬ 
гается в точке К, тогда как условных экстремумов три: два мак¬ 
симума в точках Л и С и один минимум в точке В (почему?). 
Безусловный максимум — это как бы вершина горы, а условный — 
это самая высокая точка горной тропы, проекция которой на пло¬ 
скость X, у имеет уравнение (32). 

Если из уравнения связи (32) можно выразить у через х, то 
этот результат можно подставить в выражение для г 

г=/[х, ^(лг)] (33) 

и получить, таким образом, г как функци.ю одного независимого 
переменного. Так как условия больше нет, оно учтено подстановкой 
У~у{х), то задача об отыскании экстремума г становится задачей 
на безусловный экстремум. Аналогичный результат получится, если 
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уравнение (32) можно разрешить относительно лг или если уравне¬ 
ние линии (32) можно представить в параметрическом виде. 


Однако такое разрешение уравнения (32) не всегда возможно и целесо 
образно Тогда можно рассуждать так. Уравнение связи (32) определяет 
принципиально некоторую зависимость у = у{х), хотя бы нам явно и не 
известнуЕО, Таким образом, г является сложной функцией (33) независимой 
переменной х, и необходимое условие экстремума дает по формуле производ¬ 
ной сложной функции 


йх 'х^^ѵах 


(34) 


йу 

Здесь ^ означает производную неявной функции у{х), определенной из усло¬ 
вия (32). Значит (см. п. IX. 13), 


РЛР 


ѵйх' 


О, 


йх 


й 

рѴ 


Подставляя это выражение в (34), видим, что в точке условного экстремума 


т. е. -І 7 


А 

Ру' 


Обозначим значение последнего отношения в рассматриваемой точке через 
— Х (— взят для удобства, само А, может иметь любой знак). Тогда получим 
в точке условного экстремума 

А-==А- = —К (35) 

Рх Ру 

т е. 

і'х + ХРх=0; !у+ХРу = 0. (36) 

Обозначим 

/*(л:, у, Х) = ^(х, у)-{-ХР(х, у), (37) 

где X —неизвестный параметр, называемый множителем Лагранжа, который 
разработал данный метод. Тогда уравнения (36) можно записать в виде 

/^' = 0 ’ = ( 38 ) 

Таким образом, получаются такие же уравнения, как и в случае безусловного 
экстремума [см. уравнения (19)], однако они составляются не для самой 
функции /, а для измененной функции /*, определенной по формуле (37). 
Уравнения (38) вместе с уравнением связи (32) образуют систему трех урав¬ 
нений с тремя неизвестными х, у, X, из этих уравнений и находятся возмож¬ 
ные точки условного экстремума. Полученные условия являются только не¬ 
обходимыми, достаточные признаки условного экстремума можно аналогичным 
образом вывести из достаточных признаков безусловного экстремума (для 
чего, например, подсчитать й^гійх^), но мы этого делать здесь не будем. 

Множитель Лагранжа А, имеет простой смысл. Для выяснения его обозна¬ 
чим координаты точки условного экстремума и само экстремальное значение 
соответственно через х, у і\ г. До сих пор мы считали к зафиксированным, 
но если менять к, то эти три величины будут зависеть от к. Так как 
2 (к) — ^{х{к), у (к)), то 

йг ' йх ^ йу 
йк ~'^йН'^'" йН • 


(39) 
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с другой стороны, в силу (32) 


йх 

йН 


(Іи 


(40) 


Из (39), (35) и (40) легко получаем, что -тт- = — Х. Итак, множитель Х, 

(ІП 

с точностью до знака, равен скорости изменения экстремального значения г 
при изменении параметра к в условии. 

Для функций любого числа переменных и для любого числа связей 
исследование условного экстремума проводится аналогично. (Напомним, что 
согласно п. Х.2 число связей должно быть меньше числа переменных.) 

Например, если ищется экстремум функции [(х, у, г, и, ѵ) при условиях 

Рі(х. у, 2 , и, ѵ) = 0, у, г, и, ѵ)~0, Р^^{х, у, 2 , и, ѵ) = 0, (41) 


то надо поступать так, как если бы надо было искать безусловный экстремум 
для функции 


где А,і, А, 2 , Хз — неизвестные множители Лагранжа. Требование стационарности 
для I* дает 

/*= 0 ; = /*' = 0 , 

чтовместе с (41) дает 5 + 3 уравнений с 5 + 3 неизвестными х, у, 2 , и, ѵ, 

^2, Я3. 

Решение задачи на условный экстремум лежит в основе одного из рас¬ 
пространенных методов численного нахождения безусловных экстремумов, 
именно, метода наискорейшего спуска. Мы опишем один из вариантов этого 
метода на примере функции двух переменных, хотя в принципе он применим 
для любого числа переменных. Пусть требуется найти точку минимума функ¬ 
ции / (х, у). Оказывается, что для сколько-нибудь сложной функции / решить 
систему уравнений (19) довольно трудно, да к тому же при этом затрачи 
вается лишняя работа на отыскание стационарных точек, не являющихся 
точками минимума. Поэтому можно применить следующий итерационный 
метод. Начинаем с какого-либо нулевого приближения Мо(хо, у^). В этой 
точке функция убывает быстрее всего по направлению —^габ / => 
^ — !'х{Хо, Уо)І—!'с/ІХо^ Уо)І (см. п. 1). Через точку Мо проводим луч в 
этом направлении, т. е. рассматриваем значение [{х^ — {хоі, Уо — [уоі) как 
функцию от і > о и находим значение і, при котором эта функция одной 
переменной имеет минимум. Это значение определяет точку Мі^х^, уі), через 
которую проводим луч в направлении —(§га(1 0ліі> ищем на нем точку 
условного минимума / и т. д. Во многих случаях после нескольких шагов 
мы получаем искомую точку безусловного минимума с хорошей точностью. 
(Продумайте геометрический смысл этого метода на плоскости х, у с нане¬ 
сенными линиями уровня функции /.) Подобные методы нахождения экстре¬ 
мумов без обращения к необходимым условиям называются прямыми ме¬ 
тодами. 

11. Экстремум с ограничениями. На независимые переменные 
могут быть наложены также одно или несколько соотношений, 
имеющих вид неравенств; такие соотношения называются ограниче¬ 
ниями или высвобождающими связями. Пусть, например, ищется 
экстремум функции /{х, у), причем независимые переменные свя¬ 
заны ограничением Р{х, у)^0, определяющим в плоскости х, у 
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Рис. 241. 


некоторую область (6’) с границей (і) (рис. 241), на которой 
Функция / может иметь как внутренние экстремумы, достигающиеся 
внутри (8), так и граничные экстремумы, достигающиеся на (I). 
Для нахождения первых можно воспользоваться условиями стацио¬ 
нарности (19); однако для граничных экстремумов эти условия не 
действуют. Для нахождения граничных экстремумов можно заметить, 

что если в некоторой точке М (рис. 241) 
функция / имеет экстремум, например мини¬ 
мум, то значение /(М) меньще всех значе¬ 
ний / на (I) вблизи М. Поэтому в точ¬ 
ке М. одновременно достигается минимум / 
при условии Р = 0, а такие точки можно 
разыскать по методу п. 10. 

Полученные результаты можно применить 
к нахождению наибольшего и наименьшего 
значений функции нескольких переменных. 

Например, пусть функция г—ф{х,у) рас¬ 
сматривается в области, изображенной на рис. 242, причем предпо¬ 
ложим, что ни функция, ни ее производные не имеют в этой области 
разрывов. Если точка, в которой функция принимает наибольшее 
значение, находится внутри области, то в этой точке будет без¬ 
условный максимум функции. Если эта 
точка находится на контуре, но не в 
вершинах А, В, С, то в ней будет 
условный максимум, причем, за усло¬ 
вие (32) нужно взять уравнение соот¬ 
ветствующей дуги контура. Наконец, 
наибольшее значение может дости¬ 
гаться в вершинах Д В или С. 

Таким образом, для отыскания этого 
значения надо найіи все точки без¬ 
условного максимума внутри области и 
все точки условного максимума (или 
даже все точки возможного условного 
экстремума, если заранее трудно ска¬ 
зать, какие именно из этих точек будут 

точками максимума) на контуре и сравнить значения функции / во 
всех этих точках и в точках А, В ]л С. Наибольшее из этих значе¬ 
ний {наибольший максимум) и даст наибольшее значение функции. 
Аналогично ищется наименьшее значение функции; как и в п. IV.19, 
удобно искать наибольшее и наименьшее значения одновременно. 



Если область содержит точки разрыва производных первого порядка, то 
значение функции в таких точках должно быть «принято к сравнению», так 
как может оказаться, что наибольшее значение функции достигается именно там. 
Если имеются точки разрыва функции, то надо дополнительно иссдедовать пре¬ 
дельные значения функции при приближении к таким точкам. Если имеются 
ЛИН и оазоыв Лѵн и л ее о изв лных пеового пооялка. то ло исслело- 
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вать значения функции вдоль таких линий, что приводит к задаче об условном 
экстремуме. Наконец, если область, на которой рассматривается функция, 
простирается в бесконечность, то надо дополнительно исследовать предельные 
значения функции, когда точка в плоскости аргументов удаляется в беско¬ 
нечность. 

Подобным образом рассматриваются функции большего числа переменных. 
Но при этом надо иметь в виду, что если, например, функция и = ^(х, у, г) 
рассматривается в области, изображенной на рис. 243, то надо искать без¬ 
условные максимумы внутри «кривого тетраэдра», условные максимумы с одним 
условием на его «гранях» (при этом условием 
служит уравнение соответствующей грани) 
и условные максимумы с двумя условиями 
на «ребрах», при этом условиями служат 
уравнения ребер, если их записать в форме 
(X 2). Подобным образом поверхности раз¬ 
рыва приводят к исследованию условного 
максимума с одним условием, а линии раз¬ 
рыва— к условному максимуму с двумя 
условиями. 

Если применяется итерационный метод 
типа метода наискорейшего спуска, описан¬ 
ного в п. 10, то при наличии нескольких 
максимумов мы можем прийти не к наиболь¬ 
шему. Здесь полезно провести метод не¬ 
сколько раз, начиная от различных, выби¬ 
раемых наугад, нулевых приближений. 

После таких повторных вычислений и сравнения результатов возможно уве¬ 
личить максимум, полученный при первом вычислении, а во многих задачах 
получить и наибольший максимум. 

12. Численное решение систем уравнений. Рассмотрим в заключение не¬ 
которые методы численного решения системы двух уравнений с двумя неиз¬ 
вестными; случай системы п уравнений с п неизвестными рассматривается 
аналогично. 

Метод итераций имеет тот же вид, что в пп. Ѵ.З и VI.5. Для его при¬ 
менения заданная система записывается в виде 



х = Цх,у), 

У = 8(х, У). } 


(42) 


Затем выбирается некоторое нулевое приближение х = Хо, У = Уо' Последую¬ 
щие приближения строятся по формулам 

Хі = Цхо,УоУ> \ Х2 = !(хі, Уі); \ 

> > и Т. Д. 

Уі=ё (хо, і/о): ) У2 = ёіхі, Уі) ) 

Если процесс сходится, то в пределе получится решение системы (42); 
сходимость процесса тем лучше, чем медленнее меняются функции } и § при 
изменении их аргументов, т. е. чем меньше абсолютная величина производных 
от этих функций. 

Иногда некоторое ускорение сходимости удается получить, если на каждом 
итерационном шаге использовать результаты, полученные уже на этом шаге, 
т. е. вычислять так (это метод Зайделя)-. Хі = ^(хо, уо), Уі = ё(Хі, у^), 
Хг==!ІХі, г/і), У 2 =^ё(х 2 , Уі) и т. д. 

Метод Ньютона (см. п. Ѵ.2) состоит в замене заданных функций линей¬ 
ными на основе значений этих функций и их производных при значениях 
аргументов, приближенно равных искомым решениям. Пусть мы решаем систему 
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уравнений 

Р{х, у) = 0, 

Я{х, у) = о, I 

отправляясь от некоторого нулевого приближения х~Х(^, У — Уо [его можно 
найти из физического смысла системы или из ориентировочного наброска 
линий (43) на плоскости х, и т. п.] к искомому решению. Применяя раз¬ 
ложение (17) функций Р и (5 по степеням к = х — лтц и к=у — Уо и отбрасывая 
члены высшего порядка малости, получим систему уравнений: 


Уо)+Р'хі^о, Уо){х—Ха) + Р'у(Ха, Уо){у—Уо)^ 0 , 1 
^(^о> І/о)+Рх(^о. Уо){x—Xо)+^'у{Xо, Уо){У—Уо) = ^< 1 


приближенно заменяющую систему (43). Решая систему (44), которая пред¬ 
ставляет собой систему линейных уравнений, получаем значения первого 
приближения х^Хі, у = Уі. Второе- приближение находится из системы (44), 
если в ней х^, у^ заменить на х^, У\ и т. д. Связь между п-м и (п-І-І)'М 
приближениями имеет вид 

Р (Х^, Уп)~\~Рх^^п’ Уп)(Х^ + 1 Х^)-\-Ру(Х^, У^){Уа+1 Уп)~^' 1 
^ {Х( 1 > У гі) ^X п’ Уп) (■^л + 1 Х^)^у {Х^, Уг) ІУп + і- Угд > 


Если процесс сходится, то в пределе при п -+• оо в каждом из этих ра¬ 
венств два последних слагаемых отпадают, т. е. получается решение системы 
(43). Можно проверить, что сходимость приближений имеет место, если нуле¬ 
вое приближение лежит в достаточной близости от искомого решения и якобиан 
(см. п. IX.13) 

о (;с, у) ^ 


ІЧем является этот якобиан для системы (44)^} 

Можно воспользоваться также тем, что решение системы (43) одновременно 
реализует минимум функции V {х, у)=[Р{х, і/)]® + [С? (л:, і/)]® (почему?); впро¬ 
чем, иногда перед квадратами ставятся положительные коэффициенты, чтобы 
в определенном смысле уравнять «значимость» обоих уравнений (43). После 
этого точка минимума функции V ищется по одному из прямых методов, о 
которых говорилось в пп. 10 и 11. (Конечно, применять необходимые условия 
(19) нельзя, так как мы придем опять к системе (43).) Если соответствующее 
минимальное значение равно нулю, то точка минимума и даст решение 
системы (43). 
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§ 1. Элементарные методы интегрирования 

1. Основные определения. Пусть функция /{х) является произ¬ 
водной от функции Р{х)^ т. е. Р' {х)=/{х); тогда Р{х) называется 
первообразной функцией от /{х) (или для /{х) и т. п.). Например, 
функция является производной для л:^, а х^ является первооб¬ 
разной для Ъх^. 

Основная задача дифференциального исчисления — это задача о 
нахождении производной и непосредственно связанная с ней задача 
о нахождении дифференциала заданной функции. Эта задача для 
функций одного переменного рассматривалась в гл. IV; в частности, 
в п. IV.5 мы видели, что производная от любой элементарной функ¬ 
ции вычисляется по стандартным правилам и является элементарной 
функцией. Основная задача интегрального исчисления — это задача 
о нахождении первообразной для заданной функции, т. е. о нахож¬ 
дении функции по заданной ее производной; огромная важность этой 
задачи будет ясна из гл. XIV. Эта задача сложнее, чем задача 
дифференцирования. (Вообще «обратные» задачи обычно сложнее 
«прямых»; например, задача об извлечении корня сложнее задачи 
о возведении в степень.) В частности, мы увидим, что первообраз¬ 
ная от любой элементарной функции (а мы в этой главе будем 
заниматься только такими функциями), хотя и всегда существует, 
но далеко не всегда является элементарной функцией. 

Первообразная у заданной функции не одна; например, не только 
{х^у Зл:^, но и {х^ + 5)' = Зл:^. (И в других примерах решение 
«обратных» задач часто бывает неоднозначным.) Вообще, если функ¬ 
ция/(л;) имеет первообразные Р-^{х) и Р^{х)^ то 
т. е. Р [—/^2 = 0, {Р^ — р^у = 0^ р ^— /='2 = соп5і (см. п. IV. 17), 
Р^^ = р^-\- Таким образом, любые две первообразные к одной 

и той же функции отличаются друг от друга на постоянное сла¬ 
гаемое; чтобы получить все первообразные для данной функции, 
надо взять какую-нибудь одну и прибавить к ней произвольную 
постоянную. Например, совокупность всех первообразных к функции 
Зх^ дается формулой лг^ + С, где С—произвольная постоянная, 
придавая которой численные значения, мы получим индивидуальные 

первообразные: х^, —1^2, и т. п. 
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Совокупность всех первообразных к функции /(х) называется 
неопределенным, интегралом от функции /{х) и обозначается 

^ /{х)йх\ смысл этого обозначения будет подробно раскрыт в п. XIV.2. 

Здесь ^ — знак интеграла,/{х)—подынтегральная функция, /{х) йх— 
подынтегральное выражение. Таким образом, 

если {х)=/{х), то ^/{х)йх = Р {х)-\-С, и наоборот. (1) 

Например, ^Ъх^йх — х^-\-С. Другими словами, неопределенный ин¬ 
теграл— это общая первообразная, содержащая произвольную посто¬ 
янную, при каждом численном значении которой получается частная 
первообразная. 

Из формулы (1) следует, что 

5(й/’(лг)) = ^'(лг) + С. (2) 

Таким образом, знаки дифференциала и интеграла уничтожают друг 
друга. Результат вычисления неопределенного интеграла всегда 
можно проверить, взяв производную от ответа; при этом должна 
получиться подынтегральная функция. Каждой формуле дифферен¬ 
циального исчисления (пп. IV.4—5) отвечает некоторая формула 
интегрального исчисления. 

2. Простейшие интегралы. Простейшие интегралы получаются 
в результате обращения формул для производных основных элемен¬ 
тарных функций (п. IV.5). Например, из формулы (зіпл:)' = соз л: 
получаем 

^ соз л: = зіп л: + С (3) 

(см. формулу (1)). Формулу (со5л:)' = — зіпл: лучше переписать в 
виде (— соз л:)'= зіп лг, откуда получаем 

^5іпл:<^а:= —соз а:4- С. 


Аналогично 

= 


(4) 
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Из формулы (агссозлг)' 
Г ах 


V 1 - 


вытекает, что 


Ѵі- 


— агссоз х-\-С. 


(5) 


На первый взгляд кажется, что эта формула противоречит преды¬ 
дущей. Но это не так: на основании формулы агсзіп л: + агссоз лг — у 
(1ѴЛ8) из (4) следует, что 


І1 


ах 




агсзіп х-\- С~ — агссоз х-\- — -\-С = 


■агссозлг4-Сі, где С^= у 4-С. 


Итак, дело в том, что в правых частях формул (4) и (5) произ¬ 
вольные постоянные различны. Такое различие формы ответов бывает 
и в других примерах неопределенных интегралов. Естественно, что 
из двух формул (4) и (5) надо пользоваться только одной, напри¬ 
мер (4). 

Из дальнейших формул дифференцирования получаем 

Недостатком последней формулы является то, что функция у, от 

которой берется первообразная, существует как при л:>»0, так и 
при х<С0, тогда как правая часть существует только при лг>»0. 

Однако легко проверить формулу дифференцирования (1п | л: 1)'; 

действительно, при л:>»0 будет |лг|=л:, и потому получаем обыч¬ 
ную производную логарифма, а при х<С0 будет |л:|~—лг, т. е. 

(1п 1 лг 1)'= (1п(— ^)У л:>0, так 

и при X <С0 можно написать 

^7 = 1п|лг14-С. (6) 

Далее получаем 

^ а^йх— С\ в частности, ^ е^сіх = С; 

^ л:""^й?л: = у 4-С, т. е. ^ л:"й?л: = С. 

Конечно, последняя формула при п— — 1 не годится, так как 
тогда знаменатель обращается в нуль. Но в этом случае интеграл 

приобретает вид вычисляется по формуле (6). 
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Далее, 

^ ей л: = 5І1 л: + С; ^ зй лг= ей л: + С; ^ .~^ = іУіх -{-С; 

+ {х + Ѵх^ + і)-\-С 

(формула для агзйл: выведена в п. 1.28). 

Найденную' сейчас формулу 

^ = 1п (л: 4- + і) + С 

можно доказать без всяких гиперболических функций, при помощи 
дифференцирования ответа. Более того, так как (1п | и п'^, то 

(1п| + + а I) у (^^'2 Ух^ + а} ~ 

откуда 

[ = 1п I л: + Ѵх^ 4- а 14- С 

при постоянном а любого знака. 

Выведенные формулы {табличные интегралы) следует выписать 
в виде таблицы и запомнить наизусть, так как они широко приме¬ 
няются при вычислении интегралов, В частности, с помощью этих 
формул вычисляются (или, как говорят, берутся) некоторые «почти 
табличные» интегралы. Для этого исходят из табличной формулы 
и стараются изменить ответ так, чтобы производная от него давала 
подынтегральную функцию; этот метод непосредственного интегри¬ 
рования, по существу, состоит просто в применении формулы (1). 
Например, при вычислении интеграла 

^ С05 Ъхйх (7) 

естественно вспомнить формулу (3), Однако ответ ^С053л:<^л: = 

= 5іпЗл:-[-С неправильный, так как производная от правой части 
равна 3 соз Зл:, а не созЗл:, как должно быть. Но если правую часть 

разделить на 3, то и производная разделится на 3. Итак, ^уЗІпЗл:^ = 

= созЗл:, т. е. ^ соз Зл: = у зіп Зл:4-С*. 

Подобным образом найдем (проверьте ответ дифференцированием!) 

- агезіп {2х 4-5)4-С, Г1п | х—3 І4-С, 

|Лі_(2х 4-5)2 2 V -г /-Г . ^ х-3 

(ІХ (* йх і X 
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Вообще, еслй найден интеграл ^ ^ {х) (іх = Р то 

^ Цс 1 х-{-Ь) ^х = -^ Р {ах-{-Ь)-{-С (а, 6=соп5І). 

3. Простейшие свойства неопределенного интеграла. Эти свой¬ 
ства вытекают из аналогичных свойств производной (п. ІѴ.4). На¬ 
пример, 

^ [/{х) ± ф (л:)] = ^ /{х) йх ±: ^ ф (л:) (іх, (9) 

т. е. интеграл от суммы равен сумме интегралов. Для доказатель¬ 
ства надо взять производные от левой и от правой частей и заме¬ 
тить, что в силу первой формулы (2) и свойства «производная 
суммы равна сумме производных» результаты дифференцирования 
равны. Но если производные равны, то функции могут различаться 
лишь на постоянное слагаемое, которое в формуле (9) писать не 
нужно, так как знаки неопределенных интегралов включают в себя 
произвольные постоянные слагаемые. 

Аналогично проверяется, что 

^А/{х)йх = А^^^{х)йх (Л = соп5І;), (10) 


т. е. постоянный множитель можно выносить за знак интеграла. 

Применение формул (9) и (10) часто дает возможность представить 
заданный интеграл в виде суммы табличных интегралов, после чего 
произвести почленное интегрирование и написать общий ответ (это —- 
так называемый метод разложения). Приведем несколько примеров: 


^ (Злгз —2л: + 5)с?л: = ^ (Зл:3)^л:—^ {2х) йх-\-^ Ъйх^ 

= Ъ^х^йх —2 ^л:^л: + 5^^л: = 3 2у + 5л:+С = 

= —лг^ + блг + С (11) 


(конечно, надо писать только одну постоянную, так как сумма про¬ 
извольных постоянных дает произвольную постоянную); 


І йх _ 1 р йх __1_ р Лх 


1аагс<8^ + С = 1агс%|- + С 


(ср. пример (8)); аналогично (проверьте!) 


С йх 


агсзіп —(-С (а>0). 


( 12 ) 
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Другие примеры: 

Г , „ . Г X , р 1 — С08® X . 

^ ХСІХ — \ -5— СІХ ~ \ -5— (ІХ = 

^ ^ С08® X ^ С08® X 

“I (г^"0 


Лх 

С08® X ^ 


(* а: — л: + С; 


= 1п1л:—1 1 — 1п{л:І4-С' = 1п 


X — 1 


С _ I - ах = Г ах 

Зд; 2 _а 2 “^ ] 2а{х-а){х+а) 


а) {х+а) 

2а ^ \дс —а х-\-а) 2а 


X — а, 


х-\-а 






прием представления заданной дроби в виде суммы дробей более 
простого вида, примененный при вычислении двух последних интег¬ 
ралов, является довольно общим. Он состоит в том, что знаменатель 
разлагают на множители, после чего стараются представить числи¬ 
тель в виде комбинации множителей, стоящих в знаменателе. Если 
это удастся, то после разложения дроби на сумму нескольких дро¬ 
бей можно произвести сокращение в каждом из слагаемых. 

Приведем еще полезный пример. Пусть надо вычислить 

^ 5ІП 5л: соз Злг ^л:. Из тригонометрии известна формула 
зіп а соз р = -^ [зіп (а -|- р) -|- зіп (а — Р)]. 

Поэт ому 

^ зіп 5л: соз 2)хах = ^ +біп2х соз 8л:—соз 2л: -|- С 


В аналогичных случаях применяются также формулы 
зіп а зіп р = ~ [соз (а — р) — соз (а + Р)]; 
соз а соз р =~ [соз(а + Р)+ соз (а — Р)]; 


зш^'а 


1 —со8 2а 


^ 2 14-со8 2а 

соз^а = —тс-, 


Например, 


^ 8ІП® Здс ^ 


1 —созбх . 1 I • с I 
- 2-+ 


Отметим еще один интересный прием, основанный на применении ком¬ 
плексных функций от вещественного аргумента (п. VIII.6), для которых все 
формулы интегрирования остаются в силе. Ясно, что если такую функцию 
проинтегрировать, то ее вещественная и мнимая части тоже проинтегриру- 
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ются, т. е, ^ Ке=Ке ^ 1т=1т Это дает возможность, например, вы¬ 
числить с ПОМОЩЬЮ формулы Эйлера(п. Ѵ'ІІІ.4) такой вещественный интеграл; 

^ е®-* созЬх Ке (1х = Яе ^ е'®+'*’’* (1х = 

г^^‘{со5Ьх^і 8ІП Ьх) {а- 


аі.а + іЬ)Х 


Ке 


■іЬ) 




+ С = 


а со8<?;с-|- &5ІП Ьх 
02 + 62 


+ С. 


4. Интегрирование по частям. К сожалению, не существует 
формулы, выражающей интеграл от произведения функций через 
интегралы от сомножителей. С этим связано то обстоятельство, 
что в отличие от производных интеграл от элементарной функции 
(понятие элементарной функции см. в п, 1,18) не всегда является 

элементарной функцией. Например, интегралы ^ эіп х сіх сіх — 

Г 51П X 

табличные, тогда как интеграл \ йх не выражается через основ¬ 
ные элементарные функции («не берется в элементарных функциях»). 
Как быть с такими, неэлементарными функциями, мы скажем в п, И. 

Тем не менее, если проинтегрировать обе части формулы [иѵ)' = 
= и'ѵ-{-иѵ' (п. ІѴ.4), получится 


т. е. 


или, что то же. 


— ^ и'ѵ<іх-\- ^ иѵ'сіх, 
^ иѵ'(1х = иѵ —^ и'ѵйх, 
^ и йѵ = иѵ— ^ ѵди. 


(13) 


(14) 


Формула (13) и равносильная ей формула (14) называются фор¬ 
мулами интегрирования по частям. При применении формулы (13) 
подынтегральная функция разлагается на два множителя (и и ѵ'), 
из которых один дифференцируется, а второй интегрируется; дру¬ 
гими словами, мы переходим к интегралу, у которого вместо и 
стоит и', а вместо ѵ' стоит ѵ. После такого преобразования иногда 
может получиться табличный интеграл или интеграл более простой, 
чем исходный. 

Приведем несколько примеров. При вычислении интеграла ^х2 1пхйл5 

выгодно продифференцировать 1п х, так как тогда получится степенная функ¬ 
ция, которая проще логарифмической; правда, при этом второй множитель 
(х^) придется интегрировать, но он и после интегрирования останется сте- 

пенной функцией. Итак, обозначаем и — \пх, йѵ — х'^йх, откуда у=-— н 


Р ѵЗ р ѵЗ уЗ Р х^ 

\ х® \пхйх — \п X -\ — Й(1п х)~— 1п X— \ у йх: 


д+с. 
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Отметим, что при вычислении ѵ не надо было писать произвольную постоян- 
ную, т. е. писать 0 =-^ +^іТак как в формуле (13) ѵ является какой-то одной, 
индивидуальной функцией. 

Аналогичным образом часто стараются продифференцировать функции 
агсід X и агсзш х, так как после этого получаются более простые функции. 

При вычислении интеграла ^ х® зіп Ъх йх следует дифференцировать сте¬ 
пень, так как при этом показатель степени понижается на единицу (поэтому 
интегрировать по частям придется два раза); в то же время при дифферен¬ 
цировании синуса, как и при его интегрировании, он не упрощается и не 
усложняется: 


^ ;с*8Іп Зх (іх — 


и = х^, 
йи = 2хйх, 


сіѵ = 5Іп Зхсіх 

1 о 

ѵ~ —^ С 08 Зд: 



С 08 Зх’2хс1х — 


и = х, 
йи =■ йх. 


йѵ = С 08 Зхйх 
Ц = -^8ІП Зх 


-^С08 3х-|--|- 8ІГ1 Зх— 8ІП Зхйх^ 


1 2 2 
=-^ Х® С08 Зх X 8 ІП Зх -Ь ^ С08 Зх С. 


Вспомогательные записи здесь отделены вертикальными черточками. 

Бывает так, что после интегрирования по частям и преобразований 
в правой части получается исходный интеграл, но с другим коэффициентом. 
Тогда, приводя подобные члены, можно этот интеграл вычислить. Например, 


1 


У 1 — X® йх = 


и=Ѵ I 


■хЛ 


йи — 


йѵ=йх 
йх, ѵ=х 


Г-7гі=^х = х Г + ! йх = 

^/1-x2 /і-х® 

»=х|^Г=^-Г ѴТ^^йх + {-^^== йх = 

= х /Г — X® йх + агсзіп X. 


Перенеся полученный интеграл в левую часть (отчего в правой части 
может остаться постоянное слагаемое, так как неопределенный интеграл из¬ 
вестен лишь с точностью до такого слагаемого), получим 


2^ I — х^йх = х У^I — х®-[- агсзіп хС, 

^ 1—х2йх = ~х 1— ха-|--^агсзіп х+Сі = 


5. Замена переменной. Мы сейчас опишем один из наиболее 
распространенных приемов интегрального исчисления, основанный на 
формуле производной сложной функции (п. 1Ѵ.4). Допустим, что 
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функция Р{х) является первообразной к /(лг), а х как-то зависит 
ОТ переменной і, лг = ф(^). Найдем производную от Р{х) по і’. 

[Г {Х)\і = [Р(Х)]:, ■ Х'і =Г(Х) ф' (І) =/ [ф (/)) ф' (0. 

Если проинтегрировать обе части по то получим 

/^(л;) + С=5/1ф(01 ф' 

другими словами, в силу формул (1) 

[ = 5/[ф(01 (15) 

Это и есть основная формула замены переменной. 

Так как Ц)' {і)с1і ~ сіх, то правую часть формулы (15) можно 

переписать в виде ^/{х)с1х; однако здесь в процессе интегрирова¬ 
ния X не считается независимой переменной, а зависит от і. Поэтому 
формулу (15) можно истолковать так; любая формула интегрировав 
ния вида 

^/(л:) б/л: = /^(л:) + С (16) 

сохраняет силу, если как в подынтегральном выражении, так и в 
правой части сделать произвольную замену переменной л: = ф(^). 
В этом смысле всякая формула вида (16) инвариантна. 

Например, из формулы (3) после подстановки х — и^ вытекает 

^ сози^ (и^) = зіп т. е. ^ соз б/и = зіп «3 (7 

и т. п. Однако при практическом применении формулы (15), конечно, 
не отправляются от табличной формулы, а, наоборот, стараются 
сделать такую подстановку, чтобы из заданного интеграла получился 
табличный. 


Г ѴІС 

Рассмотрим несколько примеров. В интеграле | у-]— йх, чтобы 
избавиться от радикала, делаем замену переменной 

і і+х йж = 1 = 

= 2{і — агсІ 2 і-\-С) = 2{]/х — агс1§ ]/1с) + С, 


чтобы 


таким образом, после замены переменной и интегрирования надо 
выполнить обратную замену, т. е. перейти от / к л:. 
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Формулу (15) часто читают «справа налево», т. е. делают замену 
не вида л: = ф(^), а вида '^{х) — и. Например, чтобы вычислить ин¬ 
теграл \хе^’‘йх, замечают, что подынтегральное выражение просто 

выражается через х‘^, так как х(1х = -^й [х^)\ поэтому 


хе^^йх 


х^=и 
2х(іх = йи 


■е“1йа = 1<.“ + С=1г''Ч-С. 


I 


Применяются также замены вида \|з(х)=ф(0. 

Интеграл (7) можно было бы вычислить путем замены переменной 

08 3хб/Л'= 1= = 

Ъйх = йі\ 3 

~ ТI соз ^ = -|- зіп ^ + С= ~ зіп Здг 4- С. 

Вычисление можно проводить, не выписывая замену явно: 

^ соз Зх с1х = ^ соз Зл:^ соз Зл: (Зх) = -^зіп Зл:+ С; 

здесь мы непосредственно использовали инвариантность формулы (3). 
Подобным образом, 


Г \<^х4х— і/л: — — С — —1п 1 соз а:] -[-С; 

4 о 3 созх 3 соз А * I ‘ » 


вообще 


Далее, 

\--^ах 




(І7) 


ил’^+І)"" .1гі(л:2+1) = 


вообще 




ах^ ( [/(лг)1-Ѵ.(//(л:) = Ш^’ + С=2Ѵ^/(л;) + С.(18) 


С помощью формул (17) и (18) и дополнения до полного квад¬ 
рата вычисляются, в частности, часто встречающиеся интегралы 

ах-{-Ь _ Р аде 4-6 


Л 


рх^ -\-Ях-\-г 


йх 


" I 


рx^^ + ^x + ^ 


(ІХ. 


Покажем, например, вычисление интеграла 


I 


2х—3 


У -3x^4-2x4*1 


(Іх\ для 
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ЭТОГО заметим, что производная подкоренного выражения равна — Ьх-\-2- 

е ^^-3 г і[(‘"і)+і] 

^}^-Зx2 + 2x+1 ^ 


]/■—Зж2 + 2х + 1 


-С К-Ч) .„г 


йх 

2_ 

3 


-~м 


-б{ д.-- 


&х- 




Зх^ + 2х+] 
йх 


(Іх = 


>^-з*”+2^+> “ з/з^ 

_ 


= --3 1 ^ -гх^ + 2х-^ 


/НАУ 


1 


о _ 7 

= —х- / —Зх2 + 2 х :+1 -;г=агс8Іп- 

3 3 К 3 


О ______ 7 

— / ~-Зх^ + 2х+ I - уг= агсзіп 

3 3 уз 


3 

Зх — 1 


-ЬС = 
+ С 


(19) 


(см. формулу (12)). 


Вычисление интегралов — более сложное дело, чем вычисление 
производных; чтобы о&ладеть элементарными методами интегрирова¬ 
ния, требуется проделать большое число упражнений. 


§ 2. Систематическое интегрирование 

В этом параграфе будет указано несколько классов функций, 
интегралы от которых можно вычислять стандартными методами. 
Следует иметь в виду, что эти стандартные методы не всегда явля¬ 
ются самыми простыми; во многих случаях те или иные предвари¬ 
тельные преобразования или непосредственное применение методов 
§ 1 существенно упрощают вычисления. Сознательный выбор про¬ 
стейшего пути вычисления интегралов можно осуществить только 
после необходимой практики в интегрировании. 

6. Интегрирование рациональных функций. Интегрирование ра¬ 
циональных функций производится на основе результатов п. VIII.10. 
Как мы видели, всякую дробно-рациональную функцию можно пред¬ 
ставить в виде суммы целой части, если дробь неправильная, и 
простейших рациональных дробей первого и второго типов. Целая 
часть, т. е. многочлен, интегрируется почленно простейшим спосо¬ 
бом (см. пример (11)), а интегрирование простейших дробей первого 
типа, которые имеют общий вид А/{х —а)“, немногим сложнее. 
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Например, если нужно проинтегрировать функцию (VIII.38), то в силу 
(VIII.39) и (VIII.42) получим 


ь 


х®—2x4-3 
(л:-1)(х + 2)2 


йх 




+ 


1 


1 1 


9 (х-1) 


і + 


55 




6 (х+2)2 ■ 36(х+2)_ 

3 2 1 1 

= _.у1п|*1+д-1п|д:-1|+^^^ + д^Іп|д:+2|+сопй. 

Таким образом, остаются простейшие дроби второго типа, общий 
вид которых таков: Мѵ4-г^ 

, . ( 20 ) 

{х^-^рх-і-д)^ 

Интегрирование такой дроби начинают с упрощения числителя. Для 
этого, имея в виду, что {х^-\~рх-\~ д)'~ 2 , заменяют в чи¬ 
слителе X на + после чего приводят подобные члены, 

не раскрывая круглых скобок. Если затем разбить интеграл на два 
(ср. аналогичные вычисления (19)), то первый имеет вид 

Р 


х-\-- 


йх 


і 


1 \ й{х^-\-рх-\-д) 


(Х2 + РХ + # 2 о 

и потому сразу берется. Во втором интеграле, который имеет вид 
С йх 

I- а , надо произвести в знаменателе дополнение до пол- 

^ (х2 + рх+9)^ 

ного квадрата, что даст л;^-|-/)Дг-1-^ = (дг4 -й!)^-1 -^, где а и Ь — не¬ 
которые постоянные. Если затем обозначить х-\-а=у^ то получится 
интеграл р і 

( 21 ) 




л-ь? 


^У, 


который при Р = 1 легко берется (как?). Если же р = 2, 3, , то, 

как мы сейчас выведем, с помощью интегрирования по частям воз¬ 
можно перейти от к более простому интегралу 


-Я 


и = у, йѵ 


(іу. 


аи = ау, 


ІУ^ + Ь)^ 

іг - Г ^ С ‘^(у^+ь) -1 

} {У^-\-Ь)^ 2 ^ (у^^Ь)^ 


(У^+Ь)^ 


1 


с1у = 


ь Ѵі 


у 


1 


26(Р-1)(г/а+6)^-1 Ь 
_ У 


и 


2 ( Р - 1)(«/2 + і »)^-» 
1 


\){у^ + Ь)^ 
2р—3 


~ау== 


(проверьте эти вычисления!) 


( 22 ) 
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Формулы такого типа, в которых неизвестная величина, имекіщая 
номер (в данном случае имеет номер Р), выражается через аналог 
гичные величины с меньшими номерами, называются рекуррёнтными 
формулами. Они не дают сразу решение задачи, но часто позволяют 
получить это решение после нескольких шагов, при которых номер 
неизвестных последовательно уменьшается. Например, в формуле (22) 
/р выражено через /р_і. Если эту формулу применить к /р_і, т. е. 
подставить Р — 1 вместо Р, то мы выразим /р_^ через и т. д., 
пока не дойдем до /і, а этот интеграл, как сказано выше, сразу 
берется. 

Интересно отметить, что в определении простейшей дроби второго типа 
требовалось, чтобы корни знаменателя были мнимыми, но в процессе вычис¬ 
ления интеграла это не было использовано. Поэтому тем же методом можно 
интегрировать дроби вида (20) при вещественных корнях знаменателя, без 
разложения ее на простейшие дроби первого типа. 

Интеграл (21) при 6 > О можно взять также с помощью подстановки 
у=У^Ыщ^і\ тогда получится интеграл от степени соз^, о котором мы ска¬ 
жем позже. 

Итак, интеграл от рациональной функции всегда может быть, и 
притом стандартным способом, выражен через элементарные функции, 
а именно, рациональные функции, логарифм и арктангенс. Практиче¬ 
ски наиболее трудным шагом в этом интегрировании является раз¬ 
ложение знаменателя по формуле (VIII.29). 

Метод вычисления многих других интегралов, к которым мы сей¬ 
час перейдем, заключается в том, что после выполнения той или иной 
подстановки мы переходим к интегралу от рациональной функции 
(как говорят, происходит рационализация заданного интеграла), после 
чего интеграл берется по описанному стандартному способу, 

7. Линейные и дробно-линейные иррациональности. Рассмотрим 
интеграл вида 

\и{х,^ах-\-Ь)(1х (л = 2, 3, ...), (23) 

где а и Ь —постоянные, а /?(лг, у) — рациональная функция относи¬ 
тельно своих двух аргументов (см. п. I. 17), Тогда вся подынтег¬ 
ральная функция, рассмотренная как сложная функция от лг, будет 
из-за наличия радикала иррациональной. Для рационализации этого 
интеграла совершим подстановку 

ах-{-Ь^і’^^ а(1х~пі^~^(іі^ 

^ /^(х,у^ах + д)дх сіі. 

Полученная подчеркнутая подынтегральная функция уже является 
рациональной (почему?). 

Аналогичным образом, интеграл 

\^{х,У ах-\-Ь, 1/ах-\-Ь, ...)йх (л, /и = 2, 3, 4, ...), (24) 



336 


НЕОПРЕДЕЛЕННЫЙ ИНТЕГРАЛ 


[гл. ХШ 


где /?(лг, г, ...) — рациональная функция от своих аргументов, 
переходит в интеграл от рациональной функции после подстановка 
— с соответственно подобранным р (какое нужно взять 
в общем случае />?). 


Л 


Например, 

йх 

уГ 2x4-3 —2 ѵ/2а: + 3 


2x4-3= ^6 ^ р 3^5^^ р ^3 

2(1х = &і^аі ^з_2^а —^ ^_2 


і—2 

і^—2і ^ іг^2іА-А 
2і^ 

2і^—М 

4і 

4І—8 

8 


= 3 ^(<« + 2( + 4 + ^^)л = 

= ^з^3^2+12<-|-241п|^—2Ц-С = 

= /2х4-3 -|-3^ 2х-1-3-1-12^ 2x4-3-!- 
4-241пЦ/ 2x4-3—2І4-С. 


Рационализация интеграла 

(« = 2, 3, ...). (25) 


где у) — рациональная функция, осуществляется с помощью 

подстановки 


СХ4-6 „ 

сх4-^ ^ 


ах-\-Ь = схі'* 


а~сі” * 


Итак, интегралы (23)—(25), в которых — знак рациональной 
функции от своих аргументов, всегда выражаются через элементар¬ 
ные функции. 

8 . Квадратичные иррациональности. Интеграл вида 


^ (л:, ]/ ах^ Ьх-\-с) йх, 


(26) 


где Н{х, у) — рациональная функция относительно своих аргументов, 
также всегда выражается через элементарные функции. При вычис¬ 
лении такого интеграла часто применяются тригонометрические под¬ 
становки. Для этого надо произвести дополнение до полного квад¬ 
рата, в результате чего получится 

^ (л:,]/= ^ /? (л:, У {кх1)^т^) йх, 

где к, I, т — какие-то постоянные. Затем делается подстановка 
в случае У{кх1)^кх-\-1 = ті%і, 
в случае У — {кх 1 )‘^ -\- кх^ I = т зті, 
в случае У{кх-\-1)‘^ — 
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случая —(Ал: + /)2 — для вещественных интегралов не может 
быть. После этого корни извлекаются (проверьте!) и получается 
интеграл вида 

^/?і(С05^, 5ІП^)й?^, (27) 

где /?і(л:, у) — некоторая новая рациональная функция относительно 
своих аргументов. Как брать интегралы вида (27), будет описано 
в п. 10. 

Используются также гиперболические подстановки; 

кх-\-1 = тъ\іІ, тсЫ. 

При вычислении интегралов вида (26) применяются также более прямые 
методы. Так, нередко можно перейти к интегралу вида 






у ах^ -\-Ьх-\-с 


йх, 


(28) 


где Р„(х)—многочлен степени п. Этот интеграл легко берется с помощью 
метода неопределенных коэффициентов. Покажем, что интеграл (28) можно 
представить в виде 

(29) 


^п-x іх) >^ах2 + бА:+с+/СI* — 


ах^-^Ьх +с 

где ^„_ 1 (x) — некоторый многочлен степени п — 1, а/С — постоянная; послед¬ 
ний же интеграл легко берется (см. конец п. 5). 

Пусть, например, л = 3; приравнивая (28) и (29), получим 


I 


?^^^ІЁ!І^І^^л: = (Лх2+Лх+С) у СХ2 + 6Х-І-С-І- 
У ах^ -\-Ьх -у с 


+ К 


I 


йх 


У ах^-\-Ьх-\-с 


(30) 


где все коэффициенты в левой части заданы, а коэффициенты А, В, С, К надо 
найти. Для этого продифференцируем равенство (30): 

ал:^Р + б 

Уах^-\-Ьх -\-с 

^^{2Аx-\-В) Уах^-\-Ьх-\-с-\-{Ах^-\-Вх-\-С) -—_ ,- 

^ т 1 IV 2Уах^ + Ьх+с Уах^+Ьх+с 

ах®-]- рх® ух-|-б= (2Лх-|-В) (ах2-|-6х-|-с)-|-^(Лх®-|-Бх + С) (2ах + &) + Д. 

Приравнивание коэффициентов при одинаковых степенях х даст; 


2сіх “1“ Ь 


■ + ■ 


К 


За А = а, 

у6Л + 2аВ = р. 

2сЛ ++ аС = V, 

сВ + ^ЬС-{-К=Ь. 
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Так как а ^ О, то из первого уравнения легко найти А; подставив най¬ 
денное значение во второе уравнение, находим В и т. д. Так мы находим все 
коэффициенты А, В, С, К ^ тем самым обосновываем формулу (30). 

Пусть, например, надо вычислить интеграл 


Для этого пишем 




^ У2х^-2х+\йх= Г . у = Ѵ2х'^—2х-\-\-\- 

^ ^ \Г 2х^~2х-^\ 

+ /( Г ^ . 1 

^ У 2х‘^-~2х-\-\ 

2х^ 2х 1 _ ^ г ^^2_9». I II //I у I д\__[_ 

|^2ха-2х+Г ^ + +(Лх-|-й) + 

+ _.- , 

/2x2 — 2Х-І-1 ’ 

2x2 —2х-|-1 = Л (2л2—2х-|-1)+(Лх + Д) ^2х — \)-уК, 
х2 4Л = 2, \ ^ ^ ^ 

X —ЗЛ-|-2В=—2, >, откуда Л = - 5 -, Б = —— , Л=-х? 

1 Л-Д + 7<=1, ) 

Г ^х 1 С ^х 

] / 2х2-2х+і“/2І 

■ [ >)Ч|+с= 

+ | 2 Г V 2 ; +4 

1 |2х-1+/2х2-2х+і1 , ^ 

__ 1 п ^ +С- 

= :^1п12х-1+/2х2-2х+1| + Сі ^Сі= —™1п 2+С^. 
Окончательно 

У^2х^—2х+1+ ^ 1п|2х—1+/2зсД—2л:+1 1+ С, 


[с,=^с,). 

Конечно, в ответе вместо можно писать просто С. 

Интеграл вида 

Г - . (л=1, 2, ...) (31) 

^ (X—а)" /ах2-1-6х-|-с 

приводится к интегралу (28) после подстановки х — а = -р. Значит, и здесь 

после этой подстановки можно применить метод неопределенных коэффици¬ 
ентов. Его можно применить и к интегралу вида 


/ ах^-уЬх+с' 


( 32 ) 
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где Р (л:) и ^ (х) — некоторые многочлены, если разложить дробь ^ (х) /Р (х) на 
целую часть и сумму простейших рациональных дробей первого типа (см. 
формулу (VIII. 37)). Тогда весб интеграл (32) разобьется на сумму интегра¬ 
лов вида (28) и (31). 

9. Дифференциальный бином. Здесь будет идти речь об интегралах вида 
/ = ^ (ах" + Ь)^ х*" сіх, 


где все показатели п, р, т —числа рациональные, т. е. целые или дробные. 
Эйлер в 1768 г. указал три случая интегрируемости'. 

1 . Число р целое. Если р > О, то надо просто раскрыть скобку и произ¬ 
вести почленное интегрирование. Если же р < О, то надо совершить подста¬ 
новку х=і^, причем целое число к подобрать таким, чтобы все показатели 
стали целыми, т. е. чтобы получился интеграл от рациональной функции. 

ТП “ 1 “ 1 

2. Число — целое. Совершим подстановку ах^-\-Ь = и; тогда 




1 р —-1 

иРсІи, 


па 


и так как показатель степени у полученной скобки—число целое, то мы 
приходим к предыдущему случаю 1. 

3. Число -4-Р Здесь надо совершить подстановку ах"-|-6 = ых", 

л 

после чего мы вновь приходим к случаю 1; это мы предоставим сделать чи¬ 
тателю. 

Лишь в 1853 г. П. Л. Чебышев доказал, что, за исключением этих трех 
случаев, интеграл от дифференциального бинома не выражается через элемен¬ 
тарные функции (см. п. И). 

10. Интегрирование функций, рационально зависящих от три¬ 
гонометрических функций. Интеграл вида 

со5л:)й(л:, (33) 


где В {и, ѵ) —рациональная функция от и, ѵ, всегда выражается 
через элементарные функции. Чтобы убедиться в этом, сделаем под- 

X 
2 


становку тогда (проверьте!) 

2^ 

біп X = - -— =-г~г-г^ , С 05 X 


1—/2 




1 + ^2 


1-І-І2 


йх = 


2йі 

1-і-Я 


(34) 


т. е. из (33) получится интеграл 

р ( 2/ 1-^^^ ^ 2 

^ 4+^2 > 1+/2у 1-І-/2 
от рациональной функции который можно взять по методу п. 6. 


І«(. 
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Универсальная подстановка (34) часто приводит к довольно гро¬ 
моздким рациональным дробям и потому на практике применяется 
не очень часто. В некоторых, менее общих случаях лучше применять 
другие подстановки, о которых мы сейчас скажем. 

1 . Пусть подынтегральная функция в (33) нечетна относительно 
8 ІПЛ:, т. е. /?( — зіпл:, со5л:)= — /?(5Іпл:, созл:). Если теперь 
написать 

У= (зіпл:, созл:) = ^ = 

= ^/?і{зіпл:, соз л:) зіп л: йл:, 

то функция будет уже четной относительно зіпл: и ее легко 
выразить через зіп^л: и созл:; отсюда 

/ = ^ /?2 (л:) зіп л: с?л: = — ^ /?2 (^ — ^оз^ ^ 

и, если обозначить созл: —У, получится интеграл от рациональной 
функции. 

2, Аналогично, если подынтегральная функция в (33) нечетна 
относительно созл:, то применяется подстановка зіпл:=У. 

Например, 

Г ЗІП^АГСІХ _ Р 5ІП^ X С08 хйх | 8ІП Х = І __ 

— 25ІПХС08Х ^С082х(С082х— 2 8ІП х) ~ | СО&Х(ІХ = (ІІ 

_ г 

полученный интеграл легко взять, разлагая подынтегральную функцию на 
простейшие дроби или воспользовавшись равенством 


3. Если подынтегральная функция в (33) четна относительно 
зіпл: и созл: вместе взятых, т. е. если /?(— зіпл:, —созл:)™ 
= /?(зіпл:, созл:), то применима подстановка Это нетрудно 

проверить в общем виде, но мы не станем этого делать, так как в 
каждом конкретном примере разумность подстановки видна из вы¬ 
числений. 


Например, 

йх _С йх _ = “8"^=ЕнР72 Р(1_1_^2)2 

ЗІП^ X С05* X 3 X С08* X Лх ~ 3 

“і (<^ + 2+-^^) Л=-^+2/— і+С=*в»л:+21в^—сІ8д;+С. 


Этот же интеграл можно взять, представив в виде 
и раскрыв в числителе скобки (проверьте!). 


Р (зіпЗх-|-со8^х)2 
3 8Іп2 X содД ^ 
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Остановимся отдельно на интегралах вида 

^ зіи*" X соз” X йх, (35) 

где т и п — целые числа любого знака. Если т нечетное, то этот интеграл 
относится к разобранному случаю 1, т. е. применима подстановка со8л: = /. 
Если п нечетное, то он относится к случаю 2, а если и /п и н четные, то к 
случаю 3. В некоторых случаях вычисления можно упростить. Например, 
если /п^О и оба четные, то применяются формулы 

. „ 1—С08 2 х . 1-0 9 1 +со82л: 

8іп2л:= -2 -» 81П ХС08Х=у 81П 2х, 008^ л:=:—2-•• 

Так, 

^ ЗІП® X С08® хйх-=^ (зіп X С08 х)® С08* Х(1х = 

= зіп® 2л:(1+С082л:)® (1х = 

— зіп® 2лгіл+-^^ зіп®2хсо8 2лгіл+ ^ зіп® 2лсоз® 2л йл =» 
= ^ ^ (1 —соз4л)((л+-|^ ^ 8Іп® 2л й зіп 2л + ^ ^ зіп® 4л йх^ 


~ ЗІП 2л, С08® л =: 


\ , 1 ЗІП® 2л , 1 Р,, „ , 

';+І6-Т"+МЗ = 


= 4^‘^^2л~^^зіп8л+С. 

К такому же результату приводит выражение тригонометрических функций 
через показательные по формулам Эйлера (VIII. 11). 

К интегралам (35) применяется также интегрирование по частям с целью 
уменьшения положительных показателей степени и увеличения отрицатель¬ 
ных Например, 

^ , С08Л =и, (1и =— зіплгіл 

Р С08® л , , 

\ . - - Дл= С08Л . 1 = 


Р С08® Л , 

\ . - - Дл= С08Л . 

3 ЗШ®Л - г— = 00, ѵ = 

ЗІП® л 

__ созл г* гі; 
~ 2зіп®л '~3 2 зіі 
__ СОЗЛ 1 Р 

~~ 2 ЗІП® л 2 3 


2 ЗІП® л 1 
гіл _ . 

2 ЗІП л ” ® 2 ~ 

1 Г‘2гі((1+^®)-і 

2 3 2^1 + ^^)"’ 


2 ЗІП® л 2 


2 ЗІП® л 


1 , , л 

-уіп 18^ 


(при преобразовании второго интеграла мы применили формулу (34)). 

11. Общие замечания. Мы видим, что интегрирование по срав¬ 
нению с дифференцированием—дело гораздо более кропотливое. 
Поэтому хотя и нужно твердо владеть основными методами интеі- 
рирования, но нецелесообразно каждый раз, когда встречаются ин¬ 
тегралы, заново проводить громоздкие вычисления. Имеется ряд 
справочников, в которых в определенном порядке собраны наибо¬ 
лее распространенные интегралы. Отметим, в частности, книги [6], 
[131, [45]. 



342 


НЕОПРЕДЕЛЕННЫЙ ИНТЕГРАЛ 


(гл. XIII 


Многие важные интегралы не являются элементарными функциями, 
т. е. не выражаются через простейшие «школьные» функции. Напри¬ 
мер, интеграл 

^ (л:^ + 1)‘/8 

принадлежит к типу, разобранному в п. 9; но так как л = 2, 

1 п 

т = 0, то ни один из случаев интегрируемости не имеет 

места. Подобным образам не являются элементарными функциями 
интегралы 

^ 5ІП дг*дг“ йх, 

^ дг“ йх, 

^ С05ЛГ-Дг“й?ДГ 


(а ^ О, 1, 2, ...), 


а потому и все интегралы, которые приводятся к этим при помо¬ 
щи элементарных подстановок, например, 

1.-2 


^ <іх 


йх 


х^ = и 
йи 




-1/2 аи. 


2У и 

^ 5ІП ^дг = 1 = И [ = у 81П ц • ц-1/2 й?и, | 

5ІП дг = «, 




51П X йх 


йх 


йи 




у I—а2 

^/г = 2, /)= —и т. д. 


(36) 


Имеются целые широкие классы неэлементарных интегралов. 
Например, за редкими исключениями, не берутся интегралы 


5 (д, К(х)) ах, 


(37) 


где Я, как и раньше,— знак рациональной функции, а (д) — 
многочлен степени л^З. 

Когда-то тот факт, что интеграл, появляющийся при решении 
той или иной задачи, не берется в элементарных функциях, расце¬ 
нивали чуть ли не как катастрофу. Сейчас в этом нет ничего страш¬ 
ного. Прежде всего был введен, детально изучен и затабулирован 
целый ряд неэлементарных функций, через которые можно выразить 
наиболее важные для приложений интегралы, не выражающиеся 
элементарно. Например, в п. XIV.12 мы увидим, что через такие 
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неэлементарные (называемые специальными) функции легко выража¬ 
ются все интегралы (36), Интеграл (37) при л = 3 и 4 называется 
эллиптическим интегралом и выражается через так называемые 
эллиптические функции, также хорошо изученные. Эти выражения 
можно найти в указанных справочниках, к которым надо добавить 
книгу [53], 

Кроме того, в настоящее время техника работы с интегралами 
так усовершенствовалась, что исследовать и применять функцию, 
заданную в виде интеграла, немногим сложнее, чем заданную не¬ 
посредственно, без знаков интеграла. Поэтому теперь часто, даже 
если интеграл берется в элементарных функциях, но имеет слишком 
громоздкое выражение, предпочитают интеграл не брать и приме¬ 
нять его «целиком», не взятым. 



ГЛАВА XIV 


ОПРЕДЕЛЕННЫЙ ИНТЕГРАЛ 


При решении многих важных задач приходится суммировать бес¬ 
конечно большое число бесконечно малых слагаемых. Это приводит 
к одному из центральных понятий математики, именно, к понятию 
определенного интеграла, ради которого излагались все методы 
интегрирования в гл. XIII. 

§ 1. Определение и основные свойства 

1. Примеры, приводящие к понятию определенного интеграла. 

Рассмотрим задачу, обратную той, которая разбиралась в начале 
п. IV, 1 и привела нас к понятию производной, А именно, будем 
считать, что нам известен закон изменения мгновенной скорости 
>о = ѵ(і) при движении точки и нас интересует путь, пройденный 
за некоторый промежуток времени от і~а до / = 

Поскольку движение не предполагается равномерным, мы не мо¬ 
жем вычислять путь как произведение скорости на истекшее время. 
Поэтому для подсчета пути поступим следующим образом. Разобьем 
весь промежуток времени на большое число малых, не обязательно 
равных друг другу интервалов времени 

= <,<<<<,. = 

где ^ 1 , — некоторые промежуточные произвольно выбран¬ 

ные моменты времени. Если эти интервалы достаточно малы, то 
без большой ошибки на каждом из них движение можно считать 
равномерным, что даст приближенное выражение для пути 

Д/і-Рі/з Д/2+...(1) 

здесь Д4 = /;^ — — какое-либо из значений мгновенной ско¬ 
рости V на к‘}л интервале времени, т е. 'У* = ^ ^ 4’ 

(Обратим внимание читателя на некоторое отличие этих обозначений 
от обозначений § Ѵ,2, где было 4 — — По¬ 

этому формулу (1) можно иначе записать так; 

Л 

к=г 

Эта формула тем точнее, чем мельче разбиение основного проме¬ 
жутка времени; чтобы получить точную формулу, надо перейти 
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К пределу, приняв, что это разбиение бесконечно измельчается: 

5 = Ііт 2 {"^к) ^^к- (2) 

к=1 

Подобным образом во втором примере п. IV.1, в задаче о напол¬ 
нении сосуда, при известной, но переменной скорости наполнения 
= общий объем V, наполненный за промежуток времени от 
а до р, равен 

П 

V = ІІП1 2 (Тй) (3) 

к= 1 

при том же смысле обозначений. Как и для формулы (2), это осно¬ 
вано на том, что на протяжении малого промежутка времени ско¬ 
рость наполнения при подсчете наполненного объема можно считать 
почти постоянной; точнее говоря, на протяжении бесконечно малого 
промежутка времени эту скорость можно считать постоянной. 



В третьем примере п. IV. 1, если считать заданной линейную 
плотность р нити в каждой точке 5, т. е. р = р (5), аналогично 
получим общую массу нити 

П 

ЛІ = 1іга 2 Р{<Уа) (а = 5о<5і<...<5„ = р, (4) 

к=1 

причем предел берется в процессе, когда воображаемое разбиение 
нити бесконечно измельчается; а и ^ — значения 5, отвечающие 
концам нити. 

Рассмотрим, наконец, важный геометрический пример. Пусть 
требуется вычислить площадь фигуры, заштрихованной на рис. 244 
и называемой криволинейной трапецией, причем для простоты будем 
считать, что /(а:)>-0. Если разбить весь интервал 
изменения х на малые промежутки при помощи точек деления х^ — а<С 
•< <; ^2 <С ...<С = Р и принять высоту на каждом 
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из этих малых промежутков постоянной, то получим приближенное 
выражение для площади криволинейной трапеции 

П 

-^А-І ^ Еа ^-^а)* 

А=1 

Геометрический смысл правой части — это площадь ступенчатой 
фигуры, изображенной на рис. 244 и полученной в результате за¬ 
мены каждого из п столбиков, на которые разбита криволинейная 
трапеция, прямоугольником с тем же основанием и с высотой, рав¬ 
ной одной из высот столбика. В пределе, при бесконечном измель¬ 
чении разбиения, получаем 

П 

5 = 1іт 2 /(Еа)^^а- Ф) 

А = 1 

2. Основное определение. Выражения (2) — (5), получающиеся 
при решении различных задач, имеют одинаковую структуру. Ана¬ 
логичные выражения получаются и во многих других задачах, что 
дает основание для следующего общего определения. 

Пусть некоторая функция /{х) задана при Разобьем 

произвольно этот интервал на маленькие промежутки при помощи 
точек деления = а <! < -^2 < ... < — Р и образуем интеграль¬ 

ную сумму 

2 / (1.) =/(?,) Дл:,+/(?,) Дд:,+ .. . +/(!„) Дд:„, (6) 

А=1 

где Ах^ = Хі^ — -^А-іі ^ каждая из точек произвольно выбрана 
между и х^, т. е. на к-м промежутке разбиения. Пусть теперь 

разбиение бесконечно измельчается; тогда предел, к которому стре¬ 
мится интегральная сумма в этом процессе, называется определен¬ 
ным интегралом от функции /{х) по интервалу интегрирования 
а X Р и обозначается 

Р п 

С / (х) йх = Ііш 2 / (Еа) Д^а- (7) 

а 

в примерах п. 1 получаем соответственно 
Р Р Р Р 

8=:^^ѵ{і)(П, 8—^/{х)дх, (8) 

а а а а 

Из последнего равенства ясен геометрический смысл определенного 
интеграла в случае, если подынтегральная функция положительна: 
он равен площади криволинейной трапеции, ограниченной графиком 
подынтегральной функции, осью абсцисс и прямыми, параллельными 
оси ординат, построенными на концах интервала интегрирования. 
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Эти концы называются нижним и верхним пределами интегриро¬ 
вания. 

Если подынтегральная функция отрицательна или меняет знак, 
то в интегральную сумму (6) некоторые члены войдут со знаком 
минус. В пределе получится, что интеграл равен алгебраической 
сумме площадей участков криволинейной трапеции, причем (рис. 245) 
площади участков, лежащих 
выше (соответственно ниже) 
оси дг, берутся со знаком-]- 
(соответственно —). 

Из сравнения формул (8) 
следует также, что для полу¬ 
чения пройденного пути при 
заданной на графике (рис. 246) 
зависимости скорости от вре¬ 
мени надо просто взять пло¬ 
щадь соответствующей кри- Рис. 245. 

волинейной трапеции. И здесь, 

если ѵ<іО, график проходит ниже оси а приращение координаты 
движущейся точки отрицательно, т. е. указанную площадь надо 
брать со знаком —. Это правило знаков при подсчете площадей 

действует и в большом 
числе других примеров. 

Остановимся на предель¬ 
ном переходе в форму¬ 
ле (7). Иногда говорят, что 
предел берется при п —оо; 
это не совсем точно, так 
как участки Ах^ не пред¬ 
полагаются равными и если 
потребовать только, чтобы 
Рис. 246. п—^сю, то может полу¬ 

читься, что одна часть ин¬ 
тервала измельчается, а другая —нет. Лучше говорить, 

что предел берется при безграничном измельчении интервала инте¬ 
грирования. Степень этого измельчения можно охарактеризовать наи¬ 
большей из длин Дд:^^ участков данного разбиения, так как если 
наибольшая из этих длин мала, то и все длины малы. Поэтому 
можно сказать, что предельный переход в формуле (7) осуществляется 
в процессе, когда тах Дд:^^ —> 0. 

к 

Приведем пример подсчета интеграла на основе его определения (7). 

Пусть надо вычислить интеграл ^ д:^ йх. Разобьем интервал интегри- 

0 

рования на пять равных частей длины 0,2 и выберем для опреде- 
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ленности на каждой из этих частей точку в левом конце. Тогда 

?2 = 0 , 2 : І 4 = 0 , 6 ; ?5 = 0 . 8 н 

^ 6 

\х^с1х^ 2 ЕІ = (0,0^ + 0.2^ + 0>42 + 0,62 -}- 0,82) . ^ 2 0,24. 

о 

При аналогичном разбиении на 10 частей получилось бы значение 
0,29, а при разбиении на 100 частей — значение 0,33, которое сов¬ 
сем близко к точному значению, равному , как мы увидим в п. 3. 

(Разберите на чертеже, почему приближенные значения в данном 
примере получились меньше точного!) 

Таким образом, хотя интегральная сумма (6) обладает высокой 
степенью произвола, она зависит как от выбора точек деления х^, 
так и от выбора промежуточных точек но если разбиение взять 
достаточно мелким, то эга сумма практически просто равна своему 
пределу, т. е. интегралу (7) (который, конечно, уже не зависит ни 
от точек х^, ни от |у^). При достаточно мелком разбиении каж¬ 
дое из слагаемых в сумме становится весьма малым за счет малости 
Ах/^, но число слагаемых столь велико, что вся сумма имеет конеч¬ 
ное значение; грубо говоря, если число слагаемых в сумме равно 
п, то все Ах^, а потому и каждое слагаемое в сумме имеют поря¬ 
док Учитывая знак предела в формуле (7), можно сказать, что 

определенный интеграл — это сумма бесконечно большого числа бес¬ 
конечно малых слагаемых. На практике часто можно определенный 
интеграл рассматривать просто как сумму весьма большого числа 
весьма малых однородных (т. е. одной размерности, одного харак¬ 
тера, одного смысла) слагаемых, столь малых, что эта сумма прак¬ 
тически равна своему пределу. Это вполне соответствует понятию 
о практических бесконечно больших и бесконечно малых величинах, 
как о величинах достаточно больших и достаточно малых, но теоре¬ 
тически конечных (см. п. 111.1 и 111.3). Отметим, что не всякая сумма 
бесконечно большого числа бесконечно малых слагаемых дает интеі- 
рал: это ясно уже из того, что, как было сказано выше, число 
слагаемых и их размер должны быть согласованы так, чтобы эта 
сумма принимала конечное значение. 

Из такого истолкования интеграла как суммы проистекло его 
обозначение. Если считать слагаемые в сумме (6) практически бес¬ 
конечно малыми и обозначить тогда Ах^ — йх, то всю сумму (6) 

до л;=р 

МОЖНО переписать в виде ^ ^{х)йх. В старину сумму обозначали 

от х=-а 

буквой 8, ОТ латинского зитта; эта буква постепенно удлинялась, 
что привело к современному обозначению (7). 

В заключение отметим, что подынтегральная функция на интер¬ 
вале интегрирования может быть либо непрерывной, либо разрывной. 
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т. е. иметь точки разрыва. Однако в этом параграфе обязательно 
требуется, чтобы интервал интегрирования был конечным и подын~ 
тегральная функция на этом интервале нигде не обращалась в бес~ 
конечность. Тогда в более полных курсах математического анализа 
доказывается, без всякой ссылки на геометрический или физический 
смысл, что интеграл обязательно существует, т. е. имеет опреде¬ 
ленное конечное числовое значение. Если же указанные условия 
нарушаются, то, как будет показано в § 4, интеграл может оказаться 
лишенным численного значения. 

3. Связь определенного интеграла с неопределенным. Начнем 
с простого замечания: определенный интеграл не зависит от обозна¬ 
чения переменной интегрирования, т. е. 

Р Р Р 

^ / {х) йх~^ /{і) аі ^/{$) а8= ... (9) 

а а а 

Это вытекает хотя бы из геометрического смысла интеграла, так 
как все выписанные интегралы равны одной и той же площади. 
Итак, переменная интегрирования в определенном интеграле является 
немой, подобно индексу суммирования (см, п. 111, 6), и потому мо¬ 
жет быть обозначена любой буквой. 

Пусть дана некоторая функция /{х), которую мы будем интегри¬ 
ровать. Однако только нижний предел мы будем считать зафик¬ 
сированным, а верхний предел х будем считать произвольным, 
переменным. Тогда результат интегрирования будет зависеть от х 
и мы его обозначим через Ф(х). Это можно записать так: ф (дс) = 

X 

= ^/{х)(1х (Хо = соп8і) ИЛИ, лучше, имея в виду равенства (9), так: 

ДСв 

X 

Ф (х) = ^/(О {Х^ — СОП5І). (10) 

Первая запись, хотя и допустимая, иногда приводит к недоразуме¬ 
ниям, так как буква х в ней имеет два различных смысла (верхний 
предел и переменная интегрирования), о чем надо помнить. 

Докажем, что построенная функция Ф(дс) является первообраз¬ 
ной (п. Х111.1) для подынтегральной функции /(х), т. е. 

X 

Хо 

производная от интеграла по верхнему пределу равна значению 
подынтегральной функции на верхнем пределе. Для этого сначала 
предположим функцию /{х) непрерывной и рассмотрим рис, 247, 
Из геометрического смысла интеграла вытекает, что если х получит 
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Приращение Дх, то ДФ равно заштрихованной площади. Эта пло¬ 
щадь равна произведению Дх-/*, где /* —некоторая средняя орди¬ 
ната между X и х + Дх. Отсюда ~=/*=/(х*), и если Дх0, 
то X* X и в пределе получаем 

Ф'(^)=Ит Ит /(х*)=/(х), 

Дл:->-0 Дл:->-0 


ЧТО И требовалось доказать. Мы видим, в частности, что непрерыв¬ 
ная функция всегда имеет первообразную (см. п. XIII.1); чтобы ее 


получить, надо взять определенный 
при зафиксированном нижнем преде¬ 
ле и рассмотреть его как функцию 
от верхнего предела. 



интеграл от заданной функции 



Рис. 248. 


Если подынтегральная функция разрывна (но конечна, так как мы пока 
рассматриваем только конечные функции), то в ее точках разрыва функ¬ 
ция (10) непрерывна, но имеет «излом» (рис. 248), так как производная от 
Ф(х) при переходе через такую точку должна претерпеть скачок. Допуская 
такие изломы, мы расширяем понятие первообразной функции, так как 
в самой точке излома единой производной нет. При этом естественном рас¬ 
ширении получается, что и всякая всюду конечная функция имеет первооб¬ 
разную, которая является непрерывной функцией. 

Допустим теперь, что нам надо вычислить интеграл 


1=1/{х) ах 

а 

И МЫ знаем какую-то первообразную Р{х) к функции /(х). Так как 

X 

функция ^/(^) 4^—-тоже первообразная к /(х), то в силу п. ХІІІ.1 
а 


X 

1/(і)сИ^Р{х)+С, 

а 




ОПРЕДЕЛЕНИЕ И ОСНОВНЫЕ СВОЙСТВА 


351 


§ п 


где С — некоторая постоянная. Если здесь положить х = а,, то из 
геометрического смысла интеграла вытекает, что левая часть обра¬ 
тится в нуль, т. е. 

X 

0 = Р{а)-\-С; С — — /^(а), — — Р{а), 

а. 


Если в последней формуле положить ^ = то на основе (9) 
получим 


Р 

5/(л:)^х=/='(р) —/"(а), 


а 


(И) 


т. е. определенный интеграл равен приращению первообразной к 
подынтегральной функции, когда независимая переменная изменяется 
от нижнего до верхнего предела. Правую часть равенства (И) за¬ 
писывают еще в виде Р{х)\^, где |а — знак двойной подстановки, 
который означает, что в рассматриваемую функцию надо подста¬ 
вить вместо аргумента верхний предел, затем нижний и из первого 
результата вычесть второй. 

Формулу (И) записывают еще так: 

Р 

\/{х)ах = (^\}{х)ах)\1, ( 12 ) 

а 

так как (см. п. ХПІ.1) 

= [/=■ (Р) + С] - (а) + С] = Г(Р) -/^(а) = 5 / (*) 



Итак, определенный интеграл равен приращению неопределенного. 
Этот результат, один из важнейших в математике, называется тео~ 
ремой Ньютона — Лейбница. 

Например, 

1 




3 3 “ 3 * 


о 


Отметим, что здесь мы при вычислении неопределенного интеграла 
не писали произвольной постоянной С, так как выше мы видели, 
что члены -|-С и —С все равно взаимно уничтожаются. Хорошо 
видно, что определенный интеграл при заданных пределах интегри¬ 
рования является постоянным числом, тогда как неопределенный 
интеграл является функцией. 

До сих пор мы считали, что а < р. Если то формула (11) 

принимается за определение интеграла, стоящего в левой части. 
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Так как {х), то формулу (11) можно переписать так: 


Р 

5 Р' (л:) (/л: = (Р) — (а), 


а 


(13) 


т. е. определенный интеграл от производной равен приращению пер^ 
вообразной. 

4. Основные свойства определенного интеграла. 1. При пере- 
становке пределов интегрирования интеграл умножается на — 1. 
Действительно, в силу формулы (II) 


5/(х)бгх = Д(а)-Д(Р)= -[Д(Р)-Д(а)]= -5/(х)оГх. 


Р 


Это простое свойство, которое можно записать также в виде Р (х)\ = 


= —дает возможность, изменив знак у неопределенного интеграла, 
подставлять пределы в обратном порядке, т. е. вычислять так; 


1 


(1х = 


15’ 


Из свойства 1, в частности, вытекает правило дифференцирования инте¬ 
грала по нижнему пределу: 

(1^0 <«)=-;(.), 


Следующее свойство уже применялось в п. 3. 

2. Рели пределы интегрирования совпадают, то интеграл равен 
нулю, т. е. 

5/(л:) д,х — ^. 

а 

3. ^Теорема о разбиении интервала интегрирования^', 

Р V ^ 

5 /(х) (Іх + 5 /{х) ах = 5 /(х) ах. 

а 3 а 

Действительно, левая часть равна 

[Я (Р) - Р (а)] + [Р (т) -Рф)]^Р(у)-Р (а)=]/(х) іх. 

а 

4. Интеграл от суммы равен сумме интегралов: 

Р р р 

5 [/(лг) ±: ф (х)] ах=^ /(х) ахіі: (х) ах. 

а а а 
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Для доказательства надо исходить из аналогичного свойства (ХП1.9) 
неопределенных интегралов и приравнять приращения левой и правой 
частей, когда х меняется от а до р. Аналогично доказывается 
свойство 

5. Постоянный множитель можно выносить за знак интеграла: 

Р Р 

^ М^{х)(1х = 1'{х)(1х {Ж==соп8І;). 

а а 

Свойства 4 и 5 совместно читаются так: определенный интеграл 
линеен относительно подынтегральной функции. 

Здесь термин «линеен» понимается в том самом смысле, как в п. XI. 6 . 
Именно, формула 

Р 

^}{х)(Іх = І (И) 

а 


при зафиксированных а, р ставит в соответствие каждой конечной функции, 
определенной при а<А:^р, число /. Другими словами, формула (14) опреде¬ 
ляет отображение бесконечномерного линейного пространства всех таких функ¬ 
ций в одномерное линейное пространство всех чисел, а свойства 4 и 5 означают, 

что это отображение линейное. (^Проверьте, например, что при а = 1, Р = 2 


функции у — х'^ отвечает число / 


функции у — 


число - 3 -, а функции 

О 


3 7 3 

у = ^—число 5--=—3--^ = 10,54. 


Закон, по которому функциям ста¬ 


вятся в соответствие числа, называется функционалом, значит, формула (И) 
определяет линейный функционал, определенный на указанном пространстве 
функций 


6 . Формула интегрирования по частям 
Р Р 

^ иѵ' ах = (иѵ) 1 ^^^ — ^ 

а а 


также получается из соответствующей формулы для неопределенных 
интегралов, а именно, формулы (XIII.13). 

Например, 


Л 

^ X & 1 пхйх — 

о 


и = х, (іѵ = &тх(іх 
йи = йх, о = — со 8 х 


Яр Л ІТ 

:(—лссозлс) 4- \ С05 х йа:=( — Х С08 х) + (8ІП х) 

0 3 0 0 


7. Формула замены переменной для определенных интегралов 
получается, если приравнять приращения обеих частей формулы 
(XIII.15), когда і меняется от а до р. Учитывая, что при этом лг, 
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равный ф(/), изменится от ф(а) до ф(Р), получим 

5/[ф (0] ф' (^) аі = [ І /{X) [1/{х) 

а 

ИЛИ, учитывая формулу (12), 

р ф (р) 

5/[ф(о] ф'(О 5 /{х)(1х. 

а Ф (а) 

Таким образом, здесь надо дополнительно произвести замену преде¬ 
лов интегрирования, выяснив интервал, который должна пройти новая 
переменная, чтобы связанная с ней старая переменная интегрирования 
прошла первоначально заданный для нее интервал. 

Если, например, при вычислении интеграла 

Я 

^ У сіх 

о 

мы хотим совершить подстановку х — і?8Іп/, то надо учесть, что если х ме- 

Л 

нялось от о до я, то і уже будет меняться от О до . Поэтому 
я 

Я Т 

^ У — ^ У — Я^ Я со&і (1і — 

о II 

я я 

02 г 2 ^ Г /1 I ОУ^ Л I 2 

= (1+С08 20Й^ = -^И-1—^ =—• 

о о 

Как видим, в отличие от замены переменной в неопределенном интеграле, 
здесь не требуется выполнять обратную подстановку, т. е. перейти в ответе 
к старой переменной. Мы предоставляем читателю выяснить, площадь какой 
фигуры только что найдена, а также получить тот же результат с помощью 
замены х — і?со8^. 

Мы вывели свойства 3—5 определенного интеграла с помощью 
формулы (И). Однако ах можно было бы вывести и на основе опре¬ 
деления (7) интеграла как предела интегральной суммы. Например, 
переходя в формуле 

2 [/і йі) ±л (I*)] = 2 л (іі) ± 2 л й») 4^4 

й=1 /г=і к=1 

К пределу при бесконечном измельчении разбиения интервала 
получаем свойство 4 и т. д. Из того же определения 
вытекает свойство 



ОПРЕДЕЛЕНИЕ И ОСНОВНЫ'Е СВОЙСТВА 


355 


§ п 


8. Если рассматриваемые переменные размерны, 


- Э 

5 / (л;) йх 


=[/]-М. 


то 


так как суммирование и переход к пределу не меняют размерности. 



9. Интегрирование в симметричных пределах часто можно упро¬ 
стить по формулам (рис. 249): 

а а 

^ /{х) (іх = 2 ^/{х) сіх^ если /{х )—четная функция, 

-а о 

а 

^ /{х) сіх — О, если /{х )—нечетная функция. 

—а 

10. Интеграл от периодической функции по периоду не зависит от по¬ 
ложения интервала интегрирования: другими словами, если [ (х-{■ А) ^ ((х), 
то интеграл 

х+А 

1= ^ !{5)(і$ 

X 

не зависит от х. В самом деле, по правилу дифференцирования сложной 
функции и на основе формул для производной интеграла по верхнему и ниж¬ 
нему пределам получаем 


(Докажите это же свойство, исходя из геометрического смысла определенного 
интеграла.) 

Приведем в заключение несколько примеров ошибочного вычисления ин* 
тегралов. 


1, ^ \ — х^ (1х = 

~1 


х—со&і 
л ^ ^ ^ 2л 


2Я 

= ^ 1—соз^Ц— &[пі)д.і = 

п 


I 


зіп® і йі 




1 — С08 2і 



8ІП 

) 


2Я 


2 


Ія 


л . 

2 ’ 
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ЭТОТ результат заведомо ошибочный, так как интеграл от положительной 
функции в положительном направлении, т. е, от меньшего к большему, дол¬ 
жен быть положительным. Ошибка состояла в том, что мы заменили ^ 

на зіп ^ тогда как надо было на | зіп ^ | (см. конец п. 1.5); а так как при 
я; < ^ < 2я будет зіп ^ < О, то для таких і будет \^ѣт'^1 = — зіп ^ что при¬ 
вело бы к правильному результату, 

В аналогичных случаях иногда получаются интегралы вида 

Ь 

I ] / (х) I йх. 
а 

Такие интегралы можно вычислять так. Находим интервалы знакопостоянства 
функции /(х) (п. III.15); пусть, например, / (х) > О при а < х < с, / (х) < О 
при с а хай и/(х)>0 при йах аЬ. Тогда 

ь с й ь 

5 |/(х) I йх = \ |/(^^Жх-{-5 |/(х) 1^ + 5 \!{х)\йх = 
а а с (I 

с й Ь 

= '^^{х)йх — ^[ (х) (ІХ + 5 / (х) ^ 
а с іі 

И Т. Д. 



1 2 І1 


эго противоречит правильному значению 3, которое получится, если не поль¬ 
зоваться подстановкой. Ошибка состояла в том, что формула перехода х = К7 
при X < О недействительна. Если почему-либо надо провести указанную под- 

2 0 2 

становку х^=-і, то надо разбить ^х 2 сІх=|+]^ ив первом интеграле по- 

— 1 -- I о 

ложить х=—У^і (1 а во втором х = \^і (0^^^4) (проделайте это!). 

3. ^ х-^йх^^ 

— 1 

Этот результат, как и в примере 1, заведомо ошибочный. Ошибка состояла 
в том, что подынтегральная функция обращается на интервале интегрирования 
в бесконечность при х = 0. Как быть с такими интегралами, будет сказано 
в п. 16 

5. Интегрирование неравенств. Из определения интеграла и из 
его геометрического смысла (п. 2) вытекает, что 

Э 

если /(л:) ^ о и а <С Р» то ^ /(л:) Фх ^ 0. 

а 


2 2-1-(-1)-1 3 

-1 -1 2 * 


(15) 
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Последнее неравенство может обратиться в равенство, только если / (х)^ О 
Впрочем, подынтегральная функция может быть отличной от нуля 
в отдельных, дискретных точках, так как такие значения не сказываются на 
значении интеграла. 

Если дано, что 

Ф(л;)^'ф(л:) при (16) 

то, обозначив я]? (л:) — ф(л;)=/(л:) и применяя утверждение (15), 
получим 

0 Р р 

^ [ф (л:) — ф (л:)] сІх^О, ^ ф {х) йх — ^ ф (л:) йх ^ О, 

а а а 

т. е. 

Р Р 

^ ф (л:) ^ ф (л:) (17) 

а а 

Итак, ИЗ неравенства (16) мы получили (17), т. е, неравенства можно 
интегрировать в положительном, направлении. (Продумайте, что про¬ 
изойдет при интегрировании неравенства в отрицательном направ¬ 
лении.) 

Как и выше, в условиях (16) неравенство (17) может обратиться в равен¬ 
ство, только если ф(х)^ф (х) при 

В качестве следствия получим самую грубую оценку интеграла. 
Пусть 

/т1п</{-^)</шах (а<Л;<Р), 

/тіп ^ /шах —константы. Интегрируя эти неравенства, получим 

Р 

/шіп(Р— а)<5/('’^)^-^</шах(Р—а)- (18) 

а 

в связи с этой оценкой находится важное понятие среднего (го¬ 
ворят также «среднего интегрального» или «среднего арифметиче¬ 
ского») значения функции. Если функция /{х) рассматривается на 
интервале а^лг^Р, то ее средним значением на этом интервале 
называется такая константа /, интеграл от которой по интервалу 
равен интегралу от функции /"{х) по этому интервалу. 
Таким образом, 

ЭР Э ^ 

^/ах = 1/{х)ах, ^/{х)ах=^/-ф—а). 

а а а 
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Из последаей форщм. среднего значения получаем выражение для 
среднего значения 

Р 

а 

Из неравенства (18) вытекает, как и следует ожидать, что 




Геометрический смысл среднего значения функции показан на 
рис. 250: / должно быть таким, чтобы площадь прямоугольника 
АВ'С'О равнялась площади криволинейной трапеции АВСО. Ясно, 
что если функция /{х) непрерывная, то она принимает где-то на 
интервале а < л: < Р значение / (на рис. 250 при лг==7); разрывная 
функция может не принимать своего среднего значения. 

Разумность приведенного здесь определения среднего значения 
функции хорошо видна, например, при рассмотрении зависимости 

мгновенной скорости от времени в про¬ 
цессе неравномерного движения точки. 
Так как интеграл от скорости по вре¬ 
мени равен пути (см. первую формулу 8)), 
то получается, что среднее значение ско¬ 
рости за некоторый промежуток време¬ 
ни— это такая постоянная скорость, при 
которой точка за тот же промежуток 
времени прошла бы тот же путь, что и 
при рдссматриваемом неравномерном дви¬ 
жении, Другими словами, в силу (19) 
^ среднее значение скорости за конечный 
промежуток времени при неравномерном 
Рис, 250, движении — это отношение пройденною 

пути к истекшему времени; таким обра¬ 
зом, это понятие совпадает с хорошо известным понятием средней 
скорости. Применяющиеся в физике понятия средней плотности, 
средней мощности и т. д. также находятся в соответствии с указан¬ 
ным общим понятием среднего значения функции. 

Если функции I (х) задана на бесконечном интервале, например, при 
а^х < со, то ее средним значением называется 

Р 

7= Ііт Г / (X) ах, 

о. Р—а 9 
а 



т. е. предел среднего значения по конечному интервалу. Легко проверить, 
что этот предел, если он существует, не зависит от выбора значения а. 

Например, в цепи переменного тока сила тока и напряжение обычно вы¬ 
ражаются формулами / = /о со8<аі-|-а), и==йо со8(о)/-1-а-4-ф). где ф — посто¬ 
янный сдвиг фазы напряжения по сравнению с силой тока. Поэтому средняя 
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потребляемая мощность равна 

7 

— 1 Г 

Іг=}и= Ііт — \ /о со 8 {со^ + а) ид со 8 (со^+а + ф) 
Т ->■ а> т ^ 
о 

т 

— 1ІШ г [соз ( 2 (йі 4 - 2 а + ф) + со 8 ф 1 = 
Т а> 2Т ^ 


йі: 


Ііт І /оЦо5>п(2ю7^ + 2а + Ф) —5Іп(2а + Ф) , /рМр 


\ 4» Г . 2 “~ 

Отсюда вытекает значение величины созф в электротехнике. 


/о“о 


СОЗ ф. 


Укажем в заключение одно неравенство, которое иногда приме¬ 
няется. Если для интегральной суммы (6) записать, что абсолютное 
значение суммы не превосходит суммы абсолютных значений (см. 
конец п. 1.5): 


2/(У лх. 


л 


<2 


І/(УД^4І = 2і/(УІД->^*. 

7г = г 


а затем перейти к пределу, то мы получим 
д ь 

1^/(л:)йл:|<5|/(дг)|<гдг. 

а а 


( 20 ) 


Другими словами, абсолютное значение интеграла не превосходит 
интеграла от абсолютного значения функции (подумайте, когда не¬ 
равенство (20) обращается в равенство). 


§ 2. Применения определенного интеграла 

6. Две схемы применения. Имеются две основные схемы приме¬ 
нения определенного интеграла к нахождению геометрических, физи¬ 
ческих и т. п. величин. 

Первая схема основана на определении интеграла как предела 
интегральной суммы (см. формулу (7)). Изучаемая величина прибли¬ 
женно представляется в виде интегральной суммы, причем с измель¬ 
чением разбиения это представление становится все более точным 
и в пределе переходит в точное. Поэтому данная величина равна пре¬ 
делу интегральной суммы, т. е. интегралу. Этот прием достаточно 
продемонстрирован на примерах п. 1, которые привели к четырем 
интегралам (8). Как указано в п. 2, эта схема основана на пред¬ 
ставлении об интеграле как о сумме бесконечно большого числа 
бесконечно малых слагаемых. 

Вторая схема применения интегралов состоит в том, что состав¬ 
ляется соотношение между дифференциалами рассматриваемых ве¬ 
личин, так называемое дифференциальное уравнение. От этого 
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соотношения мы переходим к соотношению между самими величинами 
при помощи интегрирования на основе формулы (13), которую можно, 
записать также в виде 



1/конечное 1/начальное* 


Это соотношение означает просто, что сумма всех бесконечно малых 
приращений какой-либо величины равна полному приращению этой 
величины. 

Рассмотрим пример. Пусть точка движется вдоль оси 5 , проходя 
отрезок от 8~а до 8 — Ь, причем на нее действует переменная 
сила, направленная вдоль оси и принимающая в каждой точке 5 зна¬ 
чение /^( 5 ). Пусть требуется вычислить общую работу ^^ 5 ^, произ¬ 
веденную этой силой на указанном пути. Для этого заметим, что 
работа А, произведенная силой в процессе движения, находится в 
функциональной связи с пройденным путем, т. е. А~А{8). Если 
точка проходит малый интервал от 5 до то сила не успевает 

существенно измениться и ее можно приближенно считать постоян¬ 
ной, т. е. написать по известной формуле физики 

ДЛ яг? /^( 5 ) Д5. 


Более точная формула имеет вид 

АА — Г {8) А8а, где |а|<^Д.у, (21) 

т. е. а имеет высший порядок малости, чем Д 5 . То, что здесь дей¬ 
ствительно высший порядок малости, вытекает из следующего рас¬ 
суждения; а получается из-за того, что на участке Д 5 успевает 
измениться, но при бесконечно малом Д 5 это изменение также бес¬ 
конечно мало, а при подсчете ДЛ это изменение надо еще множиі ь 
на Д 5 . 

Если теперь вспомнить определение дифференциала как главно.і 
линейной части приращения (п. IV.8), то из (21) можно написаіь 

(іА — Г{8)<І8. (22) 

Интегрируя, получим 

ь 

^общ -= Л (1?) — Л (а) = 5 гіЛ = 5 /=’ (5) аз\ 

а 

часто пишут просто А —^ Р (І8. Хотя здесь пределы интегрирования 
не выписаны, но, конечно, это интеграл определенный, пределы под¬ 
разумеваются. 

На практике обычно вместо этого детального рассуждения пользуют¬ 
ся следующим, более кратким: на протяжении бесконечно малого ин¬ 
тервала пути (І8 силу можно считать постоянной, т. е. для соответ¬ 
ствующего бесконечно малого приращения работы сразу получается 
формула (22), которую и интегрируют. Если подробно разобраться 
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в этом верном, но кратком рассуждении, то и получится приведен¬ 
ное выше детальное рассуждение. Мы вернемся еще к этому воп¬ 
росу в п. XVI.4. 

7. Дифференциальные уравнения с разделяющимися перемен¬ 
ными. Соотношение (22) в обпіем виде можно записать так: 

сіу =^/(х)(Іх, (23) 

где X и у — какие-то переменные, функционально связанные между 
собой. Интегрируя, получим 

где Уо=у{Хо), а Уі=^у{х^). 

«о 

Уравнение (23)—простейшее дифференциальное уравнение. Более 
подробно дифференциальные уравнения будут изучаться в гл. XV, 
однако простейшие примеры, не требующие особой теории, можно 
показать уже сейчас. Так, встречаются уравнения вида 

ау = Ц){у)ах, (24) 

Такое уравнение нельзя сразу интегрировать, так как тогда в пра¬ 
вой части под знаком интеграла будет стоять неизвестная функция 
у (л:). Требуется предварительно перенести у к сіу, т. е. написать 

-^^—сіх, откуда 
Ф (1/) ’ 

Уо 

Аналогичным образом уравнение 

(іу==/{х)Ц)(у)(Іх (25) 

интегрируется так: 

Уа «о 

Уравнения (23)—(25) называются дифференциальными уравнена-- 
ями с разделяющимися переменными, так как в результате простей¬ 
ших алгебраических преобразований в них удается отделить член 
с (іх п X от члена с сіу п у, после чего интегрирование немедленно 
выполняется. 

Рассмотрим, например, задачу об истечении жидкости из цилиндричес¬ 
кого сосуда, в дне которого проделано отверстие площади о (рис. 251). 
Высота Л уровня жидкости зависит от времени і, т. е. Іі—Н{і). Если жид¬ 
кость невязкая и силами поверхностного натяжения можно пренебречь, то 
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скорость О истечения жидкости из сосуда с достаточной точностью описывается 
законом Торичелли (Э. Торичелли, 1608—1647, выдающийся итальянский 
физик и математик): 

ѵ= (26) 


На основании этого закона легко составить дифференциальное уравнение 
задачи. Будем рассуждать кратко, как в последнем абзаце п. 6. За время сіі 

скорость истечения можно считать постоянной; 
значит, в силу формулы (26) вытекший объем ра¬ 
вен дѴ — а-ѵ <іі~аУ^2цНйІ. 

С другой стороны, тот же объем равен йѴ => 
= 51с(/г| = — 8 йк’, надо учесть, что/г убывает и 
потому йН < 0. Приравнивая оба выражения, по¬ 
лучим уравнение 



— 8 йН = о 2§/г йі 


(27) 


типа (24). 
к к йН\ 


Для его интегрирования отнесем 


8йН 


а Ѵ 2іН 


:сіі: 


8ан 

о }^2^у/^ 


= Г, 


где Т —полное время истечения жидкости. Вычисляя, получим 


о)Л2а 




о 

н^н 


= т, 



8. Вычисление площадей плоских фигур. Применение опреде¬ 
ленного интеграла к вычислению площади криволинейной трапеции 
было рассмотрено в п. 2, а правило знаков показано на рис. 245, 

Если надо найти всю заштри¬ 
хованную на рис, 245 площадь в 
«арифметическом», а не «алгебраи¬ 
ческом» смысле, то можно пользо¬ 
ваться формулой 

ь 

>^1 "Ь "Ь "^3 — ^ I I 

а 

последний интеграл вычисляется, 
как описано в примере 1 п. 4. 

Вычисление площадей фи¬ 
гур, отличных от криволиней¬ 
ных трапеций, также осуще¬ 
ствляется с помощью интегралов. Так, фигуру, изображенную на 
рис. 252, можно получить как разность двух криволинейных трапе¬ 
ций АСМОВА и АС^ІОБА, т, е, 

ь ь ь ь 

5= =5 [/і(лг)— ^Д(л:)] = ^Н{Х)(ІХ, (28) 

а а а а 
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где Н{х) — высота сечения фигуры прямой, параллельной оси і/, на 
данной абсциссе х. 

Формулу (28) можно понять также следующим образом. Если 
рассмотреть часть фигуры, лежащую левее прямой аг = соп8і, то 
площадь этой части зависит от х. Если х получит бесконечно малое 
приращение йх (см. рис. 252), то к площади прибавится полоска, 
которую с точностью до малых высшего порядка можно считать 
прямоугольником (ср. вывод формул (21) и (22)). Отсюда (13 = Н{х)(1х 
и, интегрируя, получаем формулу (28). 

Часто контур фигуры бывает задан в параметрическом виде. 
Тогда в рассматриваемых интегралах надо сделать замену перемен¬ 
ных, приняв параметр за новую переменную интегрирования. 

Вычислим, например, площадь, расположенную под одной из арок цик¬ 
лоиды (п. II. 6 ), имеющей параметрические уравнения (II.12); при этом, чтобы 
получилась одна арка, должно быть 0 =^г| 5 :< 2 зх: 

ая/? ая ая 

5= ^уйх= ^ (1—соз'*!?) й [/? — 5тф')1 = /?2 ^ (1—соз ^І?)® сігіз = Зя/?®, 


^ (1 — созгі ))2 йг 1 := ^ (1 — 2 созг 1 з + соз 2 ^) — 2 зіпгі) + ^ ^ = 

2 8 тг 1 ;-| -+ 

Рассмотрим теперь площадь фигуры, ограниченной замкнутым контуром, 
заданным в параметрическом виде, У 

х~х{і), у~у{і). Пусть при измене- У ^ — іг лч- У 

НИИ і от а до у контур (I) прохо¬ 
дится один раз в положительном нап¬ 
равлении, т. е. против часовой 
стрелки (рис. 253). Тогда 



5= ^ уі^йх—^ Уійх. 

а а 

Однако первый интеграл равен 
Р 

\ ух йі, так как когда і меняется 
І Рис. 253. 

от у до р, то X меняется от а до Ь, 

ау~у^и хйі~йх. Аналогично преобразуется второй интеграл, и мы получаем 

3 6 3 V "ѵ 

5= ^ ух йі — ^ухйі = — ^ухйі — ^ ух йі — — ^ ух йі. (29) 


В силу свойства 10 п. 4 в окончательной формуле (29) значения і=а и 
і~у не обязаны отвечать крайней левой точке контура; важно только, 
чтобы он обходился ровно один раз. 
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Аналогично, проектируя контур на ось у, можно вывести формулу 

V 

З—'^хуйі. (30) 

а 

Если же сложить формулы (29) и (30), то получится 

V 

8==^^{ху—ух)йі. (31) 

а 

Если бы с возрастанием і контур проходился в отрицательном направ¬ 
лении, то во всех формулах (29)—(31) надо было бы переменить знак 

Например, площадь эллипса с параметрическими уравнениями (11. 26) на 
основе формулы (31) равна 


'А-ІХ. 


С05 і-Ь со8 і —Ь зш і (— а зш 0] (іі 


И 


аЬ <11 = 71 аЬ. 


Перейдем к выражению площади в полярных координатах. Пусть 
линия задана полярным уравнением р=/(ф) и мы хотим вычислить 



площадь «сектора» (рис. 254). Если угол ф увеличива¬ 

ется на (іф, то к площади прибавляется кусочек, который с точно¬ 
стью до малых высшего порядка можно принять за равнобедренный 
треугольник с высотой р и основанием р <1ц) (почему?). Значит, 

Р 

(18 = рр гіф, 5 = ^ р2 й(р. (32) 

а 

В качестве примера найдем площадь, заштрихованную на рис 255. Пере¬ 
ход в уравнении гиперболы к полярным координатам дает 

1 

СОЗ^ ф — ЗІП^ ф ’ 


Р®С08®Ф — р®8Ш2ф=1, т. е. р2 



^ 2] 
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и по формуле (32) получаем (проверьте!) 

-!-йФ=1|пУА'Р 




С05® ф — 8ІП® ф 


4 1—(§ф* 


Отсюда получается интересное следствие Так как 

1+(р;ф .. . —1 ,, 

-— = ф= 40 , т = ~ 2 Т 1 — :г^=1:Н25 

(п. 1.28), то 

<51 п ф І^Ф 1І1 25 


Л//Ѵ1 = р зіп ф = 


_ _ _ 1Ѵі 25 

С08® ф — 8ІП® ф — 1§2ф У 1 _25 1 

Сіі25 


зН 25. 



Аналогично находим, что 0/Ѵ = рсо8ф = сЬ 25, /1Я = (дф = 1Н25 Сравнение 
этих результатов с рис. 256, гдеф = 25, УИ/Ѵ==8Ш 25, 0/Ѵ=со8 25, ЛР—1§ 25, 
показывает геометрическую причину связи три¬ 
гонометрических (круговых) функций с гипер¬ 
болическими и раскрывает происхождение тер¬ 
мина «гиперболические» синус, косинус и тан¬ 
генс 

9. Длина дуги. Дифференциал дуги 
уже встречался в нашем курсе (п. VII.23); 
будем обозначать его (11' 

іІЬ = У йх^ 4- (іу^ 4- (Іг^ =3 

= У <іі. 

При этом мы перед корнем берем 
только 4“. считая йЪ > 0. Отсюда 

если дуга ограничена значениями / = а и /=Р, то ее длина 

Р _ 

І=^У х^ (іі. 

а 

Формула для длины плоской линии соответственно упрощается. 
Если же линия задана уравнением вида у=./[х), то при 
Р _ * _ 

і ^ Ѵ(іх^-\-(іу^ =\Ѵ 1 4- у'" йх. 

а а 

Например, длина циклоиды между ее соседними точками возврата в силу 
уравнений (II 12) и симметрии циклоиды равна 

п я 

1 = 2 ^ К. У (ф— 8ІПф)'2 4-(1— соз ф)'2йф= ^ ^(1_соз Ф)2 4 - 8 іп 2 ХрйУр = 


»=2У? ^ |/^2 — 2 со 5 ф<іф = 4У? ^ зшйф = — 8У? соз 


= 8 /?. 


Какой простой результат! 
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Дифференциал дуги В полярных координатах легко получается из рис. 257: 

й^=■^^(йр)з^-(р (33) 

Отсюда если уравнение линии дано в полярных координатах в виде 
Р = І(ф). то ее длина при равна 



р р 


ф=а 


Проверьте, что выражение (33) можно получить 
также из формул 


йі=Уйх^'^(Іу^, х=рсозф, і/ = р8Іпф. 


Например, пользуясь полярным уравнением 
кардиоиды, указанным на рис. 72, найдем ее длину 
я 

і- = 2^ 8Ш® ф -|- 4а2 (1 — С08 ф)2 йф = 16о 

о 

(проверьте!). 

10. Объем тела. Пусть требуется найти объем тела, если из¬ 
вестны площади сечений плоскостями, перпендикулярными к некото¬ 
рой оси, которую мы примем за ось х (рис. 258), 5= 5 (л:). Если 
отсчитывать объем от левого конца тела до указанной плоскости, 
то, когда X увеличится на 1^х = с1х и эта плоскость передвинется 
направо,к объему прибавится «ломоть», 
который с точностью до малых выс¬ 
шего порядка можно считать цилинд¬ 
ром с широким основанием и маленькой 
высотой. Отсюда 

Д Ѵ” = ,5' (а;) Да: малые высшего по¬ 
рядка, 

т. е. 

йѴ — 8 {х) ^х, 

и если X меняется от а до 
ь 

Ѵ=\8{х)йх. (34) 

а 

в качестве примера найдем объем цилиндрического копыта, отсекаемого 
от прямого кругового цилиндра плоскостью, проходящей через диаметр осно¬ 
вания (рис 259). Из подобия треугольников АВС и А'В'С получаем, что 
площадь заштрихованного сечения равна 



1 


/?а_д.2 — 
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о о 

Интересно, что в ответ не входит я, как это можно было бы ожидать. 

Рассмотрим, в частности, объем тела вращения. Пусть линия 
с уравнением у=/{х) вращается в пространстве вокруг оси х; 



Рис. 259. Рис. 260. 


тогда площадь поперечного сечения равна 8 = тсу^ (см. рис. 260) н 
по формуле (34) 

ь 

Ѵ=п^у'^ йХь (35) 

а 


Например, ш ар пол учается в результате вращения полуокружности с урав-: 
нением у~ — х®, поэтому объем шара 
и 

Р=я.2 ^{}^Я^-х^)^(1х = 2п у) ^^ = уяі?з. 

о 

Интересно сравнить этот вывод с длинным и искусственным выводом объема 
шара в курсе элементарной математики. 

И. Площадь поверхности вращения. Формула для площади по¬ 
верхности произвольного вида будет выведена в п. XVI.10. Однако 
вычисление площади поверхности вращения можно показать сейчас. 
Пусть линия у~/{х)'^0 вращается вокруг оси х (рис. 261); бу¬ 
дем проводить плоскости, перпендикулярные к оси вращения, и 
рассматривать площадь поверхности, расположенной левее любого 
такого сечения. 

Если плоскость переместится на <іх^ то к площади добавится 
«элементарное кольцо», заштрихованное на рис. 261, Разрезав это 
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кольцо и развернув его, получим полоску ширины йЬ и длины 2пу, 
так как у — радиус кольца. Отсюда 

(18 = 2пу (іІ — 2пуУ^ 1 + І/'* (іх 


и тем самым 

ь ь 

8 — 2п ^ у йЬ — 2п -\-у'^(іх. (36) 

х^а а 

Вычислим, например, площадь части параболоида вращения, отсеченной 
плоскостью, перпендикулярной к оси вращения (рис. 262), если даны радиус 



основания /? и высота Я. Так как вращающейся линией служит парабппа 
с осью по оси X, то уравнение линии имеет вид х = кі 4 ^. Константу к надо 
подобрать так, чтобы парабола прошла через точку (Я, /?), т. е. Н — 

к ѵі окончательно уравнение линии будет 


Пользуясь формулой (36), получим 
и 


5 = 1 + [(й 

П " 


йх- 


Іі _ и 


2\Ѵг 


Я (4лгЯ+Я2) 
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12, Общие замечания. Описанный в п. 3 основной способ вычи¬ 
сления определенного интеграла с помощью неопределенного на 
практике не всегда возможен и целесообразен. Как было указано 
в п. ХІІІ.1 1, многие неопределенные интегралы даже от элементарных 
функций не выражаются через элементарные функции или имеют 
чрезмерно громоздкие выражения. Кроме того, функция, которую 
надо проинтегрировать, может быть задана не формулой, а как-либо 
иначе. В этих случаях для вычисления интегралов применяется це¬ 
лый ряд способов, о которых мы сейчас дадим общее представление. 

1. Интегралы могут выражаться через хорошо изученные и за- 
табулированные неэлементарные «специальные» функции. 

Такими являются, например, функция ошибок 

X 

( —оо<л<оо), 
о 


от английского «еггог Гипсіюп», интегралы Френеля (О. Френель, 1788—1827, 
выдающийся французский физик, создатель волновой т'еории света) 

X X 


С(х)=^ 


соз^^ (И, 
2 


5{Х): 




8 Ш— (И 
2 


интегральная показательная функция 

Еі л: == ^ ^ (— 00 < X 


( — 00 < X < оо); 


< 0 ); 


— 00 


интегральный синус и интегральный косинус 

X 

с. Г зш ^ 

Ьіл:=\ —р" (— 00 < л: < оо), 

о 

X 

= ( 0 <л:<оо) 

СО 


V многие другие функции. Отметим, что интегралы с бесконечными пределами 
будут рассмотрены в § 4. 


Р 8ІП^ X 

Например, чтобы вычислить интеграл 

о 


произведем интег! 


грирование по частям; и = 5\п^х, <іѵ = х ^йх, 
1 


/ = . 


3!П^ X 


о + і 


2 зіп X созх 

X 


йх 


■ 3 1 I 

= _5,пМ+_) —, 


йх=\2х=і\ = 


О 


Зіп2 1 +8і 2 = 0,8973; 
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значение интегрального синуса взято из книги (53]. В ней описано большое 
число специальных функций 

2. Иногда удается найти точное значение для определенного ин¬ 
теграла с теми или иными пределами, не вычисляя неопределенного 
интеграла. Это часто бывает довольно трудно, хотя некоторые при¬ 
меры будут даны в дальнейшем (см., например, формулу (72)). Мно¬ 
гие из таких интегралов собраны в книге [13]. 

Например, в этой книге мы можем прочитать, что 

71 

2 71 

^ 1ё^д;йл: = -у ^со8^^ (—1<р<1), ^ (п зіп л: йд: = —я 1п 2 и т. п., 

о о 

хотя соответствующие неопределенные интегралы не являются элементарными 
функциями. 


3. Часто применяются разложения подынтегральной функции 
в ряды различного вида. Подробное описание этого метода будет 
дано в гл. XVII, однако простые степенные ряды, о которых гово¬ 
рилось в п. IV. 16, можно применять уже сейчас. 

Например, применяя ряд (IV.55) для получим 


1 V 


йх-- 


^ ^ 3 * 


1 

К \ X х‘^ \ 111 

+ + ) ^л: = -іІУ + 27 ^+з 7 ^+* • • = 1.318 (с точностью 


до 0,001). 


Как говорилось в п. IV.16, к подобным рядам на практике надо 
относиться как к конечным суммам, число членов которых берется 
в соответствии с требуемой степенью точности. 

4. Графическое интегрирование применяется, если подынтеграль¬ 
ная функция задана графиком. Оно основано на геометрическом смысле 
определенного интеграла (п. 2), равного площади соответствующей 
криволинейной трапеции. Эту площадь можно подсчитать примитивно, 
изобразив график на миллиметровке и считая клеточки, либо же 
с помощью специального инструмента — планиметра. Площадь фигуры 
произвольного вида считывается с циферблата планиметра после об¬ 
вода ее контура штырем планиметра. Поскольку планиметр представ¬ 
ляет собой простой механизм, то интегрирование с его помощью 
называется также механическим интегрированием. 

5. Наиболее универсальными методами, пригодными к интегралам 
от произвольных функций, заданных любым способом, в особенности 
таблично (это, в частности, удобно при применении вычислительных 
машин), являются методы численного интегрирования (п, 13). 
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13. Формулы численного интегрирования. Эти формулы дают 
приближенные значения определенного интеграла, если известны зна¬ 
чения подынтегральной функции в некоторых точках {узлах) интер¬ 
вала интегрирования. 

Начнем с наиболее простой формулы. Пусть требуется вычислить 
интеграл 

ь 

у=/{х), (37) 

а 

причем предполагается, что интервал интегрирования а ^ л: раз¬ 

бит на некоторое число п равных частей и заданы или вычислены 
значения подынтегральной функции в точках деления. 

Обозначим 

^ = /(а) = ^о, /(а-ЬА) = У1, 

/(а-|-2А) = Уіі, ...»+ = 

Если провести ординаты для каждого из полученных узлов, то Кри¬ 
волинейная трапеция, площадь которой равна интегралу (37), раз¬ 
бивается (рис. 263) на п столбиков, 
каждый из которых также представляет 
собой криволинейную трапецию. Заме¬ 
ним эти столбики прямолинейными 
(«школьными») трапециями, построен¬ 
ными на крайних ординатах, как пока¬ 
зано на рис. 263. Площади этих тра¬ 
пеций последовательно равны 

Уо+Уг и Уг-^Уч и Уп-і + Уп и 

2 ". 2 2 

Сложив эти площади, мы получим 
площадь многоугольной фигуры, впи¬ 
санной в исходную криволинейную трапецию. Если п достаточно 
велико, т. е. Н достаточно малб, то эта площадь приближенно равна 
площади криволинейной трапеции, т. е. интегралу, и мы получаем 

^ йд;»Ал +... + А 

а 

или 

ь 

^ ^ (іл: « л у 1-1-1/2-1-(38) 

а 

Это—так называемая формула трапеций. 

Формуле трапеций можно дать истолкование, не зависящее от ее 
геометрического смысла. По сути дела, мы перед интегрированием 
Заменили на каждом из интервалов а^-/г^АГ^а-|-2/г 
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И т. д, рассматриваемую функцию у=/{х) на линейную, принимаю¬ 
щую те же значения в концевых точках, т, е. произвели линейную 
интерполяцию (п. 1.22), после чего уже осуществили интегрирование. 
Но в § Ѵ.2 были приведены интерполяционные формулы, дающие 
приближение функции с гораздо большей точностью, чем при линей¬ 
ной интерполяции. Поэтому формулы численного интегрирования, 
полученные на основе этих интерполяционных формул, являются 
значительно более точными, чем формула (38). 

Если применить интерполяционный многочлен второй степени, то 
получится формула Симпсона, названная по имени английского ма¬ 
тематика Т. Симпсона (1710—1761), который ее вывел. Предположим 
сначала, что значения интегрируемой функции даны в трех точках 

У{Хо) = Уо, У{Хо-\-^)==Уъ «/(-^0-Ь 2Л) = і/2- 

Тогда интерполяционный многочлен второй степени, принимающий 
в этих точках такие же значения, выписывается по формуле Ньютона 
(см. п, Ѵ.8)г 

Отсюда для интеграла получаем выражение 

і 0<5<2Л ^ 

= ^0 ’ 2Л -}- Ау^ - 2Л -]—~ Н. 

Если, далее, подставить 

^У() = Уі~Уо, 

Д Ѵо = ^Уі — ^Уо = ІУ2 — Уі) — {Уі — Уо) = Уі — '^Уі + У о, 

то после приведения подобных членов получим 

Ло+аЛ ДС0-І-2Л 

^ /{х)йх^ ^ Р{х)ах^2Н^Уо-\-{у^^—Уо) + 

Х„ *о 

+ і ({/, - 2у, + </„)]=* У «± І У' + І'» . (39) 

Если теперь отрезок интегрирования разбит на 2п 

равных частей с помощью точек деления 

д:^ = о, Хі = а-^Н, Х2~а-\-2Н, ..., Л'2„ = а+ 2лЛ = ^> 
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то к каждой паре из этих частей можно применить формулу (39) 

•«о+аА 

*0 

Хп+ІІІ Хо + 2ПІІ 

^ уйх ^ Н ‘^^3 + ^/4 ^ ^ ^ у(1х ^ Н ^1” - Д ^ . 

ДГо + гЛ Хо + (2П~2) >1 

Сложив эти формулы И приведя подобные члены, получим формулу 
Симпсона: 

ь 

^ уйх ^ [((/о +^/ 2 п) + 2 {у^ +^/4 + • * • Л-У 2 П- 2 ) + 

а 

+ 4(^/і +^3+ • • • Ч'^/зп-і)]- 

Перейдем теперь к оценке точности формул (38) и (40). Из формулы 
Ньютона (Ѵ.27) видно, что при осуществлении линейной интерполяции полу¬ 
чается ошибка порядка А^г/, т. е порядка /г® (п. Ѵ.7). При интегрировании 
она множится на длину Н интервала интегрирования (см. формулу (18)), т, е, 
приобретает порядок /г*. Но формула (38) получается в результате сложения п 
приближенных формул, каждая с ошибкой порядка поэтому суммарная 
ошибка имеет порядок 

п.н^ = ^^к^ = (Ъ—а)-к^, 


т. е. порядок /г2. Например, если число точек деления увеличить в два раза, 
то точность формулы (38) улучшится примерно в четыре раза. 

Если рассуждать так же о формуле (40), то может показаться, что сС 
ошибка имеет порядок к?. На самом же деле точность выше. Действительно, 
когда мы в формуле Ньютона отбрасываем член с Д®г/о, то делаем ошибку 
порядка к^\ но интеграл от этого члена равен нулю 


Ло + 2Л 


I т{Г- 




Лх 


2Н 

КіУ 


+^т 




( ^ _З 3 З 25^ 

Ѵ4/іЗ 3/г2+2/г 



Іо 


Поэтому после интегрирования ошибку дает только следующий член формулы 
Ньютона, имеющий порядок к^. Значит, ошибка в формуле (39) имеет порядок 
/і®, а в окончательной формуле (40) —порядок /г^; например, если увеличить 
число точек деления в два раза, то точность формулы (40) улучшится в 16 раз. 
В то же время формула (40) для применения ненамного сложнее формулы (38). 
Рассмотрим для примера интеграл 


і=^^,лх=^гсіех 

о 


4 = 0,785. 
4 


Если бы мы не знали ответа, то интеграл можно было бы приближенно вы¬ 
числить по формулам (38) или (40). Примем для простоты п = 2, т. е. 

/г = 0,5; Хо = 0; Хі = 0,5; Х 2 = 1; г/о =1,000; г/і = 0,800; //2 = 0,500. 
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Подсчет по формуле (38) дает 

/ « 0,5 0,800^ =0,775; ошибка 6 , 38 , « 1,3%. 

Подсчет по формуле (40) дает 

/ Л! ^(1,000 + 0,500 + 4.о,800) = 0,783; ошибка б(40)»О,3%. 

Если бы мы приняли л=10, то получилось бы б( 38 ) ри 0,05%; б( 4 о) 10“®%. 

В книгах, посвященных численным метода математики, рассматриваются 
еще более точные формулы, чем формула Симпсона, Отметим, что иногда 
применяются формулы с неравноотстоящими узлами. 


§ 4. Несобственные интегралы 

До сих пор при рассмотрении определенных интегралов мы считали, 
что интервал интегрирования конечен и что подынтеіральная функция 
на нем не обращается в бесконечность; такие интегралы мы будем 
называть интегралами в собственном смысле слова или, коротко, 
собственными. Если хотя бы одно из этих двух условий не выполнено, 
то интеграл называется несобственным. Собственный интеграл (см.п. 2) 
всегда имеет определенное численное значение. В отличие от этого 
несобственные интегралы, к которым мы сейчас переходим, не все 
имеют такое значение. 

14. Интеграл с бесконечньия пределом интегрирования. Рас¬ 
смотрим сначала интеграл вида 

СО 

1=\/{х)йх, (41) 

а 

где нижний предел а и подынтегральная функция ^'{х) при оо 

предполагаются конечными. Такой интеграл является несобственным 

из-за того, что его верхний предел бесконечный. 

Чтобы придать точный смысл интегралу (41), пользуются тем же 
приемом, с помощью которого в п. III.6 было уточнено понятие 
суммы бесконечного ряда. Именно, сначала «отрезают» бесконеч¬ 
ность, т. е. рассматривают интеграл 

N 

\/{х)йх, (42) 

а 

где N —большое, но конечное число. Интеграл (42) собственный и 
имеет определенное численное значение. Затем принимают, что М 
стремится к бесконечности, т. е. к тому, чему оно должно равняться 
для интеграла (41). При N —»-сю интеграл (42) как-то меняется; если. 
он имеет при этом определенный конечный предел, то интеграл (41) 
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называют сходящимся и полагают 


^/{х)йх= Ііт ^/{х)(1х. 


Если конечного предела нет, то интеграл (41) называется расходя¬ 
щимся-, в этом случае определенного численного значения мы ему 
приписывать не будем, во всяком случае в этой книге. Итак, мы при¬ 
нимаем, что несобственный интеграл имеет определенное численное 
значение только в случае его сходимости. 

Отметим частный случай расходимости; если интеграл (42) при 
N-^ со имеет бесконечный предел^ то интеграл (41) называется 
расходящимся к бесконечности; в этом случае можно пользоваться 
формулой (43). 

Рассмотрим несколько примеров. Пусть на точку Т действует сила, на¬ 
правленная к некоторой фиксирован¬ 
ной точке О и по модулю обратно про¬ 
порциональная квадрату расстояния 
от О; так ведут себя, а частности, 
гравитационная и электростатическая 
силы. Пусть при этом требуется найти 
работу, которую надо затратить, что¬ 
бы удалить точку Т из некоторого 
положения То на бесконечность; эта 
работа называется потенциалом рас¬ 
сматриваемой силы. 

Для ее подсчета запишем силу 

/=-=А(5==оГ), 264. 

где к —некоторый коэффициент пропорциональности, и работу 

09 

( 44 ) 

5о 

(см п. 6). Это — несобственный интеграл, и по формуле (43) 



== Ііт Г 

ІѴ со л 


Ііт —. 


Ііт ГА 
и -*■ со V ^0 


к 

/V 


к 


Итак, интеграл (44) сходится, и мы получаем, что рассматриваемый по¬ 
тенциал обратно пропорционален первой степени расстояния от точки О. 
Сначала может показаться странным, что при удалении на бесконечное рас¬ 
стояние получается конечная работа, хотя сила теоретически никогда не 
прекращает своего действия. Но дело в том, что эта сила при удалении таи 
ослабевает, что затрачиваемая работа, хотя все время и нарастает, но стре¬ 
мится не к бесконечности, а к конечной величине. Геометрический смысл по¬ 
лученного результата показан на рис. 264; несмотря на то, что заштрихованная 
фигура простирается в бесконечность, ее высота убывает с такой скоростью, 
что общая ее площадь оказывается конечной. 

Реально з изменяется не до бесконечности, так как все физические вели¬ 
чины конечны, а до какого-то очень большого, но конечного значения 5, т. е. 
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взамен (44) надо рассматривать интеграл 


5 



^0 


(45) 


Однако для достаточно больших 5 этот интеграл практически не меняется, 
так что его можно заменить на «предельный» интеграл (4 4), который проще 
в теоретических исследованиях, тем более, что значение 5 точно не известно. 
Сходимость интеграла (44) и означает возможность замены «реального» инте¬ 
грала (45) при больших 5 на интеграл (44), физически это значит, что на 
большом удалении от точки О ее действием можно практически пренебречь. 
При такой замене точно знать 5 и не нужно, важно только знать, чіо 
6' велико 

В качестве второго примера рассмотрим несобственный интеграл 


Так как 


со 



1 


N 

Ііт Г і_ йх 

А -* ю ^ X 
1 


N 

Ііт Іпх = Ііт іп/Ѵ = 1п 00 = 00» 

л/ -> со . N -* аз 


(46) 


І'о интеграл (46) расходится к бесконечности и можно наинеать 

1 

Рассмотрим, наконец, несобственный интеграл 

09 

^ зіп X йх. 


(47) 


В данном случае предел 
N 

Ііга 


/V- 


\зтхйх= Ііт (—созх) 

со ^ /V -»■ со 


= Ііт (1 —соз /V) 

Ы -* аз 


не существует ни конечный, ни бесконечный, так как соз N при N —>■ со все 
время колеблется между +1 и —1 Значит интеграл (47) расходится, но нн 
к бесконечности, а колеблясь между конечными значениями О и 2. Он не имеет 
ни конечного, ни бесконечного значений. 


15. Основные свойства интегралов с бесконечным пределом 
интегрирования. На, несобственные интегралы вида (41) непосред¬ 
ственно распространяются многие свойства собственных интегралов. 

Прежде всего, если приа^^с<<со известна первообразная 
функция Г{х) к /{х), то 

со Л/ 

\/'(х)с1х= Ііт *(/(.ѵ)й(лг= Ііт іN) — /^(й)] =/^(со) —/^(й), 

а N->■ аз " А- <» 
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так как под 7"(оо) как раз и понимается Ііш 7"(Л/'). Значит, несоб- 

/V -+ со 

ственный интеграл (41) можно вычислять по той же основной фор¬ 
муле (11), что и собственные интегралы. При этом само выражение 
/^(оо) покажет, сходится интеграл или расходится. 

Так, в примерах (44), (46) и (47) можно было вычислять простоз 


со 



Ьо 



со 


‘5 = $„ 


к 


00 ■“ 5о ’ 


Г А сіл: = 1п Л' 

О X 


00 

= 1п 00 — 1п 1 = 00 , 

1 


00 

^ зіп л:(іл: = — С08л: 
о 


09 

= — С08 00 "1- 1 не существует, 
о 


так как выражение С08 оо не имеет смысла. 


Все основные свойства п. 4 сохраняются и для несобственных 
интегралов, конечно, если иметь в виду осложнения, которые полу¬ 
чаются в случае расходимости интегралов. В то же время формулы 
(18) и (19) здесь уже не действуют, так как интеграл от константы^ 
не равной нулю, по бесконечному интервалу всегда расходится. От¬ 
метим еще такое простое свойство: если интеірал (41) сходится, 
то при N —»■ сю 

со со /V 

^/(лг) ^ /{X) сіх— ^ /(л;) йх —► 0. 


Если неопределенный интеграл взять затруднительно, то обычно 
начинают с выяснения его сходимости или расходимости на основе 
признаков, к которым мы сейчас переходим. 

Заметим прежде всего, что факт сходимости или расходимости 
нніеграла (47) зависит только от поведения функции /(х) на беско¬ 
нечности, т. е. при достаточно больших х. Друіими словами, инте- 

09 СО 

гралы ^/{х)с1х и ^/{х)(іх сходятся или расходятся одновременно, 

а Ь 

если /(лг) между а и ^ не обращается в бесконечность. Действи¬ 
тельно, эти интегралы отличаются на собственный интеграл, который 
имеет вполне определенное числовое значение и не может нарушить 
сходимость, если она была, и создать сходимость, если ее не 
было. 

Рассмотрим сначала интеграл от положительной функции 


^/{х)ах, /(х)^0. 


( 48 ) 
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Такой интеграл может либо сход-иться, либо расходиться к беско¬ 
нечности, так как интеграл, взятый от а до ІѴ, с ростом N растет, 
а возрастающая величина имеет конечный предел либо стремится 
к бесконечности (п. ІИ. 5). Эта сходимость или расходимость озна¬ 
чает геометрически, что площадь бес¬ 
конечной фигуры, заштрихованной на 
рис. 265, получится конечной или бес¬ 
конечной. Факт сходимости или рас¬ 
ходимости интеграла (48) можно запи¬ 
сать так: 



^ /(лг) йх аоо или соответственно 
^ / (л:) йх = оо. 


Конечно, такую запись нельзя применять по отношению к рас¬ 
ходящимся колеблющимся интегралам типа (47). 

Самым простым признаком сходимости является признак сравне¬ 
ния: если 

(а^дгСоо) (49) 


СО со 

и ^ / {х) йх оо, т. е. этот интеграл сходится, то и ^ {х) ёх <С. оо, 

а а 

т. е. и этот интеграл сходится. Этот признак вытекает из интегри¬ 
рования неравенства (49) или из геометрического смысла сходимости 
(см. рис. 265). Из этого признака следует, что если в условиях (49) 
интеграл от ^(лг) расходится (равен бесконечности), то интеграл от 
/{х) тоже расходится. 

Применяется также следующий признак; если 

к Ф О, кфоо (50) 

то интегралы 

СО со 

^/[х)ёх и ^^(л:)^лг 

а Ь 


сходятся или расходятся одновременно (хотя в случае сходимости 
их значения могут существенно различаться, даже если к = \ п а^Ь). 
Действительно, из условия (50) вытекает, что на бесконечности обе 
функции, /{X) и ^(л:), не могут существенно превзойти одна другую, 
точнее говоря, /{х) к§'{х) при х —>• оо, где — знак эквивалент¬ 

ности (см. п. III.7). Поэтому если для одной из них заштрихован¬ 
ная фигура на рис. 265 имеет конечную площадь, то и для другой 
тоже. 
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Чаще всего заданный интеірал вида (48) сравнивают с интегралом 
от степенной функции 




который легко исследовать непосредственно. При р'^Л имеем 


I X ^ —— 


» 1 і 1 ^ 

- -- = 


— р+і|і (— Мі о® —р+І р —1 


тогда как при р <С,\ 


, х~Р+^ » х^~Р » 1 

/=-^ =ті- = сх)— - -= оо: 

— р+1 1 1—р 1 1—р ’ 

наконец, при р = 1 

СО 

/= Г —й?дг = 1п л; * =1п оо — 1п 1 =оо. 

^ ^ 1 
1 

Итак, интеграл (51) сходится при р >=• 1 и расходится к беско¬ 
нечности при р^І. Отсюда в силу признака (50) можно сделать 
то же заключение об интеграле (48), если 

при лг-^оо. 


СО 

Например, \ -г-—== 


00 , так как 


1/х^ + \ I 


V і+^‘ 


Р = у<1; 


йх 1 

>■ —. ■ < 00 , так как ■ ^ 

Удрз-І-І |/хЗ + 1 


1 3 

р^у > 1; 


^ е~^^йх < со, так как экспонента на бесконечности стремится к нулю быстрее 
о 

любой степенной функции (п. ІѴЛ4) и можно применить признак сравнения (49). 
Перейдем теперь к интегралам от функции любого знака 

СО 

1/{х)ах, /(х)^0. (53) 

а 

Здесь мы дока^кем только один признак: если 

•СО 

5 !/(•») и* <«’. 


(54) 
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ТО интеграл (53) сходится; в этом случае он называется абсолютно 
сходящимся, а функция /{х) называется абсолютно интегрируемой 
на интервале й:^л;<С<х>. 

Для доказательства следует ввести функции {х) и /~(х} — 
«положительную и отрицательную части» функции /(х), которые 
изображены на рис. 266 и определяются следующим образом: 


/* м= I 
г (•*:) = { 


/(л:) для тех х, для которых 

о » » л; » » 

о » » л; » » 

|/(лг)] » » л; » » 


/И>0, 

/(а:)<0. 


Тогда можно написать 


/{х)^Г^{х)~г М, 

І/(х>І=/*(х)+/-(х). 


Если условие (54) дано, то площадь, заштрихованная на рис. 
266, а, конечная. Значит, конечны и площади, заштрихованные на 



Рис. 266, 


рис. 266, б и б, а так как /^(л:)>0 и /~(х)^0, то несобственные 
интегралы от этих функций сходятся. Но теперь в силу равенства 
(55) и интеграл (53) сходится, что и требовалось доказать; более 
точно, 


СО СО 00 

^/(лг) (х}ах~^/-{х)ах. 

а а а 

Может получиться, что интеграл (54) расходится, т. е. равен бес¬ 
конечности, тогда как интеграл (53) сходится; это —неабсолютная 
сходимость. В этом случае площади, заштрихованные на рис, 266, б 
и б, бесконечны, но «сбалансированы» так, что если на рис. 266,' а 
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учитывать знак площади, то бесконечности взаимно уничтожатся и 
останется конечный результат. 


Например, интеграл 

СО 

(56) 

1 

СХОДИТСЯ абсолютно, так как 



и потому интеграл от абсолютной величины можно сравнить с интегралом 
(51) при р~2. 

Если проделать то же с интегралом 

00 

(57) 

I 


то получится интеграл (51) при р=І, т. е. расходящийся. Тогда признак 
сравнения (см. неравенство (49)) непосредственно применить нельзя (почему?). 
Все же можно доказать, что 


5 

1 


8ІП X 
X 


со 



1 


— о?х = оэ, 

X 


так как первый множитель периодически колеблется около положительного 
среднего значения. В то же время интеграл (57) сходится, так как после ин¬ 
тегрирования по частям 




8ІП X 
X 


йх = 


X ” 

ЗІП X (ІХ~(ІѴ, 


йи =- :^сіх 

х-^ 

Ѵ= — С08 X 


СОЗ X 
X 


ю 

11 


г С08 л: , , 

1 I 


С08 X 

■ 




а полученный интеграл того же типа, что и (56), и потому сходится. Итак, 
интеграл (57) сходится неабсолютко. 


Все изложенное непосредственно переносится на интегралы от 
комплексных функций вещественного аргумента (п. VIII.6), а также 
на интегралы вида 

ь 

5 /{х) (іх, (58) 

— оо 

которые определяются с помощью соотношения 
ь ь 

\ ^{х)йх— Ит ? ^'{x)(іx 
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(впрочем, от интеграла (58) легко перейти к интегралу вида (41) с 
помощью подстановки х= — у). 

16. Несобственные интегралы иных видов. Рассмотрим теперь 
несобственный интеграл вида 

ь 

(59) 

а 

для которого пределы интегрирования конечны, но подынтегральная 
функция перестает быть конечной на одном из этих пределов, на¬ 
пример, при х—>-а. Чтобы придать такому интегралу смысл, опас¬ 
ный конец отрезают, после чего переходят к пределу: 
ь ь 

\/{х)йх — Ѵш С /(лг) й?а:. 

Как и в п. 14, если конечного предела нет, то говорят, что ин¬ 
теграл (59) расходится. 

Все свойства п. 15 непосредственно переносятся и на такие инте¬ 
гралы. Единственное отличие возникает при рассмотрении интегралов 
от степенных функций. Взамен интеграла (51) надо рассмотреть 
интеграл 

а 

Легко проверить (проделайте это!), что интеграл (60) сходится при 
/? <; 1 и расходится при р'^\. 

Аналогично рассматривается интеграл (59), для которого подын¬ 
тегральная функция перестает быть конечной на верхнем пределе 
интегрирования. 

Точки на интервале интегрирования, в которых подынтегральная 
функция перестает быть конечной, а также бесконечные концы ин¬ 
тервала интегрирования, называются особенностями рассматривае¬ 
мого несобственного интеграла. До сих пор мы говорили об интег¬ 
ралах с единственной особенностью, лежащей в конце интервала 
интегрирования. Если особенность находится внутри интервала ин¬ 
тегрирования или если особенностей несколько, то интегралу при¬ 
дают смысл по следующей схеме. 

Пусть рассматривается интеграл 

ь 

^/{х)ах, (61) 

а 

для которого подынтегральная функция перестает быть конечной в 
точках а, с и й, т. е. интеграл (61) имеет три особенности (на 
рис. 267 они изображены кружочками). Тогда при помощи точек 
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деления (на рис, 267 они изображены звездочками) разбивают ин¬ 
тервал интегрирования на части так, чтобы на каждой была только 
одна особенность и притом в конце этой части; в рассматриваемом 
примере таких частей пять: аа, ас, с^, йЬ. Если каждый из 
интегралов 

а с ^ й Ь 

^/{Х)ах, ^/{Х)ах, ^/{х)йх, ^/{Х)(ІХ, ^/{х)^ (62) 

а а с р 5 


сходится, то и интеграл (61) считается сходящимся и равным сумме 
всех интегралов (62). Если же хотя бы один из интегралов (62) 
расходится, то и интеграл (61) счи¬ 
тается расходящимся и численного —4- 
значения не имеет, ^ 

По описанной схеме определяет¬ 
ся, в частности, интеграл вида 
00 

/{х)йх, где функция /{х) конечна; едесь требуется одна точка 

— СО 

деления, 

к каждому из интегралов (62) можно применять признаки^ опи¬ 
санные в п. 15 и 16. В частности, если 

ь 

5 \/{х)\ах<оо, 


ас р й Ъ г: 
Рис. 267. 


то интеграл (61) обязательно сходится; в этом случае он называ¬ 
ется абсолютно сходящимся, а функция /(л:) — абсолютно интегри¬ 
руемой на интервале а, Ь. 

Остановимся отдельно на интеграле с двумя особенностями, лежащими 
в обоих концах интервала интегрирования. Если при этом к подынтеграль¬ 
ной функции \ (х) удается найти первообразную Р (х), то вычисление инте¬ 
грала можно производить следующим образом; 

Ь а Ь а Ь-8 

\ (х) с?х4- с /(х) йх = ІІЩ Г /(х) сіх -{-Ііт ^ [ (х) йх = 

а О о 8 -»- + 0 8-»-+0 

а а а а+е а 

= 1іт [Е (а) — Е (а4-е)]+ 1ІП1 [Р {Ь —е)— Р {а)] ~ Р {Ь~ 0) —Е(а + 0)- 
е-»- + о е-> + о 

Таким образом, в этом случае для вычисления определенного интеграла можно 
пользоваться обычной формулой (И), причем если подстановка пределов в 
первообразную даст конечный результат, то интеграл сходится. 

Если интеграл (61) имеет особенность внутри интервала интегрирования, 
например в точке х=с, и известна первообразная Р {х), то 

с Ь 

^ Цх) йх ~ ^ 1{х) 4х-\- ^ I (х) сіх~[Р іс—0)—Р (а)] + 
а с 


+ 1Р(Ь)-Р(с+0)]^Р(Ь)—Р(а)-1-[Р(с-0)-Р(с+0)]. (63) 



384 


ОПРЕДЕЛЕННЫЙ ИНТЕГРАЛ 


[гл. XIV 


Значит, если первообразная не имеет разрыва, т. е. если Р (с—0)=(с + 0), 
то при вычислении интеграла можно пользоваться обычной формулой (11). 
Если первообразная имеет скачки, то надо делать поправку на эти скачки 
подобно (63). Если же первообразная имеет на интервале интегрирования 
разрывы более сложного вида, в частности, если она обращается в бесконеч¬ 
ность, то интеграл расходится Эти правила справедливы при любом числе 
особенностей. 

2 

Например, интеграл Г — — йх можно вычислить так: 

ГіК ^ 

2 

= |.(2 3 —1) = 0,881, 


2 



так как в данном случае первообразная, пропорциональная х ® , непрерывна 
и потому интеграл сходится. В то же время последний пример в п. 4 был 

рассчитан неверно, так как там первообразная, т. е. —обращалась в бе¬ 
сконечность на интервале интегрирования при а: = 0 и потому интеграл рас¬ 
ходился. 

При вычислении несобственных интегралов широко применяются разло¬ 
жения в ряды различного вида Если такое разложение хорошо действует 
только вблизи особенности, то заданный интеграл представляют в виде суммы 
собственного и несобственного, взятого по интервалу около особенности; пер¬ 
вый вычисляют по методам § 3, а второй разлагают в ряд. Например, для 
подсчета интеграла (52) можно поступить так; 


I “і ■‘'І* 


(1х = 


а со » 15 

Г- — -(- Г Г ^ “- -X = 

3 V 2^8 ) 


р г/х , 2 1 3 _ С о. р 

3 Ух^Т'^У'а ~ V ^ 


при этом для разложения подынтегральной функции мы воспользовались 
формулой бинома Ньютона (IV 60) Здесь а>0—произвольное число; но 
если а взять слишком большим, то будет трудно подсчитывать последний 
интеграл, а если слишком маленьким, то будет плохо с рядом. Возьмем а —2 
и подсчитаем последний интеграл по формуле Симпсона (п 13), разбив ин¬ 
тервал интегрирования на восемь частей. Тогда получим (проверьте!) 


I 


йх 

]/хЧ- 1 


1,402; 5=1,402, 


и тем самым интеграл (52) равен 2,804. 

Для расходящегося интеграла, например, вида (41) может возникнуть 
вопрос о более точной характеристике поведения его «конечной части» (42) 
при «исчерпывании особенности», т. е. при N —»■ оо. Для выяснения этого 
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также применяются разложения в ряды. Например, 


N 2 




^ + І ] у х^ + 1 ^ 


14 

2 ~ 3 . 

X —...} (ІХ = 


= ЗіѴ +С+-І ІѴ ® -1. /Ѵ~ ® -4. 

^ 5 33 ^ 


где С: 


Г (Іх 

.1 ущл 


За 


^ 1 -Л- 2 

3_ і-а 3 Д__а 3 

5 ^33 


постоянная, которую 


можно вычислить, как в предыдущем примере. 

Аналогичный вопрос может возникнуть для сходящегося интеграла. Так, 
рассуждая, как при вычислениях (64), получим 

[-Т^=2,80.-^ 

^ ]ЛхЗ+1 } /хЗ+І ] і/х^ + І ум 7 А’ 

о о <Ѵ 

интегрируя по частям, найдем 

А со 00 


^ е~^‘с1х~^ е-х‘с1х-- ~‘2хе-х^с1х = 




“ 1 С 


41 


ёх. 


Г 1 1 

! \ с-^Мх —^ е-'Ѵ*-|-велнчина порядка 


То, что полученный интеграл имеет указанный порядок, легко доказать с по¬ 
мощью правила Лопиталя, что мы предоставляем читателю, для уточнения 
разложения можно применить повторное интегрирование по частям. 

17. Гамма-функция. В качестве важного примера несобственного инте¬ 
грала рассмотрим неэлементарную агамма-функцию», введенную Эйлеро.м 
в 1729 г.: 

СО 

^ {р)~^ е~^хР~^ёх. (65) 

О 


Этот интеграл называется также эйлеровым интегралом второго рода. 

Интеграл (65) несобственный уже из-за бесконечного верхнего предела. 
Однако так как е~^ при х->■ оо стремится к нулю быстрее любой степени х, 
то на верхнем пределе интеграл (65) сходится. Если р <\, то интеграл (65) 


имеет особенность и при х — 0. Так как е ~ ^ при х —*■ О, то в силу 

начала п. 16 иніеграл (65) сходится при 1-=-/?< 1, т. е, при р > О, и 
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расходится при 1—т. е. при р ^0. Итак, формулу (65) надо рассмат¬ 
ривать при О < р < 00 . 

Для вывода основного свойства гамма-функции произведем интегрирование 
по частям; 

СО СО со со 

Г(р-1-1)=^ е~^хРдх= — ^\^^е~^рxР~'^(іx. 

о о 0 0 

Выделившийся член равен нулю на обоих пределах (почему?), и мы получаем 
важную формулу; 

Г(р-ѴІ) = рГ(р). (66) 

Легко подсчитать, далее. 


(і)-і 




^ е~^дх= —е ^ =1. 


Если теперь в формулу (66) подставлять последовательно р=1, 2, 3, ..., мы 
получим 

Г(2)=1.Г(1)=1; Г(3)=2Г(2) = 2.1; Г (4) = ЗГ (3) = 3.2.1 и т. д.; 

вообще 

Г(п + 1) = п! (л=1, 2, 3, ...). (67) 

Если прочитать формулу (67) справа налево, то мы видим, что гамма- 
функция дает представление факториала. В то же время она имеет смысл и 
для нецелых значений аргумента и тем самым продолжает факториальную 

функцию (п. 1.15) с дискретных значений арг\- 
Г(р)і мента на непрерывные. График этой функции 

изображен на рис. 268; на нем, в частности, 
показано равенство Г(-1-0)= + °о, вытекаю- 
I————————I щее из формулы (66). 

_I Из формулы (67) видно, в частности, что 


Далее, 


0! = Г(1)=1. 




= V л = 1,772; 

это значение будет выведено в п. 18 (форму¬ 
ла (71)). Отсюда 


= 0 , 886 ; 


Рис. 268. 


-=1,329 и т. д. 


Гамма-функция определяется и при отрицательных значениях аргумента. 
Пользоваться формулой (65) при этом нельзя, так как интеграл расходится. 
Однако можно применить формулу (66), переписав ее в виде 

г (,,=0^+1). 

/ р 


(68) 


^ НЕСОБСТВЕННЫЕ ИНТЕГРАЛЫ об/ 

_ 1 С р < О, то 0<р + 1 <1, и потому правая часть имеет смысл, 

чем и определяется значение Г (р) при таких р; отметим, что получится 
Г (р) < О' Если, далее, —2 <р< — 1, то —1<р+1<0, и потому правая 
часть равенства (68) уже определена, чем определяется и левая, причем Г (р) > 0. 
Затем определяем Г (р) при —3 < 

^р<—2 и т. д. Тем самым Г (р) • 

определится для р любого знака, 
причем для всех р имеет место фор¬ 
мула (66). Из формулы (68) видно 
также последовательно, что Г (0) => 

± 00 ,Г( — і)=± оо,Г( — 2)=іоо 
и т. д. График гамма-функции при 
отрицательных значениях аргумента 
показан на рис. 269. 

Таблицы значений гамма-функ¬ 
ции имеются, в частности, в кни¬ 
ге [53]. 

18. Бета-функция. Бета-фунК’ 
ция, или эйлеров интеграл первого 
рода, определяется формулой 


1111 _ 

__ 

■■■■■■ІІІШІІШ 

■■■■■■ІІІІМІІН 

■■■■■■ІІГПІІШ 

■■■■■■кяннш 


В(Р, йх. 


При этом должно быть р > О и (7>0, 
так как в противном случае интеграл 
расходится на нижнем или на верх¬ 
нем пределе (почему?). Отметим, что 
неопределенный интеграл (69) берется 
элементарно только для специальных 
комбинаций показателей р •& д 
(п. XIII.9). 

Клк будет выведено в п. XVI.17, 
бета-функция выражается через гам¬ 
ма-функцию по формуле 

0(0. ?)=г,р + ,у 


ІМ ИВИ В В 

«■■■■ 


ШЕЯ 


ВінініВі^іВи 


Рис. 269. 


Из этой формулы вытекает интересное следствие: положив р=^ = -^, по- 


о 

Т г 

о о 

а так как Г (р) > О при р > О, то 


(1—2х)а 


■= — агсзіп (1 — 2х) ~п, 


(71) 
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Отсюда в свою очередь можно вывести значение важного интеграла 


сІх=^\х=\/^і \ = ^ і 


йі: 


1 I* 


—і 


йі: 


^ = (72) 


Через бета- и тем самым через гамма-функцию выражаются многие опре¬ 
деленные интегралы, для которых неопределенные интегралы при произволь¬ 
ных показателях не берутся в элементарных функциях, например, 


— ^ 

^ $іп^л:с?л: = 1 8іпл: = |^^1= ^ у^ (I — О 


йі: 


2 2 '2 


- Г 


( р-\-1 


1 р/р+1 1\_ /д \ 2 




(р>—1); 


хР-^ 


(] -Нл:)Е+« 


йХ: 


1—у ,3 


уР-1{\-у)Р+Я йу 


і\-у)р-^ (1-у)а 

о 

I 

5 уР-^ (1 ау = В ІР, у) (р > О, ,7 > 0); 


(73) 


йх 


(1 -\-хР)Ч 


х=-у 


- —1 


1 е _ 

Р 3 (1 +У)^ ^ 
о 

^ ' ^“"р) 1) 


— в 

Р \ Р 


(74) 


(см. (73)) и т. д. В частности, из (74) получаем значение интеграла (52): 


і Уі+х^ 3 \ 3 2 3/ 3 \ 3 


1 

6 


1 


2,676.5,566 


3/я 


^2,801. 


19. Главное значение расходящегося интеграла. В некоторых случаях, 
в частности при исследовании сплошных сред, оказывается целесообразным 
отдельным расходящимся интегралам приписывать в некотором условном 
смысле числовое значение. Это можно сделать различными способами. Коінн 
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предложил делать это так. Пусть интеграл 

ь 

5 / {х) (іх 


(75) 


имеет единственную особенность внутри интервала интегрирования в точке 
х = с. Тогда эту особенность симметрично вырезают, после чего переходя'Э 
к пределу, т. е. полагают 


ь 


V. р. 




Лх = Ііт 
8 ->■ + о 


^ ^ (х) ^ I (х) (ІХ 

_ а с+г 


(70) 


Такой предел может существовать и в том случае, если интеграл (75) 
в обычном смысле (п. 16) расходится. Тогда предел (76) называется главным 
значением интеграла (75), которое обозначается буквами ѵ. р, (от английского 
ѵаіие ргіпсіраі, главное значение) при знаке интеграла, а сам интеграл часто 
называют сингулярным, в отличие от собственных или сходящихся несобст¬ 
венных интегралов, которые (те и другие) называют регулярными. Подобным 
образом главным значением интеграла, взятого по всей числовой оси, называ- 
ется предел 

00 N 

V. р. \ 1{х)йх= Ііт \ 1{х)йх. 

« (V _► 00 


Например, интеграл 


I 


X 


йх расходится, так как первообразная функ- 


-1 

ция, т. е. 1п|х), имеет бесконечный разрыв на интервале интегрирования 
при х = 0. В То же время главное значение 


ѵ.р. 


I 

-1 


(ІХ 

X 


Ііт 


е ->■ - 1-0 




X 


- 

-8 2- 

1п1х( 

1 + 1 п|х 1 

1 

ь 

-1 8 _ 


Ііт [Іпе — 1п1+1п2 — Іп е] = 1п2 = 0,693 
е ->■ -Ю 


существует, так как опасные слагаемые ііпе взаимно уничтожаются до 
перехода к пределу. Другой пример: 

00 /V /V 

ѵ-р. \ зіпх<іх=1іт \ зіпх<іх=1іт (—созх) = 

-> 00 3 /V се I 

— 00 _;Ѵ —М 

= Ііт (—соз ІѴ 4" соз 7Ѵ] = О, 

/V ->■ 00 

■г* е. и здесь главное значение интеграла существует, хотя сам интеграл 
расходится и потому является сингулярным. 

Конечно, далеко не все расходящиеся интегралы обладают главным зна- 
*іением. 
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§ 5. Интегралы, зависящие от параметра 

20. Собственные интегралы. Рассмотрим интеграл вида 

ь 

ЦЛх, (77) 


где под знак интеграла, помимо переменной интегрирования х, входит пара¬ 
метр (произвольная постоянная) %, т. е. величина, которая в процессе ин¬ 
тегрирования считается постоянной, но вообще может принимать различные 
значения. Тогда и результат интегрирования, вообще говоря, зависит от Л, 
т. е. І~1(к). Такие интегралы часто встречаются в приложениях, когда 
интегрируемая функция включает в себя какие-либо массы, размеры и т. п., 
которые в процессе интегрирования являются постоянными. Мы для простоты 
будем считать, что подынтегральная функция содержит только один пара¬ 
метр, хотя результаты получаются аналогичными при любом числе параметров. 

Приведем несколько формальных примеров: 

1 л 

^ (х^ <іх = ^ ^ 5ІП ах йх = і 

о о 

1 

^ (8-}-1) = I (8 >—1), 

о 

Мы будем считать здесь интеграл (77) собственным, т. е. пределы интег¬ 
рирования и подынтегральную функцию конечными, и рассмотрим некоторые 
его свойства. 

1. Если подынтегральная функция при а^х^Ь зависит от X непре¬ 
рывно, то и интеграл I зависит от X непрерывно. Это вытекает, например, 
из геометрического смысла интеграла как площади криволинейной трапеции: 
если при бесконечно малом изменении X криволинейная сторона трапеции 
изменится бесконечно мало, то и площадь изменится бесконечно мало. 

Отметим, что при этом функция I не обязана зависеть от х непрерывно; 
она может иметь конечные разрывы. 

Бывает, что и пределы интегрирования зависят от параметра; 

ь (М 

/(Л)= 5 1{х-, Х)сіх. (78) 

а (А,) 

Тогда для непрерывности 1{Х) надо дополнительно потребовать, чтобы функ¬ 
ции а(Х) и Ь (Я,) не имели разрывов. 

2. Правило Лейбница: возможно дифференцирование по параметру под 
знаком интеграла (77), другими словами, 

ь 

а 

Дело в том, что интеграл (77) аналогичен сумме весьма большого числа сла¬ 
гаемых (п. 2), каждое из которых зависит от X, а дифференцирование под 
знаком суммы возможно, так как производная суммы равна сумме произ¬ 
водных. 
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Формула (79) понимается в простейшем смысле, если не только интеграл 
(77) собственный, но и интеграл (79) собственный, или несобственный, но схо¬ 
дящийся. Бывает, что интеграл (79) расходится; тогда формула (79) все же 
справедлива, но в некотором обобщенном смысле, о котором будет сказано в п. 27. 

При дифференцировании интеграла (78) надо учесть, что X в правую 
часть входит трижды, так что надо пользоваться формулой для производной 
сложной функции (п. IX. 12), а также формулами для производной от интег¬ 
рала по верхнему и нижнему пределам (п 4) Получится 
ь (X) 

^ ^ 4 і. ^ ( 80 ) 

а (Я,) 

3. Возможно интегрирование по параметру под знаком интеграла (77): 


Р & /Р 

^ і(Х)(іХ= И 5 / (•«; 

<х а 




Это обосновывается так же, как свойство 2. 

21. Несобственные интегралы. Мы рассмотрим интеграл вида 

СО 

1{Х) = ^Цх; Х)сіх, (81) 

а 

не имеющий особенностей при конечных х’ свойства несобственных интегра¬ 
лов иных видов (п. 16) аналогичны Конечно, прежде всего надо требовать, 
чтобы интеграл (81) сходился. Однако по сравнению с п. 20 мы сталкиваемся 
со следующим новым обстоятельством; даже если функция / непрерывно за^ 
висит от X, зависимость интеграла от X может получиться разрывной. 
Это связано с тем, что бесконечно малое изменение функции на бесконечно 
большом участке интегрирования может привести к конечному изменению 
интеграла 

Например, в л. XVI 1.32 мы покажем, что 


Г* зіп X ^ я 
о 

Отсюда сразу следует, что при А, > 0 


, Г* зіп А-х . ,, , Гзіп 5 . я 

/ (А,) = \ —— с!х = 1 А,х — 8 (= \ йз 

о о 


2 ' 


В то же время при А. = 0 получается 1=0, а при А. < 0 


м=5 


зіп (— I А. I) X 


йх 


СО 

— _ г 1 ^ I дх-— ^ 

~ 3 X 2 


Итак, в данном примере / (А.) при А. = 0 имеет скачок. Это может пока¬ 
заться странным, так как несобственный интеграл получается как предел 
собственных, 

N 


I (А.) = Ііт 
N -* <я 


I 


зіп А.Х 


<іх. 


о 


X 
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а каждый собственный интеграл зависит от 'К непрерывно. Но дело в том, 
что предел непрерывных функций, как мы сейчас увидим, не обязан бить 
непрерывной функцией'. 

На рис. 270 показаны графики функций 

о 


при малом и при большом N. 
большом N переход от 


я 

У " 


Хотя эти функции 

совершается на малом 


+ — 
^ 2 


и непрерывные, но при 
интервале /і. 


причем чем больше ІѴ, тем этот интер¬ 
вал меньше. В пределе, при Л—сс, 
этот переход осуществляется на беско¬ 
нечно малом интервале X, т. е. появ¬ 
ляется разрыв. 

Возможность таких разрывов ус¬ 
ложняет исследование интегралов ви¬ 
да (81), в частности, применение свойств 
2 и 3 из п. 20. Поэтому иногда вза¬ 
мен (81) приходится рассматривать и.чте- 
грал по конечному интервалу, от а до Л', 
а затем переходить к пределу пои 
Л/ ->■ схз. Тем не менее как мы сейчас 
покажем, имеется важный частный 
случай, когда такие разрывы невоз¬ 
можны. 

Назовем интеграл (81) правильно сходяиіимся, если при всех рассматри- 
саемых значениях X 



\1{х-. Я) I (х) (а ^х < оо), где ^ ср (х) йх < со. 

а 

„ Г 5ІП Хх . 

Например, интеграл \ —^сходится правильно, так как 
<.) 

I 

СО 

I ЗІП 


( 82 ) 


’х^ 3 


С?Х = 1 < 00. 


Относительно правильно сходяицегося интеграла (81) можно утверждать, 
что если подынтегральная функция зависит от X непрерывно, то и интеграл 
I зависит от X непрерывно. Действительно, этот интеграл можно представить 
в виде 

N 00 

/ ^ X) йх-\-^1 (х; Я) йх. 

а N 


Здесь первое слагаемое, как собственный интеграл, зависит от Я непрерывно, 
тогда как второе можно оценить так; 


СО 



1{х-, Я) с?х I < ^ I І (х; Я) 1 ііх < ^ ф (х) йх, 
N N 
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и в силу условия (82) этот интеграл при достаточно большом N будет весьма 
мал сразу для всех значений X (п. 15). Поэтому малому изменению X отвечает 
малое изменение и всей суммы I (Л), что и означает непрерывную зависимость 
/ от X. 

Свойства правильно сходящихся интегралов полностью аналогичны свод* 
ствам собственных интегралов, описанным в п. 20. 

§ 6. Криволинейные интегралы 

22. Интеграл по длине дуги. Третий пример п. 1 является одно* 
временно простейших? примером криволинейного интеграла по длине 
дуги. В общем случае определение дается следующим образом. 

Пусть в пространстве или на плоскости дана конечная линия (!) 
и в каждой ее точке задано значение некоторой величины и. Если 
отсчитывать вдоль (Т) дугу 5 от некоторой точки, то можно счи* 
тать, что и является функцией з, и—/{з). Чтобы составить инте¬ 
гральную сумму, надо мысленно разбить линию {Ц на маленькие 
примыкающие друг к другу дуги; эта сумма имеет вид 

П 

к=1 

где значения 5 = а и 5 = ^ отвечают концам линии (і), а п — число 
участков разбиения. Чтобы получить интеграл, надо перейти к пре¬ 
делу в процессе, когда разбиение бесконечно измельчается (ср. п. 2, 
но без геометрического смысла): 

^ исіз— ^ /(.у) ^/(5) = Ііт 2 /і^к'^^^к- 

(Е) (Е) а 

Этот интеграл и называется криволинейным интегралом по длине 
дуги. Таким образом, в упомянутом примере п. 1 

Ж= ^ рдз. 

(ь) 

Подобным образом (ср. пример п. 6), если точка проходит линию 
{і), причем на нее действует сила Р, вообще говоря переменная, 
то работа 

Л = ^ С05 (Р, т) ёз, 

(Е) 

где т — единичный вектор («орт») касательной к (^). 

Так как из формулы (83) видно, что криволинейный интеграл 
по длине дуги — это разновидность обычного определенного интегра- 
-^а, то многие свойства определенного интеграла (см., в частности, 
свойства 2 — 5 п. 4, а также п. 5) автоматически распространяются 
па криволинейный интеграл. В то же время надо иметь в виду, что 
и потому ёз здесь считаются всегда положительными, т. е. 
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при переходе в (83) к определенному интегралу интегрирование все¬ 
гда идет от меньшего к большему; поэтому свойство 1 п. 4 для 
криволинейных интегралов по дуге лишено смысла. 

Иногда величина и задается во всем пространстве, например, 
у, г). Тогда интеграл (83) можно записать в виде 

\ /[х,у,г)сІ8. 

(Ь) 

Если линия (I) задана в параметрическом виде х = х(і), у=^у{і), 
г = г{і), то вычисление этого интеграла можно производить по 
формуле 

/= 5 /(-^ (О.у (О.г (<)) аі, 

V 

где значения і — у и і = Ь отвечают концам линии (I); выражение 
для (із мы взяли из п. VII,23. На основании того же пункта инте¬ 
грал по дуге иногда записывают в виде ^ и\йг\. Пишут и так: 

(Ь) 

^ и[М)й8^ где М —текущая точка линии (Ь); тогда и интегральную 

(і) 

сумму можно записать в виде 

к =1 = і 

где М/; — некоторая точка на /г-й дуге разбиения. 

Покажем пример применения интеграла по длине дуги. Из механики 
известно, что если в плоскости дана система материальных точек 
массы /П/г, где к=\, ... , п, то координаты центра тяжести этой системы 
определяются по формулам 

= + ^24 + • • ‘ Л- 

Шп ’ /Пі -Ь/Пг-Ь ...-Ь/п„ 

Если теперь представить себе в плоскости материальную линию (І)с, вообще 
говоря, непостоянной линейной плотностью р, то центр тяжести этой линии 
можно найти следующим образом. 

Разобьем мысленно (/..) на маленькие дуги Дз;^ и заменим каждую из дуг 
материальной точкой массы /П;^=р;гД8;^, расположенной на этой дуге. Эта 
«дискретная модель» материальной линии имеет центр тяжести с координатами 

п п 

„ ^=1 к =1 

•^ц.т. п ' 

Рк^^к Рк^^к 

к =1 к =1 


(84) 
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Если перейти к пределу при бесконечном измельчении разбиения, то дискрет¬ 
ная модель перейдет в непрерывную линию, для которой в силу формул (84) 
получим 



Особенно простые формулы получатся для линии с постоянной плотно¬ 
стью; тогда центр тяжести называется геометрическим. Из формул (85), 
сокращая на р, выводим 



где под Ь понимается длина линии (Е). 

Если сравнить вторую формулу (86) с формулой (36) для площади по- 
верхности вращения, то мы увидим, что 

5=2я ^ ус(з = Ец. X. 

(І-) 


Другими словами, если плоская линия вращается вокруг оси, лежаш,ей в пло^ 
скости этой линии и не пересекающей ее, то площадь полученной поверхности 
вращения равна произведению длины этой 
линии на путь, пройденный ее геометриче¬ 
ским центром тяжести. Эта теорема назы¬ 
вается тервой теоремой Гюльдена» по имени 
применявшего ее швейцарского математика 
П. Гюльдёна (1577—1643). Ее применение осо¬ 
бенно удобно, если положение центра тяже¬ 
сти легко определить. Например, из нее полу¬ 
чаем площадь поверхности тора (рис. 271), 
полученной вращением окружности вокруг оси, 
лежащей в плоскости этой окружности и не 
пересекающей ее, 

8 = 2яГ‘2яІ^ = 4я2/’/?. 

К понятию криволинейного интеграла по 
длине дуги мы еще вернемся в п. XVI. 1. 

23. Интеграл по координате. Помимо 
криволинейных интегралов по длине дуги, 
рассматриваются также криволинейные 
интегралы по координате. При составле- Рис. 271. 

НИИ последнего линия (Д) предполагается 

ориентированной, т. е. должно быть указано, в каком направлении 
она проходится; если линия разомкнутая, это значит, что надо 
указать, какая из граничных точек этой линии считается ее нача- 
лом, а какая — концом. Для определения интеграла надо взамен 
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формулы (83) написать 

ийх = Уі\іл 

(1) 

С кй?(/ = ііт 2/Ю \ийг = Хт 

(Ь) ^ = ^ (Ц 


'і 

г- 


(87) 


где Длг;^ — приращение абсциссы х на ^-й дуге разбиения и т. д. 

Интегралы вида (87) легко сводятся к обычным определенным 
интегралам. Так, если линия (7.) задана в параметрическом виде, го 
н значения и вдоль (I) становятся функцией параметра і и 

6 

^ и(іх=^и (О л:(0 (іі, 

{Ц V 


где значения і = у ^ і = Ь отвечают концам линии (7.). Поэтому 
основные свойства определенного интеграла (свойства 2—5 п, 4) 
распространяются и на интегралы по координате. В то же время 
здесь имеет место и свойство 1 п. 4, которое можно сформулиро¬ 
вать так: при перемене ориентации линии {Ь) интегралы (87) 
умножаются на —1; действительно, если линию {Ь) проходить в 
противоположном направлении, то все Дл:, а с ними и сіх, поменяют 
знак. Возможность перемены знака у сіх приводит также к тому, 
что на интегралы по координате не распространяются свойства, 
связанные с интегрированием неравенств (п. 5): так, интеграл вида 
(87) от положительной функции, в отличие от- интеграла по длине 
дуги, не обязан быть положительным. 

В теории дифференциальных уравнений (п. XV.6) и в теории 
векторного поля (§ XVI.6) применяются комбинации интегралор 
(86) вида 

^ [исіх-^ѵсіу-{-тсіг) = ^ ис1х~{- ^ ѵсіу ^ "юсіг. 

(^) (^) (^) (^) 


Примеры криволинейных интегралов по координатам, по существу, были 
в п. 8, так как формулы (29) — (31) в силу равенств хйі = йх, уйі = йу можно 
переписать так: 

^ {хйу—уйх). (88) 

{Ц (Ц (Д) 



В дальнейшем нам понадобится также интеграл ^ у йх, распространенный 

{Ц 

по плоской замкнутой линии (7), произвольно расположенной в пространстве 
(рис. 272). Для его вычисления спроектируем линию (7) на плоскость хОи и 
заметим, что 
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так как соответствующие точки линий (^) и (і') отличаются только значе- 
ниями г, которые никак не проявляются в интегралах (89). 

Для правого интеграла (89) в силу (88) 

^ уйх~—8'. 

Воспользуемся теперь тем, что при проектировании плоской фигуры на дру¬ 
гую плоскость площадь проекции равна произведению площади исходной 



Рис. 272. Рис. 273. 


фигуры на косинус угла между обеими піоскостями, так как при этом 
(рис 273) размеры в одном направлении не меняются, тогда как в другом 
множатся на соза. Итак, 

^ уйх= —5со8а=—5 со8(п, г), (90) 

а.) 

где 5 —площадь, ограниченная линией (I), а п —единичный вектор внешней 
нормали к плоскости линии (I), направление которого согласовано с обходом 
(I) по правилу винта (п VII.11). 

Аналогично можно было бы доказать формулу 

^ X = 5 С08 (п, х). (91) 

( 1 ) 

Если совершить циклическую перестановку (п. VII. 12) координатных осей, то 
из формул (90) и (91) получим также 


^ гду — — 5 со8(щ^). ^ х>дг = — 5со8(п, у), 

Ш (Ц 

^ ус1г—8со& (гОс). ^ 2 Йх = 5со8(п, у). 


Отметим в заключение, что интегралы вида 


^ / (х) йх, ^ ф (у) йу, ^ ф ( 2 ) йг 
(I) {и (І-) 




398 


ОПРЕДЕЛЕННЫЙ ИНТЕГРАЛ 


[гл. XIV 


ПО замкнутой линии (/>) ^криволинейный интеграл по замкнутому контуру 

принято обозначать знаком всегда равны нулю, В самом деле, если 

(х) — первообразная к / (х), то первый из интегралов равен приращению 
функции Р (х), когда точка обходит (I) и возвращается в исходное положение, 
т. е. равен нулю. 

24. Условия независимости криволинейного интеграла по ко¬ 
ординатам от контура интегрирования. Рассмотрим интеграл вида 

/ = ^ [Р(л;, у, 2)(іx-\-^[x, у, 2)(іу-\гЯ{х, у, 2)аг], (93) 


где Р, ^ и Р — некоторые функции, заданные во всем пространстве 
X, у, 2 или в некоторой^ его области и не обращающиеся там в 
бесконечность, а {Ь) — произвольная линия в этой области. В физи¬ 
ческих задачах иногда бывает, что интеграл (93) зависит только от 
положения начальной и конечной точек ли- 



А 

Рис. 274. 


В НИИ (I), но не зависит от того, как именно 
линия (4) проходит между этими точками. Дру¬ 
гими словами (рис. 274), 

^ {Р (іх ^ сіу Р (іг) = 

^ {Р (іх ^ (іу Р (іг) =9 
(Ь") 

>= ^ {Р (іх ^ сіу Р (іг) = .. * (94) 


при любом расположении точек А и В. Тогда мы будем говорить, 
что интеграл (93) не зависит от контура интегрировйния. Например, 
интеграл (93) может иметь смысл работы силового поля при пере¬ 
мещении точки; тогда условие (94) означает, что эта работа зави¬ 
сит ТОЛЬКО от начального и конечного положений точки. 

Для независимости интеграла (93) от контура интегрирования 
необходимо и достаточно, чтобы интеграл (93) по любому замкну¬ 
тому контуру равнялся, нулю, т. е. чтобы 

^ {Р(іx-{-^ду-\-Р(і2) — 0 (95) 

(Ц 

для любого замкнутого контура {і). 

Для доказательства предположим, что условие (95) выполнено 
и даны контуры (I') и {I") с одинаковыми начальной и конечной 
точками (см. рис. 274). Построим замкнутый контур {Ц, идущий из 
А 3 В по {Ѵ) и из 5 в Л по {I"), причем (I") проходится в про¬ 
тивоположном направлении. Применим условие (95), разобьем интег- 
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рал (95) на два в силу свойства 3 п. 4 и изменим у второго 
интеграла направление интегрирования в силу свойства 1 п. 4. Тогда 
получим 

^ 5 = Ь 

(1) (^') (О") 

откуда и вытекает (94). Рассуждая в обратном порядке, легко из 
(94) вывести (95). 

Для независимости интеграла (93) от контура интегрирования 
необходимо и достаточно, чтобы подынтегральное выражение было 
полным дифференциалом некоторой {однозначной'.) функции трех 
переменных, т. е. чтобы 

Р(іx-\-^(іу-\-Я(іг = ^а (96) 

для некоторой функции и = и{х, у, г). Для доказательства предпо¬ 
ложим сначала, что условие (96) выполнено. Тогда 

^ {Рйx-\-^йу-{-Рй 2 )= ^ди = и {В) — и (Л), 

(Ц (Ц 

где А и В —начало и конец линии (I). Значит, интеграл не зависит 
от контура интегрирования. 

Пусть, обратно, интеграл (93) не зависит от контура интегриро¬ 
вания. Зафиксируем произвольно точку М^ в пространстве и для 
любой текущей точки М{х; у‘, г) опре¬ 
делим значение функции 

и(Ж)= 5 {Рс^x-{-^ау + Рс^г), (97) 

где \^М^М —произвольная линия, иду¬ 
щая из Жц в ЛІ. По условию эта функция 
однозначная, т. е. принимает в каждой 
точке М вполне определенное значение. 

Чтобы найти ди, придадим сначала х 
бесконечно малое приращение йх. Тогда 
точка переместится в положение ЛГ 
(рис. 275), причем бесконечно малый 
отрезок ЖЖ' будет параллелен оси х. Соответствующее прираще¬ 
ние функции и равно 

А;,Ц = ц(Ж') —ц(Ж) = ^ {РйxД-^ау-{-Рй2)^ 

^МоММ' 

— ^ {Рдx-{-^ду-{-Я д2)= ^ {Рдx■^^ду-\-Ядг). 

у^МоМ ММ' 
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Но так как вдоль отрезка Л1М' координаты </ и не меняются, 

то в последнем интеграле йу = йг = 0 и ^ Рсіх. 

ММ' 

Так как отрезок ММ' бесконечно малый, то с точностью до ма¬ 
лых высшего порядка можно считать на нем Я— сопзі, откуда, 
переходя от приращения к дифференциалу и тем самым отбрасывая 
малые высшего порядка, получим д^и = Рйх. Аналогично проверяем, 
что дуи = ^(іу, д^и = Р(іг, и, складывая, получаем полный диффе¬ 
ренциал (п. ІХ.ІІ) 

(іа = Р сіх ^ (іу Р (іг, 


т, е. условие (96) выполнено. 

Если вспомнить выражение (IX,7) для полного дифференциала, 
то условие (96) можно записать еще так: 


^ = />, = 

дх ’ ду 



(98) 


Отсюда легко вывести, что если интеграл (93) не зависит от кон¬ 
тура интегрирования, то 


ду дх ' дг дх ' дг ду 


(99) 


Действительно, из условий (98) получаем 


дР _ д^и дО. _ д'^и 

ду дхду' дх ду дх ’ 


и в силу независимости смешанной производной от порядка диффе¬ 
ренцирования (п. IX,15) получаем первое равенство (99); аналогично 
доказываются остальные (проверьте!), 

В теории векторного поля (п. XVI,27) будет доказано обратное 
предложение: если условия (99) выполнены и область, в которой 
рассматриваются функции Р, Р, односвязна, то интеграл (93) не 
зависит от контура интегрирования. При этом односвязной называ¬ 
ется такая область, для которой любой расположенный в ней замк¬ 
нутый контур можно путем непрерывной деформации стянуть в точку, 
не выходя за пределы области. 

Например, все пространство, полупространство, двугранный или 
многогранный угол, внутренность или внешность сферы, внутренность 
конечного или бесконечного кругового цилиндров — все это одно¬ 
связные области. В огличие от этого внешность бесконечного кру¬ 
гового цилиндра — это неодносвязная (двусвязная) область, так как, 
например, контур (А), изображенный на рис. 276, нельзя путем не¬ 
прерывной деформации стянуть в точку, не выходя за пределы 
области. Неодносвязными являются также внутренность или внеш¬ 
ность тора, а также полное пространство, из которого выброшены 
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все точки бесконечной прямой линии или окружности. На рис. 277 
изображены примеры односвязной и четырехсвязной областей на 
плоскости. Плоскость становится двусвязной, даже если из нее вы¬ 
бросить одну лишь точку. 

Сравнивая условия (96) и (99), мы видим, что в односвязной 
области условия (99) необходимы и достаточны для того, чтобы 

выражение Рйх^ йу Н йг было полным 
дифференциалом некоторой однозначной 
функции и (л:, у, г). Можно показать, что 


Рис. 276. Рис. 277. 

если условия (99) выполнены в многосвязной области, то функ 
ция и, построенная по формуле (97), удовлетворяет соотношению 
(96), но будет, вообще говоря, многозначной. 




§ 7. Понятие об обобщенных функциях 


25. Дельта-функция. Дельта-функция б (х), широко применяемая в мате¬ 
матике и ее приложениях, является простейшим примером обобщенных функ- 
ций, теория которых заложена в 1936 г. советским мате¬ 
матиком и механиком С. Л Соболевым и детально раз- Щ 

работана лишь в последние пятнадцать лет. 

Чтобы приближенно представить себе дельта-функ- 
циіо, рассмотрим сначала разрывную функцию, опреде¬ 
ленную равенствами 


о 


со < х < 


1 

'2М 




^ 2Ы )' 


( 100 ) 




2УѴ 


< Х < 00 


при очень большом N, ее график изображен на рис. 278. 
Значения функции в самих точках разрыва х=± 



1 

2Ы 


Рис. 278. 


Здесь, как обычно, несущественны. Дельта-функция получается в пределе, 
когда N —>• со. Она, строго говоря, не имеет графика и может быть 
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определена так: 

6М = | 


о 

00 


(— 00 < л: <—0; +0 < -^^ < «>)» 

( _0 <;^ < + 0). 

СО 

^ 8(х)йх = 1‘ 

— 00 


впрочем, последнее равенство можно также записать в виде 


+ 0 

^ б (лг) йх = 
-о 


( 101 ) . 


Для приближенного изображения дельта-функции не обязательно поль¬ 
зоваться разрывной функцией (100), можно положить, например, бдг(лг)=' 


N^x^)~^ (— 00 < X < 00 ; проследите за графиком этой функции при 

N —со) и т, п. Вообще, годится любая функция, концентрирующая свои 
значения около х = 0; более точно, достаточно только, чтобы бл^(лг)^0 

ь -ь 


(— 00 < лг < со) и чтобы при N — > со было ^ б^ѵ (^) (іх-^ 0 , ^ бдг (х) (Іх О, 

Р а —а 

\ (х) (ІХ ->■ 1 ДЛЯ любых постоянных положительных чисел а и 6. 


Если рассматривать массы, распределенные вдоль оси х, и их линейные 
плотности, то окажется, что плотность единичной точечной массы, располо¬ 
женной в начале координат, как раз равна дельта-функции. Действительно, 
если сначала представить себе эту массу не точечной, а равномерно распре- 

11 

деленной на отрезке —плотность будет иметь вид, изоб¬ 
раженный на рис. 278 (почему?). Если теперь N —»- со, то в пределе масса 
станет точечной, а плотность—дельта-функцией. 

Аналогичным образом функция д(х) = тб(х — а) представляет собой 
плотность линейной (т. е. расположенной вдоль линии, в дачном случае 
оси х) массы /и, сосредоточенной в точке а. Так же можно изобразить плот¬ 
ности точечного заряда, сосредоточенной нагрузки и т. п. 

Иногда приходится складывать дельта-функцию и обычную функцию. 
Например, сумма 

р(-^) = Ро + /«іб {х—аі)-\-тф (X— сга) 


представляет собой плотность комбинации равномерно распределенной массы 
и двух точечных масс. Поэтому применение дельта-функции дает возмож¬ 
ность во всех случаях распределенных, точечных и комбинированных масс 
применять формулы, относящиеся к распределенным массам; более того, 
само противопоставление распределенных масс точечным в значительной сте¬ 
пени теряет смысл. То же относится к зарядам, нагрузкам и т. п. 

При интегрировании выражений, содержащих дельта-функцию, надо 
иметь в виду формулу (101). Например, если /(х) — непрерывная функция и 
к < а < Р, то 

р а-о а-ро 

^/(х)б(х— а)ёх= ^ /(х)б(х— а)с1х-{- ^ Дх) б (х—а) с1х-{- 

а, а. а-о 

Р а-Ьо 

4' ^ /(х) б (х—а) с1х = 0-ф ^ /(д) б (х—а) с1х-ф0 = /.(а)-1 = ^(а); (102) 
в-Тв 0—0 
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при этом первый и третий интегралы равны нулю, так как там дельта-функ¬ 
ция равна нулю, а во втором интеграле мы заменили ^(х) на Да), так как 
на бесконечно малом интервале непрерывную функцию можно считать по¬ 
стоянной, и воспользовались формулой (101). 

3 

Отметим двусмысленность интеграла вида ^ ^ (х) 6 (х — а) сіх. Здесь обяза- 

а 

тельно надо указать, захватывается или нет при интегрировании особенность 

3 0 

дельта-функции, так как ^ I {х) д {х — а) сіх = ({а), ^ / (д^) б (х—-а) с(х = 0. 

а-о а+о 

При интегрировании дельта-функции получается единичная функция 


'{х)^ 5 б(о^^=| ^ 


о (- 


00 < X < 0), 

(О < X < оо), 


(103) 


Н 


которая также имеет многочисленные применения. Ее график показан на 
рис. 279; она получается при внезапном подключении какого-либо постоян¬ 
ного воздействия, например напряжения в электри¬ 
ческую цепь. 

Итак, если проинтегрировать дельта-функцию, 
то получится обычная, не обобщенная функция, 
хотя и разрывная. При вторичном интегрировании 
получилась бы даже непрерывная функция (какая?). 

Если продифференцировать равенство (103), то 
получится, что 

б(л:) = е'(д:). (104)"“ 




/ 

'Ш 


у-е(х) 




1 

ІЯ 


X 


Это равенство понимается в обобщенном смысле. 

Например, можно заменить на рис. 279 вертикальный 

/ 1 \ Рис. 279. 

отрезок на косой, соединяющий точки (— 

и и изображенный пунктиром. Тогда разрывная функция заме¬ 

нится на непрерывную, производная которой имеет график, изображенный 
на рис, 278. Если теперь перейти к пределу при N — у оо, мы и получим 
соотношение (104). 

Таким образом, дельта-функция получается при дифференцировании раз¬ 
рывной функции, обладающей конечным скачком. Например, для закона дви¬ 
жения, разобранного в п. 1.13 в связи с рис. 6, скорость выражается фор¬ 
мулами 

' аі (0</ <і*), 

(о (^* < ^ < оо) 


и потому при і = і* имеет скачок 8Д<*4-0) — — 0) = аі* — ѵ. Поэтому 

ускорение равно {аі* — ѵ)8(і — і*)-^ае — (проверьте!). Первый член 

н этой сумме описывает явление удара. 

26. Приложение к построению функции влияния. Одним из важных 
приложений дельта-функции является построение функции влияния, называе¬ 
мой также функцией Грина по имени английского математика Дж. Грина 
(1793—1841). Рассмотрим сначала пример. Пусть исследуется прогйб Н{х) 
балки под действием внешней поперечной нагрузки, приложенной с плот¬ 
ностью р (дс) (см. рис. 280, где изображен график или, как говорят, эпюр 
внешней нагрузки). Будем считать нагрузки не слишком большими, так 
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чтобы можно было воспользоваться законом линейности: при сложении внеш¬ 
них нагрузок прогибы складываются. 

Обозначим через у = 0 (х\ |) прогиб в точке х, полученный в результате 
приложения в точке | единичной нагрузки. Эта функция О (х-, и назы¬ 
вается функцией влияния в рассмат¬ 
риваемом примере. Мы сейчас пока¬ 
жем, что если она известна, то легко 
найти прогиб и от воздействия произ¬ 
вольной нагрузки с плотностью р (х). 

Действительно, рассмотрим на¬ 
грузку, приходящуюся на участок 
оси от точки I до точки Эта 

нагрузка равна поэтому 

прогиб от нее в точке х равен 
О [х] так как из закона 

линейности вытекает, чго если внеш¬ 
нюю нагрузку умножить на постоян¬ 
ный множитель, то и прогиб умно¬ 
жится на тот же множитель. Скла¬ 
дываем все такие бесконечно малые прогибы, получаем суммарный прогиб 
(см. рис. 280): ^ 

Н{х)='^^0{х-, 1)р{1)(11 (105) 

о 

Перейдем теперь к общей схеме построения функции влияния. Пусть 
внешнее воздействие на какой-либо объект описывается функцией / (х) 
(а^х^Ь", в приведенном примере это была функция р(х}), а результат 
этого воздействия—функцией ](х) (а^х^Ь\ в приведенном примере это 
была функция ^^іx)). Таким образом, каждая заданная функция / по 
какому-то определенному закону преобразуется в новую функцию 7; в соот¬ 
ветствии СП. XI.6 такой закон преобразования функций-прооброуов в функ- 
ции-обра'іы называется оператором. Например, оператор дифференцирова¬ 
ния О действует по закону 0/ = /^', т. е. О (зш х) = со5Х, 0(хЗ) = Зх2 и т. д. 
Здесь 8ІПХ —прообраз, который преобразуется оператором О в образ созх, 
и т. д. Понятие оператора аналогично понятию функции (п. 1.11), но если 
функция преобразовывала числа—значения независимой переменной — в 
числа —значения зависимой переменной, то оператор преобразует функции 
в функции. 

Обозначим оператор перехода от функции внешнего воздействия /"(х) 
к функции «отклику» 7(х) через А, так что А^ = (, Мы предположим, что 
действует закон линейности, или, как говорят, принцип суперпозиции: при 
сложении внешних воздействий их результаты также складываются. Этот 
закон, который можно записать в форме 

А (/і 4" / 2 )= АД-(- А/г* 

часто применяется, когда внешние воздействия не слишком велики. Опера¬ 
тор, обладающий таким свойством, называется линейным (ср. п. XI 6). (Про¬ 
верьте, что, например, оператор О линейный.) Из закона линейности можно 
вывести, что при умножении внешнего воздействия на константу его резуль¬ 
тат умножится на ту же константу, т. е. 

А(С/) = СА| (С=:соп5І;). 

(Попробуйте это обосновать, считая сначала С целым положительным, затем 

полагая С = -^ , -;:г, —, ..., далее полагая С==— , где т и п —целые поло- 
2 3 4 п 

жительные, затем для С = 0 и, наконец, считая С отрицательным.) 
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Обозначим через О {х\ результат внешнего воздействия, описываемого 
дельта-функцией 6 (х — |) при некотором фиксированном т. е. 

А[б(х-|)і = С(х; I). 

Любую функцию /(х) можно представить в виде суммы «столбчатых» функ¬ 
ций (рис. 281), каждая из которых имеет особенность лишь в одной точке |, 
а потому равна } йі Ь {х — 1) (по¬ 
чему?), т. е. 

= йгЬ{х-1). 

Это, по существу, формула (102) 
в другой записи. Отсюда 

А[/(х)] = А[2М5^ йІЬ{х-1)]^ 

-2 Аі/(^)^5б(х-^] = 

= 2И&)^5А[6(х-^)] = 

= 0{х-, I). 

Но при бесконечно малых с(| эта 
сумма является интегралом, т. е. окон¬ 
чательно 

ь 

Аи{х)]^^0{х-, (106) 


(ср. с формулой (105)). 

Функцию влияния можно в более 
простых случаях подсчитать теорети¬ 
чески (см., например, конец п. XV 16), а в более сложных определить экспе¬ 
риментально, производя необходимые замеры, например измеряя деформацию 
системы под действием сосредоточенной силы. Центральным пунктом является 
проверка линейности системы, т. е. возможности применения принципа 
суперпозиции; эта возможность выводится из общетеоретических принципов, 
либо проверяется экспериментально. Разумеется, не все системы являются 
точно или приближенно линейными. Грубую ошибку в этом отношении со¬ 
вершил господин де Графиньи, который, прогуливаясь в один летний день 
в двух черных камизолах, объяснил сей удивления достойный наряд так; 
«Вчера скончался дед мой, а сегодня испустила дух моя бабка! Для чего и 
надел я сугубый траур». 

Отметим, что функции / и / могут быть заданы на различных интерва¬ 
лах; более того, независимые переменные х и ^ в формуле (106) могут иметь 
разный физический смысл. Независимая переменная | может играть роль 
времени; тогда функция влияния описывает результат воздействия единичного 
импульса, подействовавшего в момент 

Бывает, что рассматриваемая задача является линейной только при бес¬ 
конечно малых внешних воздействиях, а дельтообразное внешнее воздействие 
нельзя считать малым. Тогда функцию влияния надо определи іь по формуле 

С(х; ^)= Ііш 1 А[Рб(х-^)]. 

Р-* о ^ 

Так, в разобранном примере можно найти прогиб от малой нагрузки Р, 
а результат разделить на Р. В таких случаях формула (106) справедлива 
лишь для малых (точнее, бесконечно малых) по амплитуде внешних воздей¬ 
ствий /(х). 



_ 


і 

т 


1 ^ д? 


Рис. 281. 
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27. Другие обобщенные функции. Если при приближенном представлении 
дельта-функции (п. 25) воспользоваться непрерывной моделью, а затем произ¬ 
вести дифференцирование, то мы получим приближенное представление о 
Ь'(х). У нее еще более «острая» особенность, чем у б (дс), причем б'(дс) при¬ 
нимает значения обоих знаков. 

Если б-функция описывает плотность единичного заряда, расположенного 
в начале координат (п. 25), то б' (дс) описывает плотность диполя, располо¬ 
женного там же. В самом деле, такой диполь получится, если разместить 
заряды —^ и <7 соответственно в точках ді: = 0 и х = 1, а затем, оставляя 
р = дІ (момент диполя) без изменения, устремить I к нулю, так что в пре¬ 
деле получатся два равных бесконечно больших заряда противоположного 
знака на бесконечно близком расстоянии. До перехода к пределу плотность 
заряда имеет вид 

я / п я / . ^ (Л — 1) — б (X) 

дб (X—/) —(?б (х) = — р -^—— 

поэтому после перехода к пределу при I —>- 0 плотность заряда равна 
— рб'(х). 

Интегралы с участием б' (х) вычисляются с помощью интегрирования по 
частям: если і (х) имеет непрерывную производную и а < а < р, то 

3 р 3 

С / (х) б' (х—й) с?х = /(х) б(х —й) I “ ^ ^ (х—а) I' (х) с?х = — (й). 

^ Ід; =0 

а а 

Интересно отметить, что вычисление этого интеграла по такому методу: 

|і а-Ьо а-Ьо 

^ /(х)б'(х —й)С?Х== ^ I (х) б'(х —о)с?х = /(о) ^ б'(х —о)с?х = 

а а—о а—о 

ІО-І-О 

= /(й) б (х—а) =0 

1х = а-о 

является ошибочным, так как замена /^(х) на ^(а) при весьма острой особен¬ 
ности у б'(х—й) является слишком грубой. Аналогично можно рассматри¬ 
вать и дальнейшие производные от дельта-функции, а также их комбинации. 

Обобщенные функции можно классифицировать по числу интегрирова¬ 
ний, после которых из заданной функции получится непрерывная функция. 
При такой классификации непрерывные функции можно считать обобпгенными 
функциями нулевого порядка; функции с конечными разрывами и обычные 
функции с интегрируемыми особенностями на конечном расстоянии (п. 16) — 
обобщенными функциями первого порядка. Функция б (х) — это простейший 
пример функции второго порядка (см. п. 25), б'(х) имеет третий порядок 
и т. д. При дифференцировании функции ее порядок повышается на единицу, 
а при интегрировании — понижается на единицу. 

При истолковании функции с неинтегрируемой особенностью в качестве 
обобщенной функции надо указывать, производной от какой функции нуле¬ 
вого или первого порядка она является. Например, функцию имеющую 

неинтегрируемую особенность при х = 0, можно при х^О считать равной 
либо 

(ІПІХІ)', (107) 

либо же, скажем, 

(ІпІхЦ-г(х))', (108) 

так как при х ^ О будет е'(х) = 0. Однако функции (107) и (108) различаются 
на е'(х) = б(х) и потому их свойства неодинаковы. Поэтому в теории обоб- 
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щенных функций вместо — предпочитают применять запись (107) или (108) 
(что, конечно, не одно и то же), так как смысл такой записи уже однозна¬ 
чен. Аналогично функцию — можно рассматривать как —(1п|л:])" и т. п. 

функции, имеющие в своих точках разрыва рост выше степенного, например 
1 

приходится при этом исключить; впрочем, практическое значение этих 
функций незначительное. Рост функции при х —^ ± оо не ограничивается. 

Оказывается, что если пользоваться обобщенными функциями, то боль¬ 
шинство правил, связанных с дифференцированием тех или иных формул, 
будет справедливым без каких-либо ограничений на характер участвующих 
функций. Например, правило Лейбница о дифференцировании по параметру 
под знаком интеграла (п 20) становится справедливым, независимо от харак¬ 
тера сходимости рассматриваемых интегралов и т. п. 



ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫЕ УРАВНЕНИЯ 


Дифференциальное уравнение — это уравнение, связывающее две 
ила долее функционально зависящих друг оі друга величин и их 
дифференциалы или, что равносильно, производные. Задача о со- 
.сгавлении и решении (как говорят, интегрировании) таких уравнений 
часто возникает в физике и технике. 


§ I. Общие понятия 


1 . Примеры. Простейшие дифференциальные уравнения уже встре¬ 
чались в нашем курсе. Например, уравнение (XIV.22) в случае силы, 
изменяющейся по закону Ньютона (п. XIV.14), можно переписать 
в виде 


^ л ^ ^ <іА к 

аА = —^(1з или — — —- 
5 ^ (І5 «2 


(П 


где работа А = Л(5)—неизвестная функция от перемещения, кото¬ 
рая находится при помощи интегрирования. 


Уравнение (XIV.27) можно переписать в виде 


йН _ о 

~йІ ~~ 8 




( 2 ) 


где Н~Н{і) — неизвестная функция. 

Рассмотрим еще пример упругих колебаний материальной точки 
массы М около положения равновесия (рис. 282). Здесь неизвестным 
Пол''жение является закон колебаний у~у{і). 

рздиодгсия Примем для простоты линейный закон 

упругости, т. е. будем считать силу 
упругости прямо пропорциональной от¬ 
клонению точки от положения равно¬ 
весия; тогда эта сила равна 

—ку. 

Рис. 282. 

где к — коэффициент упругости. Соглас¬ 
но второму закону Ньютона, если других сил нет, получим 


ш 

а 


. 


у 

^ упругости 

а 
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откуда дифференциальное уравнение для закона колебаний приобре¬ 
тает вид 

М у = у[і) = 1 (4) 

Во всех случаях при выводе дифференциального уравнения в 
физике или технике берется за основу некоторый общий физический 
или какой-либо иной закон, имеющий дифференциальный характер 
(дифференциальный закон), т. е. связывающий бесконечно малые 
изменения рассматриваемых величин. После интегрирования уравне¬ 
ния получается интегральный закон, связывающий конечные значе¬ 
ния этих величин. Вывод основных дифференциальных уравнений в 
той или иной области знания — очень ответственное дело, так как 
та или иная их формулировка в значительной степени определяет 
дальнейший ход развития этой области. Математическая зрелость 
физика или инженера во многом характеризуется тем, насколько 
правильно он может математически формулировать основные задачи в 
избранной им области. 

2. Основные опрі^деления. Чаще всего дифференциальное урав¬ 
нение получается как уравнение, связывающее аргумент или аргу¬ 
менты, неизвестную функцию (или функции) и ее производные-, даже 
если первоначально было соотношение между дифференциалами, то 
можно перейти к соотношению между производными (см. формулы 
(1)). Если искомая функция зависит от одного аргумента, как в 
примерах п. 1, то дифференциальное уравнение называется обыкно¬ 
венным-, в противном случае оно называется уравнением с частными 
производными (почему?). В этой главе будут рассматриваться только 
обыкновенные дифференциальные уравнения. 

Наивысший порядок производной от искомой функции, входящий 
в уравнение, называется порядком этого уравнения. Так, уравнения 
(1) и (2) — первою порядка, тогда как уравнение (4) имеет второй 
порядок. В общем случае уравнение л-го порядка имеет вид 

У, у', У\ - • = (5) 

где у = у (х )—искомая функция. Конечно, при этом функция Е 
может фактически зависеть не от всех выписанных величин; на¬ 
пример, уравнение (4) не включает независимую переменную и про¬ 
изводную первого порядка. 

Решением дифференциального уравнения называется функция, 
которая, будучи подставлена в это уравнение, обращает его в тож¬ 
дество. Уясе на простейших примерах легко убедиться в том, что 
дифференциальное уравнение имеет бесконечное количество решений. 
Например, из простейшего уравнения 

у'=^х^, у=^у{х) 

сразу найдем с помощью интегрирования 


(6) 
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Это — общее решение уравнения (6); оно включает произвольную 
постоянную с и является записью всего многообразия решений. 
Придавая произвольной постоянной конкретные численные значения, 
мы получим конкретные, частные решения уравнения (6): 

х® . с 

У = + і/=-з -^ и т. п. 

В общем случае (5) решение находится в результате п последо¬ 
вательных интегрирований, так что общее решение уравнения п-го 
порядка содержит п произвольных постоянных, т. е. имеет вид 

у = у[х\ Сі, Сз, С„). (8) 

Особенно часто общее решение получается в неявной форме: 

Ф (•^» У\ ^1. ^2> •••> (^) 

Соотношения (8) и (9) называются также общими интегралами урав¬ 
нения (5). Частные решения получаются, если придать каждой про¬ 
извольной постоянной Сз, ..., конкретное численное значе¬ 
ние. График каждого частного решения называется интегральной 
линией рассматриваемого дифференциального уравнения. Уравнение 
этой линии — это уравнение (8) и (9) с конкретными С. 

Чтобы из общего решения выделить одно частное, требуется, 
помимо дифференциального уравнения, поставить некоторые допол¬ 
нительные условия. Чаще всего ставятся начальные условия, кото¬ 
рые при исследовании процесса, развивающегося во времени, являются 
математической записью начального состояния процесса. 

Например, при рассмотрении процесса колебаний в п. 1 из фи¬ 
зических соображений ясно, что конкретное колебание полностью 
определяется, если заданы начальное отклонение и начальная ско¬ 
рость колеблющейся точки. Поэтому начальные условия для урав¬ 
нения (5) имеют вид 

при і = заданы у—у^п ~ = ѵ^. (10) 

В общем случае для уравнения (5) начальные условия имеют 
следующий вид: 

при заданы у = Уо, у'= {у')^, (11) 

Так как общее решение (9) содержит п произвольных постоянных, 
то наложенных п соотношений как раз достаточно, во всяком случае 
принципиально, для нахождения этих постоянных и тем самым для 
нахождения частного решения. И физически естественно, что если 
известны дифференциальный закон, управляющий развитием процесса, 
а также начальное состояние этого процесса, то сам процесс явля¬ 
ется полностью определенным. 
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Для уравнения первого порядка (6) условие (И) означает, что при не¬ 
котором значении х = Хо должно быть задано значение у = Уо- Пусть, напри- 

13 5 

мер, требуется, чтобы у{\)~2. Тогда из (7) получаем2 = ~-|-С, С = —, 

т. е. искомое частное решение имеет вид 

д^з-)-5 

Задача о нахождении частного решения дифференциального 
уравнения при заданном начальном условии называется задачей К^оиіи. 

Как мы увидим в п. 7, некоторые дифференциальные уравнения, 
помимо частных решений, входящих в состав общего, обладают допол¬ 
нительно особыми решениями, которые не входят в этот состав. 


§ 2. Уравнения первого порядка 

3. Геометрический смысл. Общий вид дифференциального 
уравнения первого порядка таков: 

у. у’) = 0 , (12) 

где у = у{х) — неизвестная функция. Будем сначала для простоты 
считать, что уравнение разрешено относительно производной от ис¬ 
комой функции, т. е. имеет вид 

У'=/{х, у). (13) 

Начальное условие для уравнения (12) согласно п. 2 таково: 

при х — Х(^ задано у —у о- (14) 

Чтобы придать геометрический смысл уравнению (13), рас¬ 
смотрим плоскость X, У', тогда каждое частное решение изобразится 
в виде линии (интегральной линии) на этой плоскости, но эти ли¬ 
нии нам пока неизвестны. Однако, взяв любую точку М{х\ у) на 
плоскости, можно подсчитать значение /(л:, ^), которое в силу урав¬ 
нения (13) должно равняться угловому коэффициенту касательной 
(п, ІѴ.З) к искомой линии в точке М, если эта линия пройдет че¬ 
рез М. 

Поэтому можно поступить так: в каждой точке М{х', у) плос¬ 
кости представим себе проведенным маленький отрезок с угловым 
коэффициентом 1§а=/(л:, у) (рис. 283). Конечно, мы на практике 
можем провести только несколько таких отрезков, но теоретически 
надо представлять себе, что отрезки проведены в каждой точке. 
Полученная картина называется полем направлений на плоскости 
(общее понятие поля см. в п. IX.9). Мы видим, что интегральные 
линии уравнения (13) должны проходить так, чтобы в каждой своей 
точке «идти вдоль поля», т. е. касаться отрезка, проведенного в 
этой точке. 
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Итак, уравнение (13) задает на плоскости поле направлений. 
С другой стороны, начальное условие (14) задает на плоскости точку 
і/о), через которую должна пройти искомая интегральная 
линия. Геометрически ясно (рис. 284), что этим интегральная линия 
полностью определяется. Другими словами, уравнение (13) при 



Рис. 283. 



начальном условии (14) имеет вполне определенное^ единственное ре^ 
шение. Более подробное исследование, проведенное Коши, показало, 
что для этого достаточно, чтобы в точке Л4о функция / была не- 


— конечна. (Случаи нарушения 
ловнй этой теоремы Коши будут рассмотрены в п. 7.) 


прерывна^ а ее производная 


ус- 


Приведенные рассуждения хорошо иллюстрируются на известном опыте 
с железными опилками, помещенными в магнитное поле. Сами опилки об¬ 
разуют поле направлений, а интегральными линиями этого поля служат так 
называемые магнитные силовые линии. 


Выясненный нами геометрический смысл уравнения (13) дает воз¬ 
можность приближенно графически строить интегральные линии этоі о 
уравнения. Для этого надо изобразить поле направлений по воз¬ 
можности в большем числе точек плоскости, а затем строить линии, 
руководствуясь этими направлениями. 

При построении поля на практике удобнее не выбирать произ¬ 
вольно точки на плоскости, а строить изоклйны, т. е. линии, на ко¬ 
торых поле направлено одинаково. Их уравнение получится, если 
правую часть уравнения (13) приравнять константе, т. е. написать 

/(X, у) = А, 


где к — угловой коэффициент поля, отвечающий данной изоклине. 
Рассмотрим, например, уравнение у'^х-[-у. 

3 1 

Приравнивание правой части постоянным —2, ——I, —О, I, 2 

дает изоклины, которые в данном примере являются прямыми линиями 
—2 и т. д.), изображенными на рис. 285. На каждой из этих изо¬ 
клин штрихами показано направление поля; чтобы найти это направление, мож- 
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но построить прямоугольный треугольник Р^Н с основанием ЯР = 1, парал¬ 
лельным оси X, и высотой ^Р — к, тогда сторона РЯ пойдет как раз по тре¬ 
буемому направлению. На основе этих направлений на рис. 285 нанесено 
также несколько интегральных линий. Видно, что одной из таких линий 
служит прямая — 1, а 

также, что геометрическим ме¬ 
стом самых низких точек на 
интегральных линиях служит 
прямая х-{-у = 0 В общем слу¬ 
чае (13) для нахождения гео¬ 
метрического места самых низ¬ 
ких или самых высоких точек 
на интегральных линиях надо 
построить изоклину I (х, у) = 0. 

(Как в общем случае найти 
геометрическое место точек пе¬ 
региба интегральных линий?) 

4. Интегрируемые типы 
уравнений. Дифференци¬ 
альное уравнение считает¬ 
ся проинтегрированным в 
квадратурах, если его об¬ 
щее решение получено в яв¬ 
ной или неявной форме, ко¬ 
торая может содержать 
еще не взятые интегралы от известных функций’, как быть с такими 
интегралами — учит интегральное исчисление (гл, ХІІІ и XIV). К сожале¬ 
нию, многие даже очень простые уравнения невозможно проинтегри¬ 
ровать в квадратурах и их приходится исследовать иными методами, 
о которых в свое время будет сказано. Тем не менее имеется несколько 
классов уравнений, интегрируемых в квадратурах. 

Дифференциальные уравнения с разделяющимися переменными 
уже были рассмотрены в п. Х1Ѵ.7; они имеют общий вид 



^=/(х)ф(у) (15) 

и общее решение 

Мы написали в правой части произвольную постоянную С, чтобы 
подчеркнуть, что она входит в общее решение. Как видим, уравне¬ 
ние (15) проинтегрировано в квадратурах формулой (16). 

Рассмотрим, например, простейшее уравнение 


Разделяя переменные и интегрируя, получим 


У ' 


.2хйх, 1п I у 1 =А;^ -рС, \у\=е- 




у — дС 


(17) 
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Ответ удобнее записать в иной форме, если заметить, что ± также 
представляет собой произвольную постоянную, т. е. у — Се^^‘, конечно, здесь 
С уже иное, чем в формуле (17). 

Чтобы избежать такого изменения обозначений, можно было при интег¬ 
рировании в (17) написать, имея в виду дальнейшее потенцирование, 

1п 1 г/1 = л-2 4-1п С, 

так как 1п С—тоже произвольная постоянная После потенцирования получим 
\у\=^Се^\ у==±Се^\ = 

знак можно включить в С, т. е. в последней формуле считать С любого 
знака Мы будем так поступать без особого предупреждения. 

Аналогично (16) строится обидее решение уравнения 

Р{x)^{у)аx-\-{у)с1у = 0^ 

которое также является уравнением с разделяюндимися переменными. 

2. Уравнение, однородное относительно аргумента и искомой 
функции. Так называется уравнение вида (12), если его левая часть 
представляет собой однородную функцию относительно хну, рас¬ 
сматриваемых как независимые переменные, т. е. если 

Р{іх, іу, у')~і^Г{х, у, у') 


(общее определение однородной функции было дано в п. IX. 12). 
Тогда уравнение (12) можно переписать в виде 

у')=0, хТІ^і, І-, г/')=о, т. е. /-(і, 4, г/')=о. 

Разрешая последнее уравнение относительно у', получим 

</' = 9 (у). (18) 

Это уравнение интегрируется с помощью подстановки 
|- = и, у = их, у' = и'х-\-и, 


где и = и{х) — новая, взамен у, искомая функция. Подставляя в (18), 
получим 


и'лг4-ц = ф(ц), _лг = ф(и)_и^ 


йи 

Ф («) —и 


т. е. переменные разделились; теперь надо выполнить интегрирова¬ 
ние и перейти от и обратно к у. 

Для интегрирования несколько более общего, чем (18), уравнения 
йх ^ \тх-\-пу-і^р ) * 
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где двучлены ах+ 6^ и тх-гпу не пропорциональны друг другу, совершают 
подстановку х = хі-^<х, у = Уі-\-^, где аир подбираются так, чтобы после 
подстановки в числителе и знаменателе последней дроби не осталось свобод¬ 
ных членов; затем заменяют у^х^^и. 

3. Линейные уравнения. Так называются уравнения вида (12), 
линейные относительно искомой функции и ее производной^ т. е. урав¬ 
нения вида 

а (х) у' ~\-Ь{х) у + с {X) = 0. 

Если это уравнение разделить на а{х), получится 

у'+р{х)У=/{х), где (19) 

Уравнение (19) называется линейным неоднородным из-за наличия 

в нем неоднородного члена /{х). Чтобы решить это уравнение, 
напишем сначала вспомогательное однородное уравнение., отбросив 
неоднородный член и изменив обозначение искомой функции: 

г'-{-р {х)г = 0. (20) 

В уравнении (20) переменные разделяются: 

^ = .—р{х)г, ~ =~р{х)дх, \п\г\ = ~^р{х)ах-^\пС, 

2 = Сехр 1^ —^ р (лг) = С 2 :^, (21) 

где получается из г при С=1, т. е. есть частное решение 
уравнения (20). 

Найдя ищем решение уравнения (19) в виде 

р = Ф (х) 2Гі, (22) 

где то же, что в формуле (21), а ф (х) — пока неизвестная функ¬ 
ция. Такая замена бывшей произвольной постоянной из формулы (21) 
на функцию в формуле (22) называется вариацией произвольной 
постоянной. 

Из формулы (22) получим, подставляя в уравнение (19), 

ф'ггі + ф2г; -І-рф^і =/, ф'^1 + ф {2[ +Р2і) =/. 

Так как 2 і удовлетворяет уравнению (20), то последняя скобка равна 
нулю, т. е. 

у = г^ [х) ^ ах + Сг^ {х). 

Это — общее решение уравнения (19). Первое слагаемое получается 
при С=0 и, таким образом, представляет собой частное решение 
того же уравнения* 
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Итак, общее решение линейного неоднородного уравнения (19) 
равно сумме некоторого его частного решения и общего решения 
соответствующего однородного уравнения (20), полученного отбра- 
сыванием неоднородного члена. В п. 15 мы увидим, что этим свой¬ 
ством обладают линейные уравнения любого вида. 

Уравнение 

у' + Р{х)у=.і(х) г/” 

называется уравнением И. Бернулли. Оно приводится к линейному, если 
разделить обе части на у'^ и сделать замену у^~'^ = и (проверьтеі). 

Имеется еіде несколько мало распространенных типов уравнений, 
интегрируемых в квадратурах. Кроме того, отдельные уравнения, не 
принадлежащие к определенным типам, иногда удается проинтегри¬ 
ровать в результате удачно подобранной подстановки. Значительная 
часть таких уравнений приведена в книге 122]. В то же время боль¬ 
шинство уравнений не интегрируется в квадратурах. Например, не 
интегрируется в общем случае довольно распространенное уравнение 
Риккати (Ф. Риккйти (1676—1754) — итальянский математик) 

у' = у'+/(^) 

и многие другие простые уравнения. 

5. Уравнение для экспоненты. Остановимся на очень простом, но крайне 
важном уравнении 

^ = (й = сопз1) (23) 

Оно означает, что скорость изменения величины у, взятая по отношению 
к величине х, пропорциональна текущему значению у. Такая пропорциональ¬ 
ность с й > о, если у возрастает, и с к <0, если у убывает (мы для про¬ 
стоты считаем, что у > 0), часто принимается в первом приближении при 
исследовании многих процессов, а иногда она оправдывается с большой юч- 
ностью 

В уравнении (23) разделяются переменные, откуда 

~ — кйх, 1п I г/1 = /гл:-{-1п С, у = Се^^. 

У 

Если имеется также начальное условие у{Х(,) = уо, то получаем 

Уо~Се^^\ С = уое~^^\ т. е. у = у^е^ (24) 

Итак, решение уравнения (23) представляет собой экспоненту, т. е, пока¬ 
зательную функцию (п. 1 27). Для решения характерно, что если придавать х 
значения, образующие арифметическую прогрессию с разностью Ах, то соот. 
ветствующие значения у образуют геометрическую прогрессию со знаменате. 
лем е^^^ Легко найти, каково должно быть Ах, чтобы у менялся (увеличи¬ 
вался или уменьшался) каждый раз вдвое. Для этого должно быть 

]йДх| = 1п2, т. е. = (2'3) 

I ^ I 

Если к > о, то формула (25) показывает экспоненциальное нарастание 
величины у. Так получится, например, при исследовании процесса размно¬ 
жения бактерий в питательной среде, пока их там не слишком много. При- 
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мем, что все они размножаются более или менее независимо друг от Друга; 
это—так называемый закон органического роста, характерный для всевоз¬ 
можных цепных реакций Тогда получаем, что скорость нарастания количе¬ 
ства и этих бактерий, измеренного в каких-то единицах, пропорциональна 
ѳтому количеству, т. е. 

^■=ки; « = 

Аналогично исследуются задача о непрерывном нарастании вклада в сбер¬ 
кассе и другие подобные задачи 

Если к < О, то формула (24) показывает экспоненциальное убывание вели¬ 
чины у Так получится, например, при исследовании процесса радиоактивного 
распада. Если принять, что различные участки распадаются независимо друг 
от друга, то получаем, что скорость убывания еще не распавшейся массы т 
радиоактивного вещества пропорциональна текущему значению этой массы, т. е. 

<іпі —па —іл 


■ — — рт, 


т = тое~^ 


Отметим, в частности, что в силу формулы (25) за время = значе¬ 
ние т уменьшается наполовину; это — период полураспада. Так, для радия 
он приближенно равен 1,8-10* лет, другими словами, если бы запасы радия 
не пополнялись, то через 1,8-10* лет 
осталась бы половина на'ального запаса, 

еще через 1,8-10* лет — четверть началъ- М. __|_ _ 

ного запаса и т. д. ^ і _ ' 

Аналогично исследуются убывание 
атмосферного давления с высотой, про- — і 
цесс разрядки конденсатора через со- ^[ ' 

противление и многие другие задачи _ / _ 

Иногда рассматриваемое уравнение 
можно более или менее просто преоб- ^ 

разовать к виду (23) Например, согла- р ояд 

сно п, VII 1.7 при включении постоян¬ 
ного напряжения и в цепь, обладающую 

сопротивлением и индуктивностью і, ток I удовлетворяет уравнению 

^^^^р>і = и (26) 

аі 

Это—линейное неоднородное уравнение, которое можно проинтегрировать 
(решить) по методу п. 4. Но проще преобразовать уравнение так: 


откуда 






Особенно просто получится, если в начальный момент, за который мы 
примем ^ = 0, тока в цепи не было. Тогда = = 0 и 

График полученной зависимости показан на рис. 286. Мы видим, что ток 
при і —► 00 экспоненциально приближается к предельному стационарному 
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и 


значению . Это же значение легко найти из самого уравнения (26), если 

йі 


заметить, что в процессе установления тока, при I 

и 


00 , будет 


йі 


0 . 


и потому в пределе Яі = и, ^ = -пі т. е. когда ток практически установился, 

И 

все напряжение расходуется только на сопротивление /?. Отклонение тока 
от предельного значения уменьшается в два раза за время 

1п 2 ^ 


К 


1п2. 


То, что в формуле (24) в основании получается именно число е, и есть 
основная причина значения этой константы в математике и ее приложениях. 

6. Интегрирование полного дифференциала. Дифференциальные 
уравнения первого порядка часто рассматривают взамен формы (13) 
в симметричной форме 

Р(х, у)аx-\-^{x, у)ау = 0, (28) 

где Р(х,у) и Я{х^у) —заданные функции, а функциональная зави¬ 
симость между X и у неизвестна. Легко перейти от одной формы 
к другой: например, чтобы перейти от (28) к форме (13), надо обе 

р 

части (28) разделить на ^(іx, а затем перенести ~ в правую часть. 

Форма (28) предпочтительнее в тех случаях, когда переменные х 
и у более или менее равноправны и заранее не требуется, чтобы 
именно у считался функцией лг, а не наоборот. 

В частном случае, когда левая часть уравнения (28) представляет 
собой полный дифференциал некоторой функции, т. е. 

Рйx-\-^йу^йи{x, у), (29) 

это уравнение (28) легко проинтегрировать. Действительно, тогда 
его можно переписать в виде (1и = 0 и, интегрируя, получим общее 
решение 

и(х,у) = С, (30) 


где С—как всегда, произвольная постоянная. 

Вопрос о том, когда существует такая функция и(х,у), был 
рассмотрен в п. XIV.24. В данном случае зависимости от г нет 
и Р = 0, так что из условий (XIV.99) остается только одно: 


ду дх * 


(31) 


Это условие необходимо и достаточно для того, чтобы левая 
часть уравнения (28) была полным дифференциалом. При этом функ¬ 
ция и{х, у) строится по формуле (XIV.97), где, конечно, под знаком 
интеграла должно быть отброшено последнее слагаемое. Как указа- 
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но в п, ХІѴ.24, если область лжогосвязиая, то функция и получится, 
вообще говоря, многозначной. Однако формула (30) и в этом случае 
дает общее решение уравнения (28). 

Рассмотрим, например, уравнение 

{х^-{-2ху) (1х-{-{х^ — у^)(1д = 0. (32) 

Здесь 

дР д{х^-\-2ху) „„ д^_д(x^—уЗ) 

ар" ду ~ ’ ах “■ дх 


т. е. условие (31) выполнено. Для построения функции и по формуле 
(кіѴ.97) выберем для определенности точку Мо в начале координат, а 
путь, соединяющий с текущей точкой 
М {х\ у), —как на рис. 287. Получаем 

и{х,у)= ^ [{х^-\-2ху)(іх-\-іх^—у^)(Іу] = 

МвМ 

«= ^ [{х^-\-2ху)(іх-\-{х^—у^)(іу]-\- 

МоМ> 

+ 5 [{х^ + 2ху)(іх + {х^—у^)(іу]. (33) 287. 

М'М 

в первом интеграле надо положить у = 0, (іу—0, тогда как во втором 
считать х=соп8І:, йх — О (почему?). Отсюда 






М„ 


М’ 


у 

и{х, у) = ^ х^с1х-\-^ {х^ — у^)(1у = ^-\-х^у— 


Итак, общее решение уравнения (32) имеет вид 


Т+’^'У 


4=с. 


(34) 


Проведем аналогичное исследование уравнения 

уйх х(іу 


(35) 


которое, впрочем, легко проинтегрировать непосредственно, так как перемен¬ 
ные в нем разделяются. Это уравнение приходится рассматривать на всей 
плоскости, за исключением начала координат, как говорят, на плоскости с 
выколотым началом координат, так как при х==0, і/ = 0 оба коэффициента, 
Р и ^, имеют разрыв. Такая область, как указано в п. ХІѴ.24, иеодносвяз- 
ная (двусвязная). 

Для уравнения (35) условие (31) также выполняется (проверьте!). Для 
построения функции и по формуле (XIV.97) выберем точку где угодно, но, 
конечно, не в начале координат, например Мо(1; 0). Проведя выкладки, 
аналогичные (33), (34), и считая сначала, что х > О, получим (проверьте!) и-= 

= агс1§-^. Эта же функция удовлетворяет соотношению (29) и при х < 0; 

однако если ее рассмотреть во всей плоскости х, у, то она будет иметь разрыв 
Па прямой х=0. Чтобы избавиться от него, можно положить 

«=Агс 1:8-^ = Ф (полярному углу). 
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Правда, эта функция неоднозначна: даже если в некоторой точке М Ф О вы¬ 
брать какое-либо одно значение ф, а затем заставить М обойти вокруг начала 
координат, то ф получит приращение 2л;. Тем не менее общее решение урав¬ 
нения (35) имеет вид 

Агсіё-|-=С, т. е. -|. = 1§С = Сі, у = С^х, 


где Сі —произвольная постоянная; геометрически получаем семейство всевоз¬ 
можных прямых, проходящих через начало координат. 

Бывает так, что для уравнения (28) условие (31) не выпойнено, т. е. левая 
часть этого уравнения не является полным дифференциалом, но становится 
им после умножения на некоторый известный множитель. Например, левая 
часть уравнения — у (іх-\-х йу = Ь не удовлетворяет условию (31), но начинает 


удовлетворять после умножения обеих частей на множитель 


1 


+^2 


(см. (35)). 


Такой множитель называется интегрирующим множителем для рассматри¬ 
ваемого уравнения (28). Никаких общих способов для его нахождения нет; 
интегрирующий множитель используется в некоторых теоретических исследо¬ 
ваниях. 

7. Особые точки и особые решения. Бывает, что для уравнения, запи¬ 
санного в форме 

у'^Цх, у) (36) 


(см. уравнение (13)) или 

Р{х, у)(іx-\-^{x, у)(іу — 0 (37) 


(см. уравнение (28)), через некоторые точки на плоскости х, у проходит более 
одной интегральной линии или не проходит ни одной такой линии. Эти точки 
называются особыми точками для рассматриваемого уравнения. Они могут 
быть либо изолированными, либо заполнять целые особые линии. 

Начнем с исследования уравнения (36) на простом частном примере 

(/' = (/“ (а>0), (38) 


причем будем считать г/^0. Уравнение (38) легко интегрируется: 

р = г(х, ^^ = х—С{аф\), 1пг/ = х—С (а = 1); (39) 


мы написали —С взамен +0 для удобства дальнейших рассуждений; это 
несущественно, так как само С может быть любого знака. Будем различать 

два случая. 

1. а > 1. Тогда решение (39) можно запи¬ 
сать в виде 

1 1 СОПЗІ 



(а—1)' 


1 

,а-і 


(С — X)' 


1 

,а-і 


{С-хГ 


откуда следует, что если х меняется от —оо 
до С, то у возрастает от нуля до бесконеч¬ 
ности. С изменением константы С график сдви¬ 
гается вдоль оси X. Получающееся семейство 
интегральных линий изображено на рис. 288. 
Сама ось х также является интегральной ли¬ 
нией; она получается в пределе при С—*■ оо. Как видим, в данном случае 
через каждую точку верхней полуплоскости проходит единственная интег¬ 
ральная линия. На данном примере видно также, что решение у[х) может 
существовать не на всей оси х, а лишь на некоторой ее части —в данном 
примере на интервале — оо < х < С. 
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При а = 1 получается аналогичная единственность (проверьте!). 
2. 0<а<1. Тогда решение (39) можно записать в виде 

1 I 1 

г/ = (1-а)^-“(х-С)^-“ = сопз1 (х-С)^-“ 


(40) 


откуда следует, что если х меняется от С до оо, то ^ возрастает от нуля до 
бесконечности. Получающееся семейство интегральных линий изображено на 
рис. 289. Ось X и здесь является интеграль¬ 
ной линией, что, видно из уравнения (38); од¬ 
нако она не получается из формулы (40) ни 
при каком С. Через каждую точку оси х в 
данном случае проходит по две интегральные 
линии—сама ось х и кривая, т. е. единствен¬ 
ность решения задачи Коши, которая для урав¬ 
нения первого порядка сводится к задаче 
о проведении интегральной линии через за¬ 
данную точку плоскости, в точках оси х на¬ 
рушается. 

Чем «провинились» точки оси х в этом втором случае, что они стали 
особыми, можно увидеть, вычислив производную от правой части уравнения 
(38) в этих точках, т. е. при у = 0 

(при а> 1); == 1 (при а=1); = со (при а<1). 



Поэтому для о < а < 1 при подходе к оси х поле поворачивается так быстро, 
что интегральные линии успевают дойти до нее на конечном расстоянии, а не 
на бесконечности, как на рис. 288. 

Итак, мы видим, что в рассматриваемом случае не выполнены условия 
теоремы Коши (п. 3) о существовании и единственности решения, в которой 

требовалась конечность производной . И в других случаях, если ^ 

перестает быть конечной, через Л4о может, хоть и не обязательно, пройти 
более одной интегральной линии. 

В частности, если обращается в бесконечность на некоторой линии 

(і) и сама эта линия является интегральной, то, как правило, через каждую 
точку (I) проходит, кроме (і), еще по крайней мере одна интегральная линия. 
В этом случае {Ь) является особой интегральной линией, т. е. интегральной 
линией, все точки которой особые, а соответствующее решение, графиком 
которого служит особая интегральная линия, называется особым реиіением. 
Обычно оно не входит в состав общего решения, т. е. не получается из по¬ 
следнего ни при каком значении произвольной постоянной. Так, в примере 
(38) при о < а < 1 ось х служит особой интегральной линией, а функция 
У^О —особым решением (почему?). 

К особому решению можно подойти с иных позиций. Из рис. 289 видно, 
что в данном случае ось х служит огибающей (п. XII.5) семейства интеграль¬ 
ных линий. Так и в общем случае огибающая семейства интегральных линий, 
если она имеется, является интегральной линией, так как она всюду идет 
вдоль поля, и в то же время особой, так как через ее точки проходят и 
другие интегральные линии. Поэтому если удалось найти общее решение 
в форме Ф (х, у, С) = 0, то на основе п. XII.5 для нахождения особого ре¬ 
шения надо исключить С из уравнений 


Ф(х, у\ С) = 0, Ф'с(х, у; С): 
(Проделайте это с решением (40).) 


: 0 . 


(41) 
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Перейдем теперь к уравнению (37), причем для простоты предположим, 
что функции Р, ^ непрерывны, а их частные производные первого порядка 
конечны. Так как уравнение (37) можно переписать в форме 


Ріх.У) 

ах- ^іx,у) ау- Р{х,у)' 


(42) 


то применима только что упомянутая теорема Коши об уравнении (36), т. е. 
нерез каждую точку (Хо, Уо), в которой ^ (хо, Уо) ф О или Р (дсо, Уц) Ф О, 
проходит единственная интегральная линия. (Для применения теоремы 
Коши достаточно обозначить через ^{x, у) ту из правых частей (42), ^ кото¬ 
рой знаменатель не равен нулю.) Если же 

Р Уо)~^’ ^ (хоу Уо)~^у (43) 

то в точке Мо {х^, у^) уравнение (37) перестает связывать йх и йу, т. е. поле 
направлений в такой точке не определено. Поэтому особые точки для урав¬ 
нения (37) определяются соотношениями (43). 





а) 






Рис. 290. 

Особые точки дифференциальных уравнений: 

а) узел: у еіх — х е1и=0, у~Сх: 

б) узел: 2у іх — х йу=0, у — Сх^\ 

в) седло- у сіх+х ду=0, ху = С: 

г) центр. X дх + уду=0, х^ + у^ = С\ 

д) фокус: (х+у) дх — {X — у) ду-О, р = Се'^ 

(в полярных координатах). 


Несколько простых наиболее распространенных примеров особых точек 
вместе с их наименованиями показаны на рис. 290. (Проверьте правильность 
указанных там общих решений и изображения семейств интегральных линий.) 
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Во всех этих примерах особой точкой служит начало координат. В примерах 
а, б и 5 через особую точку проходит бесконечное количество интегральных 
линий, в примере в—две такие линии и в примере г — ни одной. Отметим, 
что в примерах а, б и в сами оси координат также служат интегральными 
линиями. При интегрировании уравнения рис. 290, д полезно предварительно 
перейти к полярным координатам. 

8. Уравнения, не разрешенные относительно производной. Уравнение 

Р У, У')=0 (44) 

отличается от разобранного в п. 3 уравнения (13) тем, что в данном случае 
у' является неявной функцией х, у. Характерной чертой неявных функций 
является то, что они, вообще говоря, многозначные (п. 1.20). Поэтому если 
уравнение (44) разрешить относительно у' 

(в принципе, так как практически это мо¬ 
жет быть затруднительно), то получится 
несколько решений; 

у' іх. У). 

У' = и(х, у), .... у' = !кіх. У). (45) 

любое из которых удовлетворяет уравне¬ 
нию (44). 

Каждое из уравнений (45) задает на 
плоскости поле направлений и имеет семей¬ 
ство интегральных линий, заполняющее 

плоскость (п. 3). Поэтому в той части пло¬ 
скости, где уравнение (44) имеет к реше¬ 
ний относительно у', оно определяет к по¬ 
лей направлений, наложенных друг на 
друга, и через каждую точку проходит к интегральных линий, т. е. началь¬ 
ное условие «(хо) = уо определяет к решений (см. рис. 291, где принято 
й = 3). 

Подобно п. 7, уравнение (4^ может иметь особые точки, особые линии 
и особые интегральные линии. Так как из уравнения (44) 

ду' _ Ру{х, у, у') 

Ру' (X, у, у’) 

(см. п. IX. 13), то в силу теоремы Коши (п. 3) такие точки и линии могут 
появиться, только если наряду с (44) имеет место равенство 

Р'іГ {X, у, у') = 0 (46) 

(конечно, если Ру ф оо). 

В частности, особое решение, если оно имеется, график которого является 
огибающей семейства интегральных линий, можно получить, исключая у' из 
равенств (44) и (46). Другой способ построения особого решения основан на 
формулах (41). 

9. Метод предварительного дифференцирования. В некоторых случаях 
уравнение (44) удается проинтегрировать после его предварительного диффе¬ 
ренцирования. Рассмотрим, например, уравнение 

х = /(П (47) 

или, как принято записывать, 

Х = !ІР) {р = У'Ь 















Рис. 291. 


(48) 
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Если продифференцировать обе части, получим 


С помощью этого равенства и формулы 



находим выражение для 


йу: 


йу = рйх=рі' (р)Лр, 

откуда 

У=^РѴ {Р)^р-\гС. (49) 

Равенства (48) и (49) вместе определяют функциональную зависимость 
между X а у в параметрическом виде (п. II.6), причем параметром служит р. 
Мы получили общее решение уравнения (47) в параметрическом виде. Анало¬ 
гично решается уравнение у=с=\(у') (проверьте!). 

Несколько более сложным является уравнение Лагранжа 

У = !{у')х-{‘ё(у'), т. е. У = НР)х-{‘ё{р) (Р = У% (50) 

линейное относительно д: и но нелинейное в основном значении этого слова 
(П. 4). После дифференцирования получаем 

йу = рйх = !' (р) Лрх-{‘1 (р) (1х-{‘ё' (Р) <^Р* 

т, е. 

(Іх 

[р-/(р)]^=Г (р)х+^' (р). 


Если ^{р)Ф р, то после деления на р — / (р) получается линейное урав¬ 
нение (см. уравнение (19)), в котором х рассматривается как функция от р. 
После интегрирования этого уравнения получим равенство вида х = д:(р; С), 
которое вместе с (50) даст общее решение исходного уравнения в параметри¬ 
ческом виде. 

В частном случае, когда /(р)^р, уравнение (50) называется уравнением 
Клеро по имени французского математика А. Клерб (1713—1765), впервые 
рассмотревшего его в 1734 г,; оно имеет вид у=‘Ху'-\-ё{у')< т. е. 

У = хр + ё{Р) (Р = Р')- (51) 

Предварительное дифференцирование дает рйх~р йх-^^хАр-^^-ё' {Р)<^Р 

Ар[х^ё'(.Р)] = ^‘ (52) 

Приравнивая нулю первый множитель, получим в силу (51) 

р=С, т. е. у = Сх-\-ё{.С). (53) 

Это — общее решение уравнения (51), 

Приравнивая нулю второй множитель в левой части (52), получим 

х=~ёЧр), У = хр-]гё{Р)=^—Рё'ІР) + ёІР)- (54) 

Значит, получилось еще одно, особое решение уравнения (51), определенное 
в параметрическом виде. Геометрически формула (53) задает семейство пря¬ 
мых (почему^), а формулы (54)—огибающую. (Проверьте последнее утвержде¬ 
ние, Исходя из уравнения (53).) 
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Например, уравнение у = ху' — у'^ имеет общее решение 

у = Сх —С® 


(55) 


и особое решение, графиком которого служит огибающая семейства прямых 
(55). Для ее отыскания проди(^еренцируем по С обе части (55), что 


даст 


0 = д:—2С. 


Исключая С из двух последних формул, 
получим с=, т. е. 



2 і “ 4 ’ 


Соответствующие интегральные линии по¬ 
казаны на рис. 292. 


§ 3. Уравнения высших порядков 
и системы уравнений 



10. Уравнения высших порядков. Рис. 292 

Общие понятия, относящиеся к таким 

уравнениям, были приведены в п. 2 (уравнение (5), общее реше¬ 
ние (8) или (9), начальное условие (И)). Впрочем, как и для 
первого порядка, уравнение порядка п обычно бывает проще иссле¬ 
довать, если оно задано в форме, разрешенной относительно стар¬ 
шей производной; 

у'"'=/{Х, у, у\ 

В частности, на эту форму непосредственно распространяется тео¬ 
рема Коши (п. 3): начальные значения (И) определяют одно и 
только одно решение^ если при этих значениях функция / непре¬ 
рывна и имеет конечные производные первого порядка по 
У, у', ... , 

Рассмотрим вопрос об интегрировании этих уравнений в квадра¬ 
турах; в случае уравнений высшего порядка интегрирование удается 
довести до конца еще реже, чем для уравнений первого порядка. 
Основным способом формального интегрирования нелинейных урав¬ 
нений высшего порядка (о линейных уравнениях мы будем говорить 
особо в § 4) является метод понижения порядка, т. е. переход к 
равносильному уравнению низшего порядка. Как правило, чем ниже 
порядок уравнения, тем оно проще. Кроме того, бывает, что после 
одного или нескольких понижений порядка мы переходим к уравне¬ 
нию первого порядка одного из интегрируемых типов (п. 4); тогда 
интегрирование удается довести до конца. Рассмотрим некоторые 
Частные способы понижения порядка; некоторые другие способы 
указаны в [22]. 

1. Пусть, например, задано уравнение второго порядка 
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Для его интегрирования заметим, что левую часть можно переписать 
в виде 

у''Л-уу"^{уу'У, 

откуда 

(і/у')' = 0; уу'^С^і у^у-С-^йх]-^ = С^х-\-С^ (общее решение). 
Другое уравнение 

легко проинтегрировать аналогичным образом, если предварительно 
разделить обе части на у'^: 



1п I у! = С^х 1п у = (общее решение). 


Как говорят, после деления на у^ мы получили интегрируемую 
комбинацию: «точная производная)) приравнена к нулю. Аналогич¬ 
ный прием иногда применяется и в других примерах. 

Дальнейшие случаи понижения порядка мы будем для простоты 
излагать для уравнений второго порядка общего вида 

у, у', Л = 0. (56) 

2. Пусть в уравнении (56) не присутствует у, а только произ¬ 
водные от него, т. е. мы имеем уравнение вида 

у', /) = 0. (57) 

Тогда вводят обозначение у'=р—р{х) и из (57) получится 

^{х, Р, р') = 0, 

т. е. уравнение первого порядка. Если нам повезет и удастся его 
проинтегрировать, то получим общее решение уравнения (57) 

р = ф {х; Сі); г/' = ф (лг; С^); і/ = ^ ф (лг; С^) дх + С^. 

3. Пусть в уравнении (56) не присутствует лг, т. е. мы имеем 
уравнение 

^{у. у', /)=0. (58) 

Тогда также обозначают у'=р, но рассматривают р как функцию 
от у. При этом в (58) нельзя подставлять просто у"=р\ так как 
тогда р' означало бы производную от р по л:, а не по у. Поэтому 
пишут 

и" = = = 

^ йх йх йу'йх ^ йу ' 

Из уравнения (58) получим 

р[у, Р.Р%)=« 
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т. е. уравнение первого порядка. Если его удастся проинтегрировать, 
то МЫ сможем найти общее решение уравнения (58) 

р = ^{у] Сі); д| = ф(і/; Сі); + 

4, Пусть левая часть уравнения (56) однородна относительно 
неизвестной функции и ее производных, т. е. (см. п. IX. 12) 

іу, іу\ іу")^і''П{х, у, у', у"). (59) 

В этом случае порядок понижается после подстановки 


= и = и{х), 


откуда 


у' = иу, у'* = и'у'\- иу' = и'у 4-и-иу — Ы' 4- и^) у, 

У, У«, У{и' + и^)) = 0, Р{х, 1, и, и'-\-и^)^0] 

в последнем переходе мы воспользовались свойством (59). Если 
полученное уравнение первого порядка удастся проинтегрировать, то 

У' 


а = ц){х] Сі); 


У 


Ф(л;; Сі); 


1п 1 1 /1 = 5 ф (л;; Сі) дх + 1п С^; у = 

И. Связь уравнений высшего порядка с системами уравнений первого 
порядка. От уравнения высшего порядка (5) всегда можно перейти к равно¬ 
сильной системе п уравнений первого порядка с п неизвестными функциями. 
Для этого надо обозначить 

-1» =, 


■Уп- 

\ 


(60) 


У = Уі.. у =У2 у •••. г 
Тогда в силу уравнения (5) можно написать 

У[ = У2, 

Уа = Уз. 

. І (61) 

Уп-і = Уп> 

р (X. Уі. Уі, ... , Уп. У'п) = 0. ) 

Система (61) имеет специальный вид. Общий вид системы первого по¬ 
рядка, например, из трех уравнений с тремя неизвестными функциями таковз 

Рі{х, уі, У2, Уз, у[, у;, Уз) = 0, ч 

р 2 (х, Уі. У 2 , Уз, у\, у\, Уз)=^> > (62) 

Ргіх, Уі. У 2 , Уз, У\, У'і, Уз) = ^’ ) 

Обратно, из системы (62) можно перейти к одному уравнению (в данном 

случае третьего порядка) с одной неизвестной функцией, например уі. По¬ 
этому общее решение системы (62) содержит три произвольные постоянные: 

Уі —фі(-^', Сі, Са» Сз), У2~^2Іх‘, Сі, Са» Сз), 

Уз — ^зіх'і Сі, Са, Сз). 
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Для указанного перехода надо каждое из уравнений (62) продифферен¬ 
цировать два раза и из полученных девяти равенств, считая вместе с равен¬ 
ствами (62), исключить восемь величин у^, у^, у', у'^, у"» Уз> У'і * У'^’ После 
интегрирования получается общее решение Уі—Фі(х; Сі, Сд, Сз), из кото¬ 
рого Уз и Уз находятся уже без интегрирований на основе упомянутых 
равенств. 

Систему уравнений любого порядка можно преобразовать в систему 
уравнений первого порядка с помощью обозначений, аналогичных (60). На¬ 
пример, система двух уравнений, третьего порядка относительно одной 
неизвестной функции и второго порядка относительно другой, эквивалентна 
системе из пяти уравнений первого порядка с пятью неизвестными функ¬ 
циями; общее решение в этом примере содержит пять произвольных по¬ 
стоянных. 

12. Геометрический смысл системы уравнений первого порядка. 

Рассмотрим для простоты случай системы из двух уравнений пер¬ 
вого порядка с двумя неизвестными функциями ^/^(л;) и 


Рііх, Уі, Уі, У'и і/г) = 0, 1 
Уі, Уи і/а) = 0- ) 


(63) 


Если эту систему до интегрирования удастся разрешить относительно 
у[ и Уі, то она примет более простой вид 


Уі —/і (-^1 Уъ (/г)» 

Уіі У^)\ I 


(64) 


тогда говорят, что система записана в нормальной форме. 

Решением системы (63) или, что то же, (64) называется, 
конечно, пара функций 

Уі = Уі{х), У2=^Уі{х), (65) 

обращающая оба уравнения в тождества. В соответствии с п. И 
в общее решение входят две произвольные постоянные, т. е. оно 
имеет вид 

Уі~Уі{'^'* ^іі ^а)> Уъ^Уъ^^' ^і> ^а)" 

Система уравнений (64) и ее решения (65) имеют простой геометрический 
смысл, для выяснения которого надо рассмотреть трехмерное пространство 

Уи Уі- Тогда формулы (65) определят линию в параметрическом виде 
(п. VII. 23), причем здесь параметром служит сам х (можно дописать ра¬ 
венство х = ху, она называется интегральной линией системы уравнений (64). 
Если для произвольной точки М в пространстве (рис. 293) подсчитать зна¬ 
чения правых частей системы (64), то мы будем знать направления касатель¬ 
ных к линиям Уі = Уііх) и У 2 — У 2 ІХ), т. е. к проекциям интегральной 
линии, и тем самым сможем узнать направление касательной к самой интег¬ 
ральной линии, если она проходит через М. Значит, система (64) задает 
поле направлений в пространств х, у^, у^, а интегральная линия—это 
линия, в каждой своей точке идущая «вдоль поля», т. е. линия, в каждой 
точке которой касательная имеет направление, заданное этим полем 
(ср. с п, 3). 

В системе (64) переменные уі и Уа равноправны, а переменная х имеет 
иное значение. Бывает, что все три переменные равноправны, так что любую 
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ИЗ них можно принять за независимую) тогда систему уравнений предпочи¬ 
тают записывать в симметричной форме, например. 


йх _ ду _ йг 

Р{х, у, 2 )~р{х, у, г)~Я (х, у, г) * 


( 66 ) 


От формы (66) легко перейти к форме (64) и наоборот (как?). 

Геометрический смысл системы (66) аналогичен описанному выше. Так 
как вектор йг=йх\~\-йу\~\-йгк в любой заданной точке М (ж; у, г) в силу 
соотношений (66) должен быть парал¬ 
лелен известному вектору 
(почему?), то задача об интегрировании 
системы (66)—это задача о построении 
линий в пространстве, имеющих в каж¬ 
дой своей точке заданное направление. 

Из геометрического смысла систе- 
*іы (64) вытекает, что для однозначного 
определения интегральной линии надо 
задать точку М^{х^\ у^о) в про¬ 

странстве, через которую эта линия 
должна пройти. Другими словами, на- 
чальное условие 

Уі{ч) = Уѵі, Уі(Хо)=^У2о 
однозначно определяет решение систе¬ 
мы (64). Конечно, как и в п. 7, и здесь 
возможны особые точки и особые ли¬ 
нии, которые распознаются в общем 
подобно п. 7. В частности, для систе¬ 
мы (66) особой точкой является всякая 

точка, в которой все три знаменателя обращаются в нуль, т. е. вектор 
Рі -1-(3]4*/?к обращается в нуль-вектор, не имеющий определенного направ¬ 
ления. 



Рис. 293. 

(і.) — интегральная линия. 


Система первого порядка в нормальной форме с любым числом 
уравнений имеет общий вид 

У'і=/ііх, Уі, У 2 , ••• > Уп)> " 

Уі ~/а Уі> У. .> 

Уп~/пі^* Уі* У2) ••• » Уп)' ^ 

Решение ее — это система функций 

Уі^Уііх), У2^У2І^)> ^ Уп = Упі^)- 

Общее решение содержит п произвольных постоянных. 

Для однозначного определения частного решения можно задать началь¬ 
ное условие 

Уіі^о) — Уіо* У 2 І^о)~Уіо» •••! Уп(^о) — Упо- (69) 

Коши доказал, что условиям (69) удовлетворяет ровно одно решение сис¬ 
темы (67), если при значениях х = Хо, Уі — Уіо> • • • . Уп — Упо правые части сис¬ 
темы (67) непрерывны, а их производные по переменным уі, уа. ••• • Уп 
Конечны. 


(67) 


( 68 ) 
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Геометрический смысл системы (67), решения (68) и условий (69)—это 
соответственно поле направлений, интегральная линия и точка, через которую 
должна пройти эта линия в (« +1)-мерном пространстве х, уі, у^, ... > у^ 
(п VII.18). 

Если правые части системы (67) не содержат независимой переменной х, 
то эта система называется автономной', оказывается, что ее решения удобнее 
рассматривать в «-мерном пространстве у^, , у,,, называемом фазовым 

пространством. Мы ограничимся для простоты случаем п = 2, будем обо¬ 
значать независимую переменную буквой і и истолковывать ее как время, а 
искомые функции взамен у^, у^ будем обозначать х, у, так что х=^х{1), 
у — у(1). Вместо (67) тогда получится система уравнений 

% = Р{х.у). = 

Если умножить первое уравнение на і, второе—на ], а затем произвести 
почленное сложение, мы получим векторное дифференциальное уравнение 

^ = А(х. у) ( = А(г)), (70) 


где к—Р{х, у)\■\-^{x, у)і — заданное векторное полена фазовой плоскости 
X, у. Так как ^ — это вектор скорости (п. VII.23), то на плоскости х, у 


оказывается заданным поле скоростей, а решение т {і) — х{і)\-\- у {і) ] опре¬ 
деляет закон движения точки на плоскости, при котором эта точка в каждом 
своем положении имеет скорость, заданную для этого положения. Несколько 
вольно можно представлять себе, что уравнение (70) задает на фазовой плос¬ 
кости поток жидкости, а решениям отвечают законы движения частиц этой 
жидкбсти. Автономность уравнения (70) означает, что рассматриваемый поток 
стационарный, а потому различные траектории не имеют друг с другом 
общих точек. 

Запишем, например, уравнение (4) в виде автономной системы первого 
порядка 


йу 

Ш 


= ѵ. 



—ку; 


(71) 


здесь у и V —координата и скорость колеблющейся точки. В курсе физики 
выводится выражение для полной энергии колеблющейся точки 


Мѵ^ ку^ 
~2 


(72) 


(продумайте эту формулу). При свободных колебаниях без трения энергия 
должна сохраняться. И действительно, в силу (71) 

^ = Мѵ^^ + ку^^ = -куѵ+куѵ=0-. 

это—математическое доказательство закона сохранения энергии в данном при¬ 
мере. Таким образом, Е = сопз1 для любого решения системы (71), т. е. дви¬ 
жения в фазовой плоскости у, ѵ происходят по эллипсам, причем разным 
эллипсам отвечают колебания вокруг положения равновесия с различной 
амплитудой (рис. 294). 

13. Первые интегралы. Рассмотрим для определенности систему из трех 
уравнений первого порядка вида (62). Всякое соотношение вида 

Ф (^1 Уѵ У2> У'і> ~ о, ( 73 ) 
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обязанное тождественно удовлетворяться для любого решения системы, назы¬ 
вается первыя интегралом этой системы уравнений; здесь С — постоянная, 
вообще говоря, различная для различных решений. Знание первого интеграла 
дает возможность понизить число 
уравнений в системе на единицу: 
например, если из (73) выразить у^ 
через все остальное и подставить 
результат в первые два уравне¬ 
ния (62), то получится система из 
двух уравнений первого порядка 
с двумя неизвестными функциями 
и Уі. Если ее проинтегриро¬ 
вать, т. е. найти уі (дс) и у^ (Д(^), 
то Уз{х) можно будет найти без 
интегрирований из равенст¬ 
ва (73), 

Аналогичным образом знание 
двух независимых первых интег¬ 
ралов позволяет понизить число 
уравнений на два, а три незави¬ 
симых первых интеграла (т. е. таких, что ни один из них не является след¬ 
ствием остальных) 

Фі(л:, Уі, г/з. Уз'. Сі) = 0, I 

Ф 2 (>^, Уі, Уз- Уз'. С 2 ) = 0, V 

^3 (^, Уі, Уз» Уз‘> Сз) = 0 / 



дают общее решение системы (62), записанное в неявной форме. 

Иногда первые интегралы удается найти, выводя из заданных уравнений 
системы интегрируемые комбинации. Например, для системы 


У' = У+2, 1 

2'=—У + 2 ) 


(74) 


легко получить такую комбинацию: 

уу' + гг' ==у{у + г) + г {~у+г) = у^ + г\ 

т. е. 

^{У^+г^У = у^ + г^ (У^ -1- 2^) = 2д: -Ып С, 

и окончательно имеем первый интеграл 

у"^ г^ = Се^^. 


Из него видно, например, что при х. —>■ оо решение уходит в бесконеч¬ 
ность, а при X —>■ — 00 решение стремится к нулю; и в других случаях бывает 
возможно сделать существенные выводы о поведении решений без полного 
интегрирования системы. Еще один первый интеграл для системы (74) можно 
получить, разделив одно из уравнений (74) на другое (проделайте это!). 

В некоторых случаях первые интегралы подсказываются физическими 
соображениями, чаще всего теми или иными законами сохранения. 

Например, формула (72), в которой Е играет роль произвольной постоян¬ 
ной С, служит первым интегралом системы (71), Выразив из него ѵ через у 
и подставив результат в первое уравнение (71), легко довести интегрирова¬ 
ние до конца (проделайте это!). 

Подчеркнем в заключение, что, как видно из предыдущего, наиболее 
естественно рассматривать системы, в которых число уравнений равно числу 
неизвестных функций; такие системы принято называть замкнутыми. Если 
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уравнений меньше, чем искомых функций, то система называется незамкну¬ 
той {недоопределенной)-, у такой системы избыточное количество неизвестных 
функций можно задавать произвольно. Чаще всего незамкнутость системы 
свидетельствует о том, что просто не все необходимые соотношения выписаны. 
Если уравнений больше, чем неизвестных функций, то система называется 
переопределенной; такая система обычно противоречива, т. е. не имеет реше¬ 
ний. Переопределенность системы обычно свидетельствует либо о ее зависи¬ 
мости, т. е. о том, что некоторые из уравнений являются следствиями ос¬ 
тальных и потому излишни, либо об ошибке при ее составлении. 


§ 4. Линейные уравнения общего вида 

14. Линейные однородные уравнения. Исследование линейных 
уравнений любого порядка во многом аналогично исследованию ли¬ 
нейных уравнений первого порядка (п. 4), хотя теперь уже получить 
решение в квадратурах в общем случае не удастся. Рассмотрим сна¬ 
чала для простоты уравнение второго порядка. Уравнение 

г" +р{х)г' -\-д{х)г = 0, (75) 

левая часть которого линейна относительно неизвестной функции и 
ее производных, называется линейным однородным уравнением. 

Обозначим для краткости левую часть уравнения (75) через 
Ь[г], т. е. в данном случае 

Ь[г]~г''-\-р{х)г'-\-д{х)г (по определению). 

Тогда уравнение (75) можно переписать в виде 

Ь [г\ = 0. 

Выражение Ь [г] обладает следующими свойствами: 

Ь [Н + г^] = {Н + -\-Р (^1 + + Я і^) (^і + г^) = 

=-{гІ+р {X) г[+д (л:) г{) + {гІ-\-р {х) г; + д {х) г^) = ^ [г^] ^ [г ^], 

ЬіСг] = СЬІг] (С = соп8І) (проверяется аналогично). 

О таких выражениях, называемых линейными операторами, мы упоми¬ 
нали в п. XIV. 26. 

Легко доказать следующие свойства уравнения (75). 

1, Сумма решений уравнения (75) будет решением того же урав¬ 
нения. Действительно, если г-^ и —два таких решения, т. е. 

Ь[ 2 :і] = 0 и Ц 22 і=: 0 , то Ь[г^ + г^] = С[г^]+С[г^]=0. 

Аналогично проверяется свойство 2; 

2. Если решение уравнения (75) умножить на константу, то по¬ 
лучится решение того же уравнения. 

Свойства 1 и 2 можно объединить так: линейная комбинация 
(п. VII.5) решений уравнения (75) будет решением того же уравне¬ 
ния. Например, если г^{х) и г 2 {х) удовлетворяют уравнению (75), 
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то и 

г = (л:) + Сз^з {X) (76) 

удовлетворяет тому же уравнению при любых постоянных С^. 

3. Тождественно нулевая функция удовлетворяет уравнению (75). 

4. Если известно ненулевое решение уравнения (75), то его порядок 
/ложно понизить на единицу. Действительно, пусть 2 і (дс)—такое решение; 
сделаем подстановку г — гіУ, где и = и{х) — новая неизвестная функция. По¬ 
лучим 

(г"и + 2 г;и' + гіи") + р (2и + 2іи') + О, 

21^" 4- ( 2 г^ 4 -ргі) и' -^-(2^ ^-р2^ + <721) и = О, 

Но так как Ь[ 2 і] = 0> то последний член отпадает и после подстановки 
и' = ѵ получаем 

гіу' + (2г'+р2і)у = 0, 


т. е. линейное однородное уравнение на единицу низшего, чем было, порядка. 
Доведем интегрирование до конца: 


дѵ 
V ' 


2г^+ргі 


~Р^і С 

- дх, 1п I у 1 = —2 1п 1 211 — \ р (х) дх-{- 1п Сз, 

и~сЛ±е-^‘’^^'‘‘'ах+Си 
г; Д г; 


(77) 


Функция, при которой стоит множитель Сз, является одним из частных ре¬ 
шений уравнения (75), так как она получается из общего решения (77), если 
положить Сі = 0, Сз=1. Поэтому если обозначить ее через 23 , то мы при¬ 
ходим к свойству 5: 

5. Общее решение уравнения (75) имеет вид (76), где и Сз — 
произвольные постоянные, а и —два частных решения этого 
уравнения. 

В этом свойстве в качестве могут быть взяты только два 

линейно независимых решения^ а не любая пара решений. Понятие 
линейной зависимости функций вводится подобно аналогичному поня- 
для векторов (п. VII.5): именно, несколько функций называ¬ 
ются линейно зависимыми друг от друга, если одна из них явля¬ 
ется линейной комбинацией остальных. В частности, две функции 
и ^3 (л;) линейно зависимы, если ^3 (л;) (л:), т. е. если 

они пропорциональны. Тогда формула (76) не дает общего решения. 
Так Как 

Сі2і 4 - С323 = Сі^і 4 - С3С21 = (Сі 4 - СзС) 2і (X) = Ог^ (х), 

где — постоянная; значит, хотя формально справа име- 

Ются две произвольные постоянные, но они не являются сущест¬ 
венными, т. е. их число можно уменьшить на единицу (ср. п. Х.2). 
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Все указанные свойства справедливы и для линейного однород¬ 
ного уравнения любого порядка 

+ = (78) 

за тем исключением, что общее решение, взамен (76), имеет вид 

^ = 1-^) (•'') “Ь • • • + (•''Ь (79) 

Здесь все С — произвольные постоянные, а — какие- 

либо линейно независимые решения уравнения (78). Совокупность п 
линейно независимых решений уравнения (78) порядка п называется 
фундаментальной системой решений. Таким образом, общее решение 
уравнения (78) есть линейная комбинация решений из фундамен¬ 
тальной системы с произвольными коэффициентами. В терминах 
пп. VII. 17 —19 можно сказать, что совокупность всех решений 
уравнения (78) образует п-мерное линейное пространство', фунда¬ 
ментальная система решений — это базис в этом пространстве. 

Отметим в заключение, что у уравнения (78) можно понизить 
порядок на единицу по методу п. 10 (тип 4), но это делают редко, 
так как после понижения порядка уравнение становится нелинейным. 

15. Неоднородные уравнения. Рассмотрим теперь линейное не¬ 
однородное уравнение 

у"-]-р{х)у'-]-д{х)у=^/{х). (80) 

В соответствии с п. 14 обозначим левую часть через Ьіу]. 

1. Знание какого-либо частного решения уравнения (80) позво¬ 
ляет свести задачу об интегрировании этого уравнения к задаче об 
интегрировании соответствующего (т. е. с отброшенной правой частью) 
однородного уравнения (75). 

Действительно, если У {х) — такое решение, то, сделав замену 

у=^У(х)+г, (81) 

гя&г — г(х) — новая неизвестная функция, получим 
Ь[1"+г]=/(л:), Ь[Г] + Ь[г)=/(л;). 

Однако Ь[/] =/{х) (почему?), и мы получаем уравнение (75) для г. 

Итак, общее решение линейного неоднородного уравнения (80) 
есть сумма какого-либо его частного решения и общего решения 
соответствующего однородного уравнения (ср. с решением линейного 
уравнения в п. 4). 

2. Если правая часть /{х) равна линейной комбинации, например, 
двух функций, т. е./(лс) =: аД (л;) + Р/з (л;) (а, р = соп5І), и известны 
какие-либо частные решения Уі(лг) и У^{х) уравнения (80) с правыми 
частями Д (л;) и Д (л;), то функция 

У{х) = аУ^{х) + ^У^{х) 

служит частным решением уравнения (80) с правой частью /{х). 
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Доказательство этого простого факта, который служит частным 
проявлением принципа суперпозиции (см. п. ХІѴ,26), мы предоставим 
читателю. 

3. Если известно общее решение однородного уравнения (75), 
то общее решение уравнения (80) можно найти с помощью квадратур . 

Это делается с помощью найденного Лзгранжем метода вариации 
произвольных постоянных следующим образом. Как мы знаем, общее 
решение уравнения (75) имеет вид (76). По аналогии с формулой (22) 
мы ищем решение уравнения (80) в виде 

У = Ц>і{х)г^{х) + ^^{х)г2{х), (82) 

где фі, Фг — некоторые неизвестные пока функции. Так как их две, 
а уравнение (80) одно, то для нахождения этих функций мы наложим 
на них еще одно дополнительное соотношение ((84)). 

Дифференцируя равенство (82), получим 

у' = (фі/, + + (фі^і + ф'г^з). (83) 

Потребуем, чтобы вторая скобка обратилась в нуль: 

Ф>1 4-Фг^з == 0. (84) 

Тогда при дифференцировании равенства (83) надо принимать во 
внимание только первую скобку, т. е. 

у” = (Фі^і + Фг^г) 4- (ф'і^і 4- Фг^г)- (85) 

Подставляем все полученные результаты (82), (83) и (85) в уравне¬ 
ние (80), конечно, не выписывая нулевой суммы. Эго даст (проверьте!) 

Фі (2і 4-М 4- 4" Фз {^2 4-М 4- дг^) 4- (ФІ4 4- =/ 

Поскольку функции удовлетворяют уравнению (75), то в 

последнем уравнении первые две скобки отпадают и оно превращается 
в равенство 

ф;0; + ф;2;=/(л;). (86) 

Итак, для нахождения ф^, фг у нас остались два соотношения; (84) 
и (86). Так как и /(лг) считаются известными, то получается 

система двух алгебраических уравнений первой степени с двумя не¬ 
известными: фі, Фз. Решая систему, мы находим эти неизвестные, 
а интегрируя, находим ф^, фд. 

Рассмотрим, например, простейшее уравнение вынужденных ко¬ 
лебаний, которое получится, если в правой части уравнения (3) 
добавить внешнюю силу Ріі). Разделив обе части уравнения на М, 
получим 

у'-Ь^оУ “/(^)» 

где обозначено ®о = 4"» 


(87) 
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Соответствующее однородное уравнение 

2^+ 0)22 = 0 (88) 

имеет, как легко непосредственно проверить, два решения, ^1 = соз оз^/, 
— и тем самым общее решение 

г = соз 0)^^ + Са 8ІП о)^^. (89) 

Отсюда видно, в частности, что о)^ — это собственная частота коле¬ 
баний рассматриваемой системы, т. е. частота колебаний при отсут¬ 
ствии внешних сил. 

Согласно формуле (82) решение уравнения (87) ищем в виде 

^ = Фі(0 созо)^^+ Ф2 (О 

Тогда уравнения (84) и (86) приобретают вид 
ф'і соз + фг 8ІП Юц/ = 0, 
ф'і (— Шо 8ІП Шо і) + ф'гО)^ соз 0)^^ =/ (^). ) 

Отсюда непосредственно находим 

ФІ (О = Ф 2 (О = —/ (О соз ©оЛ 

Шо Ш() 

При интегрировании здесь неудобно воспользоваться неопреде¬ 
ленным интегралом из-за наличия в нем неуточняемой произвольной 
постоянной; лучше нижний предел интеграла зафиксировать, например, 
положив его равным моменту / = 0 начала отсчета времени: 

I 

ф^(^) = ^ /{і) зіп ©о/ йі + Сі, 

о 

где —произвольная постоянная. Поскольку в правой части і имеет 
два смысла — переменная интегрирования и верхний предел, то лучше 
воспользоваться независимостью определенного интеграла от обозна¬ 
чения переменной интегрирования (п. XIV.3) и написать 

I 

Фі (О = — — ^/ ('Г) 8ІП «„т йх + Сі; 

о 

I 

Фг (О = ^/('Г) соз ©оТ ах + Са. 

о 

Подставляя в (90), получим 

і 

у = —соз © 0 ^ ^/ (т) зіп (ОцТ йх + 

о 

I 

+ — ЗІП (й^і ^ /(т) соз (»оТ ат + Сі соз (о^^ + СаЗіп 
о 
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Теперь внесем соз и зіпа)^^ под знак лнтеграла (этого нельзя 
было бы сделать, не переменив обозначения переменной интегриро¬ 
вания ^ на т) и объединим оба интеграла: 

і 

[ -/(Т) СОЗ ЗІП а)оТ-1-/{Т) ЗІП (И^І СОЗ СОдТ] 

V 

О 

Сі СОЗ Са 5ІП 

Отсюда получаем общее решение уравнения (87): 

( 

^ Г 5[п (йц (^ — т)/ (т) (іт Сі СОЗ -1- Са зіп со^^. (91 ) 

о 
о 


Произвольные постоянные и можно определить, например, из на¬ 
чальных условий 

І/(0) = {/о. І/'(0) = с'о- 

Подставляя в обе части (91) значение ^ = 0, получим у^ — С^. Чтобы исполь¬ 
зовать второе условие (92), надо продифференцировать равенство (91) по I, 
после чего подставить ^ = 0. При дифференцировании интеграла надо иметь 
в виду, что I входит в него дважды, т. е. (см. формулу (XIV.80)) 

I 

у' =7Г \ О>осозо)о(/ — т)/(т)гіт + 
о 
о 

+ [•~ЗІП«>(,(/— т)/(т)1 — СіЮоЗІПЮо/Ч-СаЮоСОЗЮо/^ 

і 

= ^ СОЗ ©о /1'^) ііт—Сі(Оо зіпі +Са©о соз 

о 

О0 = С2©о» 

©О 

Отсюда решение уравнения (87) при начальных условиях (92) 
і 

1 V 

У = —\ 8ІП©о(<—Т)/(т)гіТ-|-І/(,СОЗ© 0 ^-( - ?ЗІПЮо^ 

©о ^ ©о 

о 

Все указанные свойства справедливы и для уравнения 

-{-р {X) ^ (АГ) ^ + ... + у (ЛГ) ^ =/{х). (93) 

Метод вариации произвольных постоянных будет выглядеть так: 
в формулу (79) вместо С^, Сз, • • •, вздо подставить (л:), Ф 2 (а:), .. . 

ФпІ-^). после чего последовательно дифференцировать эту фор- 
^’улу, приравнивая на каждом шаге, вплоть до (п —1)-го, получаю- 
Щ,уюся группу членов с ф^ нулю; л-е соотношение получится из 
подстановки всех полученных выражений в (93). 
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4. Любое решение уравнения (78), а также (93) можно продолжить на 
любой интервал, на котором коэффициенты и правая часть не обращаются 
в бесконечность. Для нелинейных уравнений может получиться, что решение 
или его производные при таком продолжении уходят в бесконечность для 
конечного значения х. Простым примером этого служит уравнение (38) при 
а > 1 (рис. 288): здесь с росюм у поле направлений так быстро увеличивает 
крутизну, что интегральная линия поднимается в бесконечность, пройдя лишь 
конечное расстояние вдоль оси х. В отличие от этого для линейного уравнения, 
например, вида у' = Му решение у—Се^^ не может уйти в бесконечность 
при конечном х. 

16. Краевые задачи. До сих пор, для того чтобы выделить частное ре¬ 
шение из общего, мы пользовались начальными условиями, согласно которым 
искомая функция и ее производные задаются при каком-либо одном значении 
аргумента. Имеются и другие способы выделения частного решения из общего, 
которые встречаются в практических задачах. Все эти способы объединяет то, 
что количество дополнительных равенств, накладываемых на искомое решение, 
должно равняться числу степеней свободы (п. Х.2) в общем решении рассмат¬ 
риваемого уравнения, т. е. порядку этого уравнения. 

Эти дополнительные равенства в случае уравнения (5) порядка п можно 
записать в виде 

(^=1. 2» •••» п), (94) 

где Ок[у] — какая-либо заданная комбинация значений искомой функции у {х) 
и ее производных при, вообще говоря, различных значениях аргумента (точ¬ 
нее, О/^Іу] —это какой-либо заданный функционал, см. п. XIV.4), а щ —за¬ 
данные числа. Например, в случае начальных условий (11) Оь [у] означает 

(Хо). 

Если известно общее решение (8) заданного уравнения, то для нахождения 
требуемого частного решения надо выражение для общего решения подставить 
в условия (94), в результате чего получится система п уравнений с п неиз¬ 
вестными Сі, Сг, .... С„, 

Если 

+ [і/г] (^і* С2==соп5І), 

то условия (94) называются линейными', если к тому же все «^=0, то они 
называются линейными однородными. Если какие-нибудь функции, не обяза¬ 
тельно решения дифференциального уравнения, удовлетворяют линейным одно¬ 
родным условиям, то и их любая линейная комбинация тоже удовлетворяет 
этим условиям. Действительно, если, например, О^[уі] — 0 и О;^[і/ 2 ] = 0, то 

— [1/2] = ^1*0+^2•0 = 0. 


Разность двух функций, удовлетворяющих одинаковым неоднородным линей¬ 
ным условиям, удовлетворяет соответствующим однородным условиям (про¬ 
верьте!). 

В дальнейшем мы рассмотрим решение уравнения 

у"^-р{х)у'-\-у{х)у = !{х) (а<х<6 ) (95) 

при дополнительных условиях 

і/(а) = аі, у (6) = «2, (96) 

хотя все полученные общие выводы справедливы для линейных дифференциаль¬ 
ных уравнений любого порядка п при линейных дополнительных условиях (94) 
любого вида. Интервал (а, Ь), а также функции р (х), у (х) и /(х) будем считать 
конечными, что дает возможность считать любое решение продолженным на 
весь этот интервал, включая концы (п. 15, свойство 4). Условия вида (96), 
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наложенные на концах интервала, в котором строится решение, называются 
ираевыми условиями, а задача о решении дифференциального уравнения при 
заданных краевых условиях называется краевой задачей. 

Для решения краевой задачи мы исходим из вида общего решения урав¬ 
нения (95) 

і/(х) = К (д:)+Сі2і (л:)-ЬС222 (х) (97) 


(п. 15, свойство 1), где У (дс) — некоторое частное решение уравнения (95), 
а 2 і и 22 —два линейно независимых решения соответствующего однородного 
уравнения. Подставляя формулу (97) в условия (96), получим два соотношения 
для нахождения и Сг-' 

(о)-1-^222 (а) = 0 Сі У (а), | 
Сіг^{Ь)-{-С^г^(Ь)==а^-У {Ь), ( 


При решении этой системы двух алгебраических уравнений первой степени 
с двумя неизвестными могут представиться два случая (п. VI.4 и VI.6). 

1. Основной случай: определитель системы отличен от нуля В этом случае 
система (98) имеет вполне определенное решение и потому уравнение (95) при 
условиях (96) имеет одно и только одно решение при любом неоднородном 
члене }{х) и любых числах а^. 

2. Особый случай: определитель системы равен нулю. В этом случае си¬ 
стема (98), как правило, противоречива, но при некоторых правых часгях она 
имеет бесконечное количество решений. Значит, и уравнение (95) при усло¬ 
виях (96) при произвольном выборе функции / (дс) и чисел а 2 , как правило, 
не имеет ни одного решения, однако при некоторых таких выборах задача 
имеет бесконечное количество решений. Например, можно проверить, что 
если / (дс) и «1 уже выбраны, то бесконечное количество решений получится 
лцшь при одном значении а^, а при остальных значениях задача не будет 
иметь ни одного решения. 

Подчеркнем, что то, какой именно случай имеет место, зависит от вида 
левых частей уравнения (95) и условий (96). 

Согласно п. VI.6, для того чтобы имел место основной случай, необхо¬ 
димо и достаточно, чтобы соответствуюи^ая однородная задача, в которой 
положено /(дс) = 0, аі = а 2 = 0, имела только нулевое решение. В особом 
случае однородная задача имеет бесконечное количество решений, а если 
неоднородная задача имеет хотя бы одно решение, то общее решение полу¬ 
чится, если к этому частному решению прибавить общее решение соответст¬ 
вующей однородной задачи. 

При решении начальной задачи, т. е. задачи Коши, всегда имеет место 
основной случай, так как такое решение всегда существует и единственно. 
При решении краевой задачи может представиться и особый случай. 

Например, рассмотрим задачу с параметром Я = соП8І, 

у"-]г'ку = І(х) (0<дс</), 1/(0) = « 1 , !/(/) = « 2 , (99) 

причем будем считать сначала, что X > 0. Тогда линейно независимыми ре¬ 
шениями соответствующего однородного дифференциального уравнения служат 
функции 2і(д:) = соз У^'Кх, 22 (дс) = зіп X и определитель системы (98) равен 


(0) 

22(0) 


1 0 

2і (/) 

22 (/) 


СОЗ у 1.1 ЗІП / 


Приравнивая его нулю, получим значения 


= ЗІП у % I. 


Я = 




( 100 ) 


’^^^которых для задачи (99) имеет место особый случай, т. е. нарушается 
Либо существование, либо единственность решения 
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Набор значений параметра, входящего в формулировку задачи, при ко¬ 
торых задача в том или ином смысле вырождается (п. II.8), называется 
спектром этой задачи. Мы предоставляем читателю проверить, что при >^,^0 
для задачи (99) всегда имеет место основной случай и тем самым набор зна¬ 
чений (100) представляет собой ее спектр. 

Полученный результат имеет важное приложение к исследованию устой¬ 
чивости упругого стержня при его сжатии. Пусть однородный (одинаковый 

по всей длине) упругий невесомый стержень 
расположен вдоль оси х и сжимается вдоль 
нее силой Р, причем оба конца стержня 
удерживаются на оси х, но могут свободно 
вращаться вокруг точек закрепления 
(рис. 295, а). Тогда при достижении силой 
некоторого критического значения Р^р 
стержень выпучивается, принимая положе¬ 
ние, изображенное на рис. 295,6. Если обо¬ 
значить через у поперечное отклонение 
точки стержня от ее исходного положения, 
то, как доказывается в курсах сопротивления материалов, функция у {х) 
с достаточной точностью удовлетворяет дифференциальному уравнению и 
краевым условиям: 





і/(0) = і/(0 = 0; 


( 101 ) 


здесь Е и / — так называемые модуль Юнга (Т. Юнг, 1773—1829,—английский 
физик, врач и астроном, один из создателей волновой теории света) и момент 
инерции поперечного сечения стержня. Как вытекает из (100), при 

ю < (т)” 


для задачи (101) имеет место основной случай, т. е. она имеет только нулевое 
решение; выпучивания не происходит. Как только с увеличением Р неравен¬ 
ство (102) переходит в равенство, то наступает особый случай и задача (101) 

наряду с нулевым решением приобретает решение вида у = Сзіп-уХ, где С — 

произвольная постоянная. Но тогда стержень ничем не удерживается в пря¬ 
молинейном состоянии и как угодно малые внешние воздействия могут при¬ 
вести к конечным отклонениям от этого состояния: стержень теряет устой¬ 
чивость. Получающееся выражение для Р^ 


Кр 


кр 


[т]' 


было найдено Эйлером в 1757 г. Могло бы показаться, что при Р > Р^о 
стержень должен опять выпрямиться. Однако это не так. Уравнение (101) 
описывает отклонение стержня точно лишь в пределе при малых отклонениях, 
а анализ более точного нелинейного уравнения, справедливого при любых 
отклонениях, показывает, что при переходе Р через Р^р наряду с неустой¬ 
чивой прямолинейной возникает искривленная форма равновесия, которая 
и является устойчивой. С ростом Р кривизна этой формы быстро возрастает 
и стержень разрушается. 

К решений неоднородного уравнения при однородных краевых условиях 

У'’ + Р(х)у' -{-д{х)у — І{х) (а<х<6 ), у(а)=0, у{Ь)=0, (ЮЗ) 

в основном (неособом) случае можно применить функцию влияния (п. ХІѴ.26). 
Действительно, функцию Цх) можно истолковать как «внешнее воздействие», 
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д у(^х) — как его результат, т. е. у {х) = ^ (х). При этом имеет место принцип 
суперпозиции (почему?). 

В соответствии с п. XIV.26, если через О (л:; обозначить решение 
задачи (ЮЗ), в которой вместо /(дг) взята дельта-функция д(х —^), то при 
произвольной функции /(дг) решение задачи (103) получится по формуле 

ь 

У(х)==^П1)0{х-, 1)йІ. (104) 


Приведем простой пример. Пусть рассматривается задача 

у"^!{х) (0<х</), 1/(0) = у(0 = 0. (105) 

Если взамен }{х) поставить б (д:—^), то при 0^д:<| и при | <дс^/ полу¬ 
чаем просто у" = 0, т. е. решение 

у=,ах-\-Ь (0^х<1), у = сх+(1 (^<дг<0. 


где а, Ь, с, й — какие-то постоянные. Применение краевых условий показы¬ 
вает, что Ь=0 и с1-\-й = 0, т. е. 

у = ах (0<д:<^), у — с{х — 1) {1<х^1). (106) 


Если равенство у'' = б(д:—^) проинтегрировать от дг = ^ — 0 до дг=^-|-0, то 
получится, что у'(^ + 0) — у'(^—0)=1; кстати, для левой части уравнения 
(103) получился бы такой же результат, так как интегрирование конечной 
функции по отрезку нулевой длины дает нуль. При вторичном интегрировании 
дельта-функции получается уже непрерывная функция (п XIV.25), так что 
у (|—0) = у (1 + 0), и из (106) получаем 
с—а=1, аІ = с (1 — 1), откуда 

с=-^. 

Подставляя в (106), находим функцию влия¬ 
ния для Задачи (105); 

(1-1) X 


I) - 


I 

1(1—X) 
I 


(0<х<^); 

(1<х<.1). 



к^-ідеі, 
Рис. 296. 


Эта функция изображена на рис. 296. В силу формулы (104) получаем реше¬ 
ние Задачи (105) при любой функции / (д;); 

^ X I 

і/=|0(г, |)/(^)й| = ^0(х; ^)/(|)Й5 + ^0(х; 

^ о X 

=— 1 1} (^) (1-1)1 (^) йі. 

О X 


§ 5. Линейные уравнения с постоянными коэффициентами 

Линейные уравнения с постоянными коэффициентами составляют 
важнейший класс уравнений, интегрирование которых сравнительно 
легко доводится до конца. 
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17. Однородные уравнения. Рассмотрим для определенности 
уравнение третьего порядка 

г'" + а^г” -р = О (а^, — сопзі). (107) 

Эйлер предложил искать частные решения этого уравнения в форме 

г = (108) 

где р — постоянная, которую нужно подобрать. 

Подставляя (108) в (107), получим, что 

(^3 + Од) = о, 

и так как первый множитель отличен от нуля, то 

Р^ + «іР^ + «2Р + «з = 0. (109) 

Итак, для того чтобы функция (108) удовлетворяла уравнению (107), 
необходимо и достаточно^ чтобы р удовлетворяло уравнению (109). 
Алгебраическое относительно р уравнение (109) называется характе¬ 
ристическим уравнением для уравнения (107), а левая часть уравнения 
(109) называется характеристическим многочленом для уравнения (107). 
Степень характеристического уравнения равна порядку соответствую¬ 
щего дифференциального уравнения. 

Уравнение (109) имеет три корня (п. ѴІІІ.8); Рз* Рз- При этом 
могут быть различные случаи. 

1. Пусть все корни вещественные и простые^ т. е. различные. 
Тогда в силу формулы (108) мы имеем три частных решения урав¬ 
нения (107) 

^2 = еР^’^, — еР»^. 

Так как они являются независимыми, т. е. ни одно из них не равно 
линейной комбинации остальных, то на основе п. 14 общее решение 
уравнения (107) имеет вид 

г = + Сз^Р»^ + Сз^Р*^. (110) 

2. Пусть все корни простые^ но среди них имеются мнимые. 
Тогда в правой части формулы (110) оказывается комплексная функ¬ 
ция от вещественного аргумента (п. VIII.6). Но вся теория линейных 
уравнений (§ 4) автоматически распространяется на случай, когда 
все коэффициенты и решения являются такими функциями. Поэтому 
и при указанных корнях уравнения (109) можно пользоваться фор¬ 
мулой (ПО); конечно, тогда произвольные постоянные будут, вообще 
говоря, комплексными. 

Однако если все рассмотрения производятся над вещественными 
функциями, то часто предпочитают и ответ получить в вещественной 
форме. Для этого можно воспользоваться следующим замечанием: 
если линейное однородное уравнение с вещественными коэффициентами 
имеет комплексное частное реиіение, то его вещественная и мнимая 
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част также являются решениями того же уравнения. Действительно, 
если Ъ[Уі-\-іУч] = ^ (см. обозначение в п. 14), то Ь [і/і] +/Ь[ 1 / 2 ] = О, 
откуда Ь[і/і] = 0 и ^{у^] = 0 (почему?). 

Значит, если коэффициенты уравнения (107) вещественные и оно 
имеет частное решение 

^(г+и)х _ ^гх _|_ і^гх 

(см. формулу (VIII. 12)), то функции 

е'"^ С05 8Х, е’’^ 5ІП зх' (111) 

также служат решениями уравнения (107). Если вспомнить (п. ѴІП. 8 ), 
что у алгебраического уравнения с вещественными коэффициентами 
сопряженные корни присутствуют парами, то получаем, что в рас¬ 
сматриваемом случае 2 корни уравнения (109) имеют вид 

р^ = г-\-і8, р 2 =г — із (рз — вещественное), 

и потому решение можно вместо ( 110 ) записать в вещественной форме: 

2 = соз 8Х -|- зіп 8Х 4- (112) 

Например, для уравнения свободных колебаний ( 88 ) получаем 
характеристическое уравнение р 2 -)-сйо = 0 с корнями = + 

= 0 ±^е)о и аналогично формуле ( 112 ) пишем общее решение 

2 = соз зіп СОд^, 

т. е. как раз решение (89). 

Формулу (112) иногда записывают в ином виде, преобразовав 
Сі соз 8Х 4- Сз зіп 8Х = М зіп (ул: 4" сі), 
для чего надо положить 

Сі = Ж зіп а, Сз = Ж соз а, Ж = СІ -\-С1, а = ^ 

(ср. п. 1.29). Тогда взамен (112) получим 

2 = Ме'’^ зіп {8Х-\-а) (ИЗ) 

где произвольными постоянными являются уже Ж, а и С 3 . 

3. Пусть среди корней характеристического уравнения (109) 
имеются кратные, например, Рз=Рі, РзФРі> Тогда формула (110), 
конечно, не даст общего решения и в виде (108) мы получим лишь 
два решения, еР‘^ и еР»*. 

Чтобы найти третье решение, рассмотрим сначала случай, когда 
Р 2 ~Рі-^Ар, причем I Ар I мало. Тогда уравнение (107) наряду с ре¬ 
шением еР‘^ имеет решение 

еРа^^ = еР‘^еДр'* = еР>^ ^1 4-Ар-л: 4-^^^^ 4- •. 
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(см. разложение {IV.55)), а потому служат решениями и их линейные 
комбинации 


еРіХ — ^рі.х , 

Др 


^Др-л: 


(Др)ах« 


2 ! 


•••). 


еРіі 




(114) 


Это деление на Др дает возможность перейти к пределу при 
Ар-^0. Тогда в правой части все члены, содержащие Др, отпадут, 
и потому при Ар —О, т. е, Р^—Рх, решением служит функция лгеР»^. 

Значит в рассматриваемом случае решением уравнения (107) 
будет 

г = + С^хеР^^ + С^еР^’‘. 


Подобным образом в случае Рі=Р 2 =Рз частными решениями 
уравнения (107) наряду с еР^^ служат функции лг^Р'^ и лг^^р»-^; при 
доказательстве этого надо взамен (114) рассмотреть вторую разде¬ 
ленную разность (см. п, Ѵ,7). Поэтому в данном случае общее решение 
имеет вид 

г = Сі^Рі^ + Сз^сеРі^ + С^х^еР^’^. 


Рассмотрение уравнений любого порядка проходит аналогично. 
Если какой-либо корень р характеристического уравнения имеет 
кратность А, то функции 

еР\ хгР\ ..., 

будут частными решениями рассматриваемого дифференциального 
уравнения. Если какая-либо пара корней г ±имеет кратность А, 
то частными решениями будут функции 

е''^ С08 зх, 8Ш зх, хе^^ соз зх, хе'"^ зш зх^ ... 

.,., х^~^ е’'^ соз зх, зіп зх. 

Итак, практическая трудность при решении линейного однород¬ 
ного уравнения с постоянными коэффициентами состоит единственно 
в решении соответствующего характеристического уравнения, что 
делается по методам п. Ѵ.2 —5 и VIII,9. 

В качестве примера рассмотрим свободные колебания материаль¬ 
ной точки при линейном законе упругости и при дополнительном 
вязком трении, пропорциональном первой степени скорости, В этом 

случае в правой части уравнения (3) надо добавить слагаемое —, 

где /—коэффициент трения. После переноса всех членов налево и 
деления на уИ получим аналогично (88) уравнение 

+ 2/гг' + =■ о, где 2/г = ^, сі)^ = ^. 


(115) 
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При решении характеристического уравнения 

^ 2Лр + 0)2 = О 


(116) 


возникают два основных случая. Если т. е. если трение 

сравнительно мало, уравнение (116) имеет решение 

Рі,2 = —^ ± V = — Ь, ± іѴ й)о — 

а потому общее решение уравнения (115) имеет вид, подобный (ИЗ), 
г{і) = Ме~^^ 5\п{(ді где т — У^алі — Н^. 


Мы видим, что наличие небольшого трения делает колебания 


затухающими по экспоненциальному закону (множитель е 
уменьшает частоту (так как 
охСсОо). График решения показан 
на рис. 297. Нули решения опре¬ 
деляются множителем 81п((о^-|-а) 
и потому находятся на равном 
расстоянии друг от друга. Через 
каждый промежуток времени 

Т — —, когда синус повторяет 


-ль 



Рис 297. 


,-лі 




свои значения, из е выделяется множитель е , из-за чего и 
происходит затухание. Значение 7 часто называется «периодом» 
колебания, хотя г(і) здесь непериодическая функция, так как на каж¬ 
дом следующем «периоде» колебание, не меняясь по форме, умень¬ 
шается по размаху в одно и то же число раз. 

Если Л>>о)о, т. е. если трение сравнительно велико, то урав¬ 
нение (И6) имеет вещественные корни, а уравнение (И5) имеет 
общее решение 

, . ^ ^ ^ -ІН-Ун^-аі^і -{н +У I 


При больших і здесь существенно только первое слагаемое (почему?), 
т е. мы получаем затухание по экспоненциальному закону без ко¬ 
лебаний; это — так называемое апериодическое затухание. 

Теоретически возможен «пограничный случай» Н — Тогда 
уравнение (П6) имеет двойной корень. Предоставим читателю убе¬ 
диться в том, что и здесь получится апериодическое затухание. 

18. Неоднородные уравнения с правыми частями специального 
вида. Рассмотрим теперь линейное неоднородное уравнение с посто¬ 
янными коэффициентами, например, третьего порядка: 


у'" Л-сі^у=/{х) (с^, Сз = соп8І). (117) 


Поскольку соответствующее однородное уравнение всегда ре¬ 
шается (п. 17), то в силу п. 15 нам остается лишь найти какое- 
либо частное решение уравнения (117). Для правой части общего 
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вида это делается по методу вариации произвольных постоянных 
(п. 15). Но для важного довольно широкого класса правых частей 
специального вида частное решение можно найти значительно быстрее 
по методу неопределенных коэффициентов. 

Рассмотрим сначала уравнение 

у”' сііУ'’ {К, Я = соп8І). (ИВ) 
Естественно искать частное решение этого уравнения в форме 

у = Ае^, (119) 


где постоянная А пока неизвестна. Подстановка в (118) даст 

-\-Аа^е'^ =Ке^, 


или, после сокращения, 


А 


К _ 

А.® -{- "Р ОдЯ "Р О3 * 


к 

^ “ я (Я) 


е'^\ 


( 120 ) 


где через Я (Я) обозначен характеристический многочлен. 

Полученный результат годится, если Я(Я):7^0, т. е. если Я не 
является корнем характеристического уравнения. Если Я(Я) = 0, то 
функция (119) удовлетворяет однородному уравнению (107), т. е. 
уравнению (118) удовлетворить в такой форме невозможно. 

Пусть Я(Я) = 0, Я'(Я)^0, т. е. Я является простым (п. VIII.8) 
корнем характеристического уравнения. Тогда рассуждаем подобно 
тому, как мы в п. 17 рассматривали случай кратных корней. Заме¬ 
ним в правой части (118) Я на Я^=Я-Ра, где |а|: 7 ^ 0 , но мало. 
Тогда в силу формулы (120), так как Я^ уже не будет корнем ха¬ 
рактеристического уравнения, уравнение (118) будет обладать част¬ 
ным решением 


К 


Р(Яі) 


— 


К 


Я (Я а) 




к 

Я(Я + а) 






Однако первое из полученных слагаемых удовлетворяет соответ¬ 
ствующему однородному уравнению; значит, второе слагаемое также 
является частным решением уравнения (118), в котором Я пока еще 
заменено на Я^ (почему?). Если в этом втором слагаемом перейти 

к пределу при а —► 0, вычислив Ііт - по правилу Лопиталя, 

ТО МЫ в пределе получим частное решение уравнения (118) при ис¬ 
ходном значении Я (проверьтеі): 


К 
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Подобным образом, если X. является двойным корнем характе¬ 
ристического уравнения, то частное решение уравнения (118) имеет 
вид 


у 


К 


Р"(Х> 


2лАл: 


х^е 


И Т. Д. 

С помощью аналогичного, но более громоздкого рассуждения 
можно доказать, что уравнение 

у'"+а^у' -^^а^у = ^^{x) 


( 122 ) 


где — заданный многочлен степени /», если X не является 

корнем характеристического уравнения, обладает частным решением 
вида 

где Я^{х) — некоторый другой многочлен степени т. Его можно 
найти по методу неопределенных коэффициентов, т. е. написать его 
сначала с буквенными коэффициентами, подставить в (122) и найти 
эти коэффициенты из условия тождественного равенства левой и 
правой частей. Если же X является корнем характеристического 
уравнения кратности к, то имеется частное решение вида 

у==х''Н^ (л:) 


При этом не исключен случай Х = 0, когда в правой части урав¬ 
нения (122) стоит «чистый» многочлен. 

Можно также рассмотреть уравнение 

у"' О’хУ" + «2^' + «зУ = Ят 

Так как правую часть можно переписать в виде (п. VIII.4) 

^ ^д;) е-іѵх ^ {х) X ^(Н-гѵ) л: 


то в силу (123), если Х = р,±іѵ не является корнем характеристи¬ 
ческого уравнения, частное решение можно искать в виде 


У = ^т ^ {X) ^ = 

= (лг) (С 08 ѵл: / зіп ѵлг) (л:) (соз ѵх — і зіп ѵлг) = 

= (^)] С 08 ѵл: + (X) — (л:)] зіп ѵл?. 

Вводя новые обозначения, получим частное решение вида 

У=Т^ (л:) а>^^ С08 ѵл: + 3^ {х) а^^^ зіп ѵлг, (124) 

где Т^{х) и (л:) — многочлены степени /», которые можно найти 
по методу неопределенных коэффициентов. В виде (124) ищутся 
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частные решения уравнений и с правыми частями 

(^) ѵд;, {х) С 08 (ѵдс + а), 

Рда (л:) 8ІП (ѵл: 4-а) (а = соп8І,). 

Если Я = |Л±іѵ является корнем характеристического уравнения 
кратности к, то правую часть формулы (124) надо умножить еще 
на д;*. 

Рассмотрим, например, уравнение вынужденных колебаний (87) 
при синусоидальном внешнем воздействии с частотой со: 

у" (йіу = К 5іп аі , (125) 

Согласно формуле (124), если Я = ±/й) не является корнем ха¬ 
рактеристического уравнения, т. е. если то частное реше¬ 

ние надо искать в виде 

у — А соз со^ 4- ^ со^ 

Подстановка в уравнение (125) дает 

— Аса^ С08 аі — эіп (иі 4- Ааі соз (иі 4- Ваі зіп (иі — К зіп Ш. 

Так как это равенство должно быть тождеством, то 
— Ааі^ 4 ^ = 0 . — 

откуда 

А — 0. В — —^ —5, у = ~-^ — .зіпсо^ (126) 

"о о 

Общее решение уравнения (125) получится, если добавить об¬ 
щее решение (89) соответствующего однородного уравнения. Итак, 
если частота внешнего воздействия не равна собственной частоте 
колебаний, то получается наложение двух гармонических колебаний. 
Одно, обычно называемое вынужденным, происходит с частотой 
внешнего воздействия и имеет вполне определенные амплитуду и 
начальную фазу; другое происходит с собственной частотой, и его 
амплитуда и начальная фаза зависят от начальных данных. 

Из формулы (126) видно, что если со близко к соо, то амплитуда 
вынужденного колебания становится очень большой. Если же й) = й)(„ 
то согласно общей теории частное решение уравнения (125) надо 
искать в форме і/ = соз соо^ 4-^ ^ 5Іп соо^- 

Подсчет дает (проверьте!) 

это можно вывести также из (126) аналогично формуле (121). 

Мы видим, что если частота внешнего воздействия равна собст¬ 
венной частоте колебаний, то амплитуда вынужденного колебания 
возрастает по линейному закону. Это важное явление хорошо изве¬ 
стно в физике и технике и называется резонансом. 
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19. Уравнение Эйлера. Так называется линейное уравнение вида 
{ах+Ь)" + +а„_і (ах + Ь) у' + а^у^1{х), 

в котором все коэффициенты Оі, Ог. постоянны 

Уравнение Эйлера легко приводится к линейному уравнению с постоян¬ 
ными коэффициентами при помоици замены независимой переменной 

\ах-]-Ь\=е\ 1 = \п\ах-\-Ь\. 


Будем для простоты считать, что ах-{-Ь > О, а уравнение однородно я 
имеет второй порядок: 

{ах-{-Ь)‘^ у" + аі {ах + Ь) у' -{-а^У^О. (127) 


После замены независимой переменной получим 

ах-{-Ь = е\ і = \п {ах-\-Ь), 
йу_йу йі_(іу ^ 


^_(іу 

йх йі йх йі 


У =-Г = -П 


^ ~ йх йі 


йі I й'^у * 


йі 





(128) 


Подставим эти результаты в уравнение (127): 




Это—уравнение с постоянными коэффициентами, которое надо решать по 
методам п. 17, т. е. положить 

У = е^К (129) 

решить характеристическое уравнение и т. д., после чего вернуться от і к л:. 
Можно не делать замены (128), заметив, что из (128) и (129) следует 

у = {ах + й)Л (130) 

Поэтому можно путем непосредственной подстановки в (127) искать частные 
решения вида (130), причем для нахождения р получится характеристическое 
уравнение, степень которого равна порядку уравнения (127). Надо только 
иметь в виду, что при наличии кратных корней характеристического уравне¬ 
ния, помимо решений вида (130), уравнение (127) будет обладать решением 
вида 

у = іе^’^ = {ах + Ь)^ 1п (аде + Ь) 

и т. д., в зависимости от кратности корня (п. 17, случай 3). 

20 . Операторы и операторное решение уравнений. В п. XIV.26 было 
определено понятие оператора и были приведены примеры операторов, в том 
числе оператор дифференцирования П; в п 14 был введен дифференциальный 
оператор Ь. Другими распространенными операторами являются: оператор 
сдвига Т и оператор образования разности Л, действующие по формулам 

ТИх) = !(х+Ну, (х) = Цх + 1г) — Цх) (131) 

при заданном шаге й; оператор С умножения на заданное число С, в том 
числе единичный оператор 1, оставляющий функции без изменения, и нуле¬ 
вой оператор 0, переводящий все функции в тождественно нулевую функцию; 
оператор умножения на какую-либо заданную функцию и т. п. 

Операторы можно складывать друг с другом и умножать на числа по 
естественному правилу если А и В — операторы, а а—число, то по опре¬ 
делению 

(А -і- В) / = А/ -і- В/, {а^)| = а(А|). 
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Например, из равенств (131) видно, что 

д = Т —1, Т = 1+Д. 

При этом выполняются все аксиомы линейных действий (п. ѴІІЛ7). 

В соответствии с п. XI.6 операторы можно умножать друг на друга, 
что дает новый оператор, действующий по следующему правилу: 

(АВ)/=А(В/), 

т. е. на функцию / действует сначала оператор В, а затем на результат — 
оператор Л. Нетрудно проверить правила 

А(ВС) = (АВ)С. (аА + рВ)С = аАС+рВС (а. р = соп8І). (132) 

Однако далеко не всегда АВ = ВА, т. е. результат выполнения двух опера¬ 
ций может зависеть от порядка действий. Если все же АВ = ВА, то опера¬ 
торы А и В называются перестановочными {коммутйруюш,ими) друг с другом. 
Например, все приведенные выше операторы В, Т, А, С перестановочны 
друг с другом, так как 

ВТ/ (^) = В(Т/ (х)) = 

= В (/(х-1-й)) = /'(дс + й), ТВ/(х) = Т(/' (дс)) = /'(дс-Ьй) и т. п. 

С другой стороны, операторы дифференцирования и умножения на функцию 
неперестановочны (продумайте это!). 

Первое свойство (132) дает возможность взамен написанных там выра¬ 
жений писать просто АВС; получается оператор, состоящий в последова¬ 
тельном применении действий С, В и А. Аналогично определяется оператор 
АВСВ и т. д. Если взять множители равными, то получатся степени опера¬ 
тора: А2, А^, А* и т. д., которые означают результат повторения оператора 
А. Например, В2/ = /''; А^/—это вторая разность (п. Ѵ.7) и т. п. 

Оператор А называется линейным (п. XI.6), если 

А(/і+/ 2 )= А (/і) + А (/а) и А(а/) = аА(/) (а = соп8І). (133) 

Первое свойство можно истолковать как принцип суперпозиции, а второе 
возможно вывести из первого (п. XIV 26). Поэтому даже если явный вид 
оператора неизвестен, то при выполнении принципа суперпозиции можно 
заключить о линейности этого оператора, что дает возможность сделать 
некоторые полезные выводы, например построить функцию влияния 
(см. п. ХІѴ.26). 

Оба свойства (133) можно написать вместе так; 

А(а/і-ЬР/ 2 ) = аА/і-ЬРА /2 (а, Р = соп8І). 

Для линейного оператора А нетрудно проверить свойство 

А(аВ-ЬрС) = аАВ + рАС; (134) 

для этого надо обе части применить к любой функции / и показать, что по¬ 
лучится одно и то же, именно, «А (В/)рА (С/). 

Все операторы, приведенные выше в качестве примеров, линейные, там 
как производная суммы равна сумме производных и т. п. Нелинейными 
являются, например, операторы возведения функции в квадрат или образо¬ 
вания абсолютной величины (почему'?') и т. п. Для линейных операторов 
в силу (132) и (134) при линейных действиях и умножении можно пользо¬ 
ваться обычными правилами школьной алгебры, следя за порядком множи¬ 
телей; например, (А-|-В)2 = (А-|-В) (А-|-В) = А2-|-АВ-|-ВА-|-В‘^ и т. п. 

Если к тому же операторы перестановочны, то и порядок множителей 
несуществен, т. е. (А-|-В)2 = А2-|-2АВ-|-В2 и т. п. 
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Можно рассматривать и степенные ряды (п. IV. 16) от операторов; на¬ 
пример, 

. А 2 дз 

еА = і_|.А + ^ + -^+... (135) 

и т. п. Применять такой ряд можно, как и любой оператор, вообще говоря, 
не ко всем функциям, а только к тем, для которых он имеет смысл. В при¬ 
мере (135) это значит, что чем больше взять членов, тем точнее должен по¬ 

лучиться результат; совершенно точный результат теоретически получается 
лишь в пределе, а практически — при достаточно большом числе членов ряда. 
Ряд Тейлора 

цх+іі)=пх)+1^іі+!^іі'+... 


(п. ІѴЛ6) можно записать в виде 

т?=( + + 

откуда мы видим связь между операторами Т, Д и Ві 

Т = Д = е''° —1. 


Обратная формула 

0 = |,„Т=|і„( 1 +Д)=і 




(разложение логарифма по формуле (IV.61)) — это не что иное, как формула 
(Ѵ.32) для численного дифференцирования. 

Можно рассматривать операторное уравнение 

Ау = [, (136) 

где функция / задана, а функция у ищется. Если решение имеется, то его 
естественно обозначить ^ = Если оператор А линейный, то и уравнение 
(136) называется линейным. На линейные уравнения немедленно распростра¬ 
няются свойства 1—3 п. 14 и свойство 1 п. 15; однако надо иметь в виду, 
что бывают случаи, когда однородное уравнение имеет бесконечное коли¬ 
чество линейно независимых решений, а также случаи, когда неоднородное 
уравнение не имеет ни одного решения. 

Покажем применение оператора дифференцирования к решению {опера¬ 
торный метод решения) линейного дифференциального уравнения с посто¬ 
янными коэффициентами (117). Уравнение перепишем в виде 

(ВЗ + а^Вз 4- ОдВ + Оз) у = ^ (д:). 

В левой части в скобках стоит линейный дифференциальный оператор 
третьего порядка с постоянными коэффициентами. По правилам алгебры 
(п. VIII.8) разлагаем его на множители; 

(О— Рі)(0 — РгХО —Рз)1/ = П^). 

где Рі, Рз, Рз—корни характеристического уравнения (п. 17). Заметив, что 
В {е-Р^у) = {е~Р^уУ = —ре'Р^у -1- е~Р^у' = е-Р^ {у' —ру) =е~Р^ {0 — р)у 
и потому 

{и — р)у=еР^и(е-Р^у), 
перепишем уравнение (137) в виде 

еР‘^В (е"Р‘^ еР'>*В {е~Р^’‘у)) = } {х). 
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Перенося множители из левой части в правую и пользуясь тем, что равен» 
ство Ву -=2 равносильно получим общее решение исходного урав¬ 

нения 

(іх. 

Конечно, результат получится тот же, что в пп. 15 и 18, хотя подход 
здесь несколько иной; в более сложных задачах применение операторов 
может принести существенную пользу. Отметим, что для линейных диффе¬ 
ренциальных операторов с переменными коэффициентами и тем более для 
нелинейных операторов такое простое разложение {факторамцию) оператора 
на произведение нескольких операторов более низкого порядка эффективно 
удается осуществить лишь в очень редких случаях. 

Приведем еще один простой пример. Пусть надо найти решение уравнения 

г/'' + 02 ^ = /(х), 

причем все величины считаются вещественными. Пишем 

(02 ^(а^)у=1 (л:), (О _ ш) = І (х), 

(О -]-ш)у = ^ е~ (х) йх, 

0 ^= Іт ^ е(х) йх^ 

(Іт означает мнимую часть, см. пп. VII 1.1 и VIII. 6 ). Окончательно, 



§ 6. Системы линейных уравнений 

21. Системы линейных уравнений. Рассмотрим для определенности ли' 
нейную однородную систему трех уравнений первого порядка с тремя иско¬ 
мыми функциями у (х), 2 (х) и и (х), разрешенных относительно производных 
от этих функций: 

у' = аі(х)у-і-1}і(х) 2-^-с^(x)и, '| 

2' = а2(х)у + 1?^(х)2-1-С2(х)и, 1 (138) 

«' = 0.1 (х) у-І-Ьз(х) г + СзСх) и. ) 

Напомним, что систему уравнений любого порядка легко преобразовать 
в систему первого порядка (см. п. 11 ), а разрешение системы относительно 
производных осуществляется алгебраически, без решения самих дифферен¬ 
циальных уравнений 

Так как от системы (138) легко перейти к равносильному уравнению 
третьего порядка (п. 11 ), которое также получается линейным и однородным, 
то все свойства линейных однородных уравнений (п. 14) распространяются 
на систему (138). При этом суммой двух решений у = Уі, 2 = 2 ^, и = иі и 
у = У 2 , 2 = 22 , и = Ы 2 считается решение у = Уі-\-У 2 , 2=21 + 23 , и = Ыі + « 2 > 
а произведением решения у = Уі, 2 = 2 ^, и = и^ на число С считается решение 
у = Суі, 2 = С 2 і, и = Си^, т. е. линейные действия над решениями осуществ¬ 
ляются так же, как над векторами (п. VII. 10). 
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в частности, общее решение системы (138) имеет вид 

у = СіУі-]^С,2У2-\-СзУ^, 1 

2 = Сі2і -{-С^2з, і (139) 

и = -Ь СуМз, / 

где Сі, Сг, — произвольные постоянные, а (у^, г^, и{), {у^, г^, и^) и 
(Уз, 2 з, «з)—три линейно независимых решения системы (138), т е таких, что 
ни одно из них не является линейной комбинацией остальных 

Остановимся на свойстве 4 п. 14 Если известно ненулевое решение 
{Уі> 2і, Ыі) системы (138), то, сделав подстановку у = і!іу, 2 = 2 іг, и = и^и, 
а затем у = и-\-ѵ, 2 = и-\-Ы), нетрудно получить систему двух уравнений пер¬ 
вого порядка с двумя неизвестными функциями, ѵ{х) и и){х), из которой 
и находится с помощью одного интегрирования 
Все это мы предоставим проверить желающим 
На линейные неоднородные системы вида 

у'= а^ (X) у + (х) 2 + Сі (X) и + (х), ^ 

2' = а2,{х)у-\гЬ^{х)2^с^{х)и-\- і^(х), І (140) 

и' = аз(х)г/-|-Ьз(х)г+Сз(х)и-|-/з(х) ) 

также распространяются все свойства, указанные в п. 15 В частности, метод 
вариации произвольных постоянных (свойство 3) выглядит так. Пусть известно 
общее рещение (139) соответствующей однородной системы (138)- Тогда реще- 
ние системы (140) ищется в виде 

У = ^і(х)уі+(^2Іх)У2+'Ѵз(х)Уз, \ 

2 = Фі(х) 2 і+Ф 2 (-«) 22 +Фч(^) 2 з [ 
и = фі(х)иі-Нф2(х)м2+фЛл:)Ыз ) 

После подстановки в (140) получается (проверьте!) система 

ф'іУі +Ф2І/2 +Ф3І/3 = /і (•«). ] 

Ф'і^і + ф; 22 + Ф'з2з = /2 (х), [ 

ф'і«і + ф'2“і+ф'з«з = /з(>=). } 

из которой алгебраическим способом находим ф', ф^, ф^, а затем, интегрируя, 
находим ф^, Ф 2 , фз 

Особое значение имеют линейные однородные системы с посгоян^ 
ными коэффициентами. Рассмотрим, например, систему 

-\-Ь^г I (141) 

"Ь ^3^ "Ь ^ 2 ^* ' 

в которой все коэффициенты «і, .. ., постоянны. Она решается 

подобно п. 17. Именно, ненулевые частные решения ищут в виде 

у = Хе^^, г — ііе^^, и — ѵе^^^ (142) 

где А,, |д, V, р — пока неизвестные постоянные. Подстановка в (141) 
дает после сокращения на е^^ и переноса всех членов в одну 
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сторону; 

«2^ + {^2—+^2^ = 0, I (143) 

«З^ + ^ЗІ^ +{Сз— /’)ѵ = 0. ) 

Эти равенства можно рассматривать как систему трех алгебраи¬ 
ческих однородных уравнений первой степени с тремя неизвестными 
X, |д, V. Чтобы она имела ненулевое решение, а только такое реше¬ 
ние в силу (142) нас и интересует, необходимо и достаточно (см. 
конец п. VI.6), чтобы определитель системы был равен нулю: 

^і—р Сі 

Да Ь^—р Са =0. (144) 

Сд Р 

Это —характеристическое уравнение для системы (141), из которого 
мы находим возможные значения р. 

Так как уравнение (144) имеет третью степень относительно р 
(почему?), то оно имеет три корня, Ра» Рг- Если все эти корни 
простые, то можно любой из них подставить в систему (143), найти 
какое-либо ненулевое решение Я,, |д, ѵ и по формуле (142) получить 
соответствующее решение ^(л:), -г; (л:), и{х). Из построенных таким 
образом трех частных решений (при р=р^, и рд) согласно фор¬ 
муле (139) получаем общее решение системы (141): 

у = + С,Х,еР^\ 1 

2:-=Сі|Діе^*^-}-С2|Д2е^»''-ЬСд|Дде^а^, I (145) 

и = -}- С^ѵ^еР^^ -Ь СдѴдв^з^^ ] 

где С^, Са, Сд — произвольные постоянные. 

Если уравнение (144) имеет мнимые корни, то решение можно 
либо оставить в форме (145), либо записать в вещественной форме 
подобно п. 17 (случай 2). 

Случай, когда уравнение (144) имеет кратные корни, более сложный, 
и мы не будем его здесь рассматривать. В конкретных примерах можно по¬ 
ступать так. Если, например, корень двойной, то частные решения системы 
(141) надо при р = Ри взамен (142), искать в форме 

у = {‘кх-\-Х) еРі^, г = {\ 1 х-\-]х) еРі^, ы = (ѵх + ѵ) (146) 

после Подстановки в (141) приравнять коэффициенты при одинаковых степе¬ 
нях X и из полученной системы уравнений найти два независимых варианта 
значений К, X, ..., ѵ и тем самым два независимых решения вида (146). Если 
корень характеристического уравнения имеет высшую кратность, то соответ¬ 
ственно усложнится и форма частного решения системы (141). 

В теории систем линейных дифференциальных уравнений широко приме¬ 
няется матричная запись (см. п. XI. 1—2). Для этого систему (138) обычно 
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переписывают в виде 

У'х = «11 (•^) «/і + «12 (^) Уг + «13 (^) Уз. 'I 

Уа =“21 М Уі+«22(^)У2 + «23 (^)Уз. }■ (147) 

Уз=«зі(^)Уі+«з2(^)У2+«зз(х)г/з ) 


и вводят матрицу коэффициентов и векторное решение (т. е. столбцевую 
матрицу) 


/«11 (х) ОіаСх) аіз(х)\ /уЛ 

А (Х) = «21 (Х) «22 С-^) «23 (•«) Ь У = У2 

Ѵ«31 (х) 

«32 (х) 

«33 (х)/ \Уз/ 


Заметим для дальнейшего, что если дана некоторая матрица В (х) = (Ь/у(х)), 
то из правил линейных действий с матрицами (см. начало п. XI.2) следует, 

^ и тем самым В'(х) = (Ь^^(х)), т. е. чтобы продифференциро¬ 
вать матрицу, надо продифференцировать все ее элементы. При этом легко 
проверить, что основные правила дифференцирования, такие как формулы 
для производной суммы или произведения и т. п., остаются в силе. Отсюда 



ДВ ( 
д]^“і Дх 


и потому подобно (XI.9) систему (147) можно записать в матричной форме 

у' = А(х)у, (148) 

а линейную неоднородную систему (140) — в аналогичной форме 

у' = А(х)у + І(х) 


Решение (139) можно переписать в векторном виде 

у = Сіуі + С2у2 + СзуЗ, 

где индексы сверху означают номера линейно независимых частных векторных 
решений уравнения (148). Система (141) приобретает вид 


а решение (142) — вид 
где 


у' = Ау. 

у = еР^а, 

/аі 

а= 

\аз 


(149) 

(150) 


— некоторый постоянный вектор. Подставляя (150) в (149), получаем 
реРХа= РіеРХц, т. е Аа=ра. 

Мы видим (ср. п. XI.4), что аир должны быть собственным вектором 
и соответствующим собственным значением матрицы А; последнее, как было 
показано в п. XI.4, находится из уравнения 


сіеі (А— рІ) = 0, 


которое есть не что иное, как уравнение (144). 

При решении систем вида (141) с постоянными коэффициентами, а также 
Соответствующих неоднородных систем можно применять операторный метод 
(п. 20). Для этого записываем у' — Хйу, г'= 02, ы' = Оы, затем решаем 
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полученную систему уравнений как алгебраическую относительно у, г, и по 
методам п. VI.4, однако решение доводим лишь до формул вида (VI.13), т е. 
вида Р{и)у — }{х), после чего применяем методы п 20. По существу, это сво¬ 
дится к указанию правила перехода от системы уравнений первого порядка к 
одному уравнению высшего порядка. 

22. Приложение к выяснению устойчивости по Ляпунову состояния 
равновесия. Понятие устойчивости как способности того или иного объекта 
состояния или процесса сопротивляться не учитываемым заранее внешним 
воздействиям появилось еще в античной науке и сейчас занимает одно из 
центральных мест в физике и технике. Существуют различные конкретные 
реализации этого общего понятия в зависимости от типа рассматриваемого 
объекта, характера внешних воздействий и г д. Одна из таких реализаций 
появлялась у нас в п 16. Сейчас мы рассмотрим понятие устойчивости по 
Ляпунову, одно из наиболее важных, введенное и систематически изученное 
А. М. Ляпуновым в 1892 г. 

Пусть состояние некоторого объекта описывается конечным числом пара¬ 
метров, для определенности тремя параметрами, х, у, г, так что изменение 
этого объекта во времени задается тремя функциями х = х {і), у = у{і), 2 = 2 (і) 
(і — время). Пусть закон этого изменения имеет вид системы дифференциальных 
уравнений 


йх 

йі 


= Р(х, у, 2 ), 


'к 


6,2 I 


(151) 


С заданными правыми частями, не содержащими явно независимой перемен¬ 
ной I. Последнее условие означает, что дифференциальный закон развития 
процесса не меняется с течением времени. 

Пусть состояние равновесия рассматриваемого объекта, когда он не 
меняется с течением времени, описывается постоянными значениями х = х^, 
у = у^, 2 = 2 о; тогда эта система постоянных, рассматриваемых как функции 
времени, также должна удовлетворять системе (151). Из непосредственной 
подстановки в (151) следует, что для этого необходимо и достаточно, чтобы 
одновременно 

1/0- 2о) = 0, (5(^0. Уо’ 2о) = 0, Р(хо, Уо, 2о)=0. (152) 

Пусть в некоторый момент объект под влиянием каких то причин 
вышел из состояния равновесия, т. е. параметры х, у, 2 стали равными 
л = х:о-1-Д^о, у — Уо-\- ^Уо, 2 : = 2 о + Д 2 :о Чтобы выяснить дальнейшее изменение 
рассматриваемого объекта, надо решить систему уравнений (151) при началь¬ 
ных условиях 

х(/о) = ^Со + Да-о, у {Іо) = Уо + ^Уо> 2 (^о) = 2о-ЬД2о. (153) 


Исследуемое состояние равновесия называется устойчивым по Ляпунову, 
если после бесконечно малого выхода из этого состояния объект продолжает 
оставаться в бесконечной близости от него на протяжении всего дальнейшего 
времени. Другими словами, при бесконечно малых Дхц, Д(/о> для решения 
системы (151) при начальных условиях (153) разности 

Ах = ХІІ) — Хо, ^у = у ІІ) — У0, ^2 = 2{І) — 2о 

должны быть бесконечно малыми на всем интервале времени < оо. 

На первый взгляд может показаться странным рассмотрение бесконечно 
малых отклонений параметров и бесконечно большого промежутка времени. 
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так как на практике все эти величины конечны. Однако полезно вспомнить 
различие практической и математической бесконечностей (п. III.1). Практиче¬ 
ской бесконечно малой является просто малая в масштабах рассматриваемого 
процесса реальная величина, а практически бесконечным промежутком вре¬ 
мени является время переходного процесса, т. е. перехода от исследуемого 
состояния к состоянию иного типа (например, от одного состояния равновесия 
к другому или от состояния равновесия к разрушению объекта и т. п ). 
Таким образом, реально устойчивость по Ляпунову означает, что малый выход 
из состояния равновесия практически не нарушает этого состояния 

Для выяснения того, будет ли иметь место устойчивость, подставим в си» 
стему (І5І) х = х^-\-1!іх, у = уо-\-^у, 2 = что даст 

= Д (хц + г/о + Ду» 20+^2) = 

= Д 'Ѵ; + (р у)^ Ау-]г{Рг)о 

^ = (^а:)о Ді/ + (^г)о Д2 

= ^^~]г(Ру)о ^У~{"(Рг)о , 


где обозначено {Рх)о = Р'х (Хо, Уо> ^о) и т. п. Здесь при преобразовании пра¬ 
вых частей мы воспользовались формулой Тейлора (XII 17) и формулами (152); 
многоточиями обозначены члены выше первого порядка малости 

Так как при выяснении устойчивости рассматриваются лишь малые Ах, 
Ау, А 2 , то в правых частях системы (154) основную роль играют выписанные, 
линейные члены. Поэтому заменим систему (154) на укороченную систему 
(систему первого приближения), отбросив члены высшего порядка малости: 


^=Ю, дх+(?;)„ д»+(р;)„ Д2, 

—“ (Сл)» Д2-}- ((3|/)о Ді/+ {(Зг)о Д2> / 
Ді + ад, д,+ ((?:>, Дг. ] 


(155) 


Система (155) — это линейная система с постоянными коэффициентами, 
которая решается по методу п 21. Согласно формуле (145) (где, правда, были 
применены иные обозначения) решение системы (155) получается как комби 
нация функций вида еР^, где р удовлетворяет характеристическому уравнению 


о 

1 

ІР'у), 

{Рг)о 



{.^x)й 


-Р (^г)о 

= 0. 

(156) 

(^а:)о 


{Р'г)й—Р 




При этом малым Дхц, Ау^, Аг^ отвечают малые значения произвольных 
постоянных Сц Сд, Сз, и поэтому все дело в поведении функции е^^ при 
возрастании і Так как при р = г-\-і8 (случай 8 = 0 не исключен) будет 
(см. формулу (VIII 13)), то 


-V 00 —> о (при г < 0), I 00 (при /■ > 0), (157) 

и Мы приходим к следующим выводам. Если все корни характеристического 
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уравнения (156) имеют отрицательную вещественную часть (в частности, 
они могут быть вещественными отрицательными), то рассматриваемое состоя¬ 
ние равновесия х^, у^, устойчиво по Ляпунову. Кроме того, в этом случае 
при малых Дхо, Д(/о> будет х (і) х^, у (і) Уо, г {і ) при і оо-, 
такая устойчивость называется асимптотической. Если же среди корней урав¬ 
нения (156) имеется по крайней мере один с положительной вещественной 
частью, то рассматриваемое состояние равновесия неустойчиво по Ляпунову 

Эти результаты мы вывели для системы (155), но согласно сказанному 
выше те же утверждения справедливы для полной системы (154). Отметим, 
что наличие кратных корней у уравнения (156) не нарушает наших утверж¬ 
дений, несмотря на то, что при этом в решении могут появиться степени I 
в качестве множителей, так как экспонента (157) при г < О стремится к нулю 
быстрее любой степени і. 

Оба полученных вывода не охватывают случая, когда среди корней 
уравнения (156) нет корней с положительной вещественной частью, но 
имеется по крайней мере один с нулевой вещественной частью. Тогда в об¬ 
щем решении системы (155) появляются функции вида 

= -\-і ѢХП5І, |е''*’^| = 1, 

т. е. получается, будто бы рассматриваемый объект колеблется или остается 
неподвижным около состояния равновесия, не стремясь к нему. Но тогда 
из-за неограниченности времени начинают влиять отброшенные члены выс¬ 
шего порядка малости, которые могут нарушить устойчивость. Итак, в рас¬ 
сматриваемом особом случае по корням уравнения (156) нельзя заключить 
об устойчивости или неустойчивости состояния равновесия-, чтобы это сде¬ 
лать, надо привлечь какие-либо дополнительные соображения, например 
привлечь дальнейшие члены разложений (154). 

Полученные результаты приобретают особенно простой вид для случая, 
когда изменение объекта описывается одной функцией х{і), удовлетворяю¬ 
щей дифференциальному уравнению 

^=/И). (158) 

Мы получаем, что если /(хо) = 0, /'(х^) < О, то значению х = Хо отвечает 
устойчивое состояние равновесия, а если /(хо) = 0, Г (^о) > 0> то это состоя¬ 
ние неустойчивое. (Получите этот вывод, исходя из расположения изоклин 
для уравнения (158) на плоскости і, х.) 

По теории устойчивости имеется большое количество руководств; ука¬ 
жем, в частности, на наиболее полный курс: И. Г. М а л к и н. Теория 
устойчивости движения, изд. 2-е, «Наука», 1966. 


§ 7. Приближенное и численное решение уравнений 

Часто бывает невозможно осуществить точное интегрирование 
дифференциального уравнения в квадратурах. Тогда для построения 
решения приходится применять иные методы. В п. 3 был описан 
простейший графический метод решения уравнений первого порядка. 
Здесь мы укажем некоторые методы построения приближенных фор¬ 
мул для решения, аналогичные описанным в § Ѵ.1 методам решения 
конечных уравнений, а также методы численного решения^ в кото¬ 
рых искомое частное решение строится в табличном виде. Мы бу¬ 
дем для простоты рассматривать уравнения первого порядка, но те 
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же методы естественно переносятся на уравнения любого порядка и 
на системы уравнений. 

23. Метод итераций. Рассмотрим дифференциальное уравнение 
первого порядка с заданным начальным условием 

у), у{х^) = Уо. ( 159 ) 

Если взять интегралы от обеих частей уравнения, получим 

X XX 

\у'ах^.у—у^^\/[X, у)ах=-\/{х, у{х))ах, 

Хо Хд Х() 

Изменяя обозначение переменной интегрирования, напишем 

X 

у[х)=у^+\/{8, у{8)) й8, (160) 

^0 

Уравнение (160) равносильно сразу обоим равенствам (159), так 
как после его дифференцирования получится первое равенство, а 
после подстановки x — x^ — второе. Уравнение (160) является интег^ 
ральным уравнением, так как в нем неизвестная функция стоит под 
знаком интеграла. 

Вид уравнения (160) удобен для применения метода итераций 
(ср. с уравнением (V. 9), хотя сейчас неизвестной является не 
число, а функция). Выбрав некоторую функцию у^ (х) в качестве 
нулевого приближения (желательно, чтобы она была по возможности 
ближе к искомому решению; если о последнем ничего не известно, 
то можно положить хотя бы у^{x)^у^), находим первое прибли¬ 
жение по формуле 

X 

Уіі^) =Уо + \/{3, Уо{8))(І8. 

Подставляя результат в правую часть (160), находим второе при¬ 
ближение и т. д.; вообще 

^«+1 И = ^0+5/(^. (/2 = 0, 1, 2, .. .). (161) 

^0 

Подобно п. Ѵ.З, если процесс итераций сходится, т. е. если 
последовательные приближения стремятся с ростом п к некоторой 
предельной функции, то она удовлетворяет уравнению (160); для 
проверки этого надо в равенстве (161) перейти к пределу при п —*■ оо. 

Замечательно, что метод итераций для уравнения (160), как 
правило, сходится для всех х, достаточно близких к лго*, так будет, 
во всяком случае, если выполнены условия теоремы Коши из п. 3. 
Эго связано с тем, что при вычислении последующих приближений 
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надо интегрировать предыдущие, а при последовательном интегриро¬ 
вании функции в целом «сглаживаются» и всякие неправильности, 
происходящие из-за выбора нулевого приближения, погрешностей 
округления и т. п., постепенно устраняются. В отличие от этого 

при последовательном дифференцировании 
функции, как правило, ухудшаются, перво¬ 
начальные неправильности разрастаются и 
поэтому итерационный метод, основанный на 
последовательном дифференцировании, не 
дал бы сходимости. 

Различие между интегрированием и диф¬ 
ференцированием показано на рис. 298. 
Нарисованный «горбик», добавленный к ка¬ 
кой-либо функции, значительно портит ее 
производную, не говоря уже о последующих 
производных (какой вид имеет вторая про¬ 
изводная у — /" (лг)?) и почти не сказывается 
на интеграле. 

Рассмотрим, например, частный вид уравне¬ 
ния Риккати (см. конец п. 4) 

при начальном условии у{0) = 0. После интегри¬ 
рования получим 



УІх) = ~ + ^У^ 


Выберем в качестве нулевого приближения 
для искомого решения, о котором мы пока ни¬ 
чего не знаем, нулевую функцию уо (х) = 0, так как она удовлетворяет 
котя бы начальному условию. Тогда получим (проверьте!) 


ѵЗ 

Уііх)=-^ 


У2ІХ) = ^+ 


‘'^=^+63- 


Уз(х) 3 + 63 ‘ 2079 


• + 


2x11 


59535 


и т. д. Видно, что при небольших х, например при |х| < 1, процесс хорошо 
сходится; так, с точностью до 0,001 при |х1<1 можно положить 

х'^ 1 х^ 

у = + а при )х|<-^даже просто у = -^. 

Как обычно на практике, вопрос о том, на каком приближении нужно 
остановиться, решается с помощью сравнения последующих приближений 
с предыдущими. 

24. Применение ряда Тейлора. Из уравнения и начального условия (159) 
можно с помощью дифференцирования найти значения у'(Хо), у" (х^^) и т. д » 
после чего составить разложение решения в степенной ряд Тейлора (п. IV. 16)- 
Необходимое количество членов определяется с помощью их последователь¬ 
ного вычисления и сравнения с выбранной степенью точности. 
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Рассмотрим, например, задачу 

= + у(0) = 1. 

Подстановкой в правую часть уравнения находим, что 

у' (0) = 02+12=1. 

Если продифференцировать обе части уравнения, получим у" — 2х-\-2уу' 
и, подставив х — Ь, найдем 

у" (0) = 2.0 + 2.Ы=2. 

Аналогично находим 

у'" = 2 + 2у'Ч2уу''; у'"(0) = 8; = &у'у'’Л- 2 уу"\ {уіѵ(0)=28 

и т. д. Подставляя это в формулу Маклорена (IV.54), получим 

У = У(0)-\-^~х-\-^-^х^-\-...^1 + х-\-х^-\-^х^-\.~х^ + ... 

Этой формулой можно пользоваться для небольших | х 1- 


25. Применение степенных рядов с неопределенными коэффи* 
циентами. Этот метод тесно связан с п. 24 и состоит в том, что 
решение уравнения ищется в форме ряда с неизвестными коэффи¬ 
циентами 

—дГо)2-|-й(дг —л;о)3-|- .(162) 


которые находятся с помощью подстановки в уравнение и последую¬ 
щего приравнивания коэффициентов при одинаковых степенях х 
(и применения начального условия, если оно задано). 

Рассмотрим, например, уравнение второго порядка 

^" + л;^ = 0. (163) 

Будем искать решение разложенным по степеням х: 

у = а^-]-аіХ-\-а^х^-]-а^х^-]-... (164) 

После дифференцирования и подстановки в уравнение получим 

(1 •2й2-|-2«ЗйзДг-|-3-4й4Дг2-|- .. .)-\-x{а^-\-а^x-\-а^x'^ -|- ...) = 0. 

Приравнивание коэффициентов при одинаковых степенях х дает 
1*2й 2~®» 2 • Зйд-р йц = 05 3 • 4^4-р = Оі 
4.5 й5 -Р Й 2 = 0; 5 • 6йб -р йз = о, .,., 


откуда последовательно находим 


л ^0 

Й2 — 0) йз 2^2 


ал = 


3-4’ 


Сіеі — 


4*5 


_ ^0 _^_ ^0 „ __ Л * 

5*6 23 * 5*6 * ^ ^ *"***" ' 346 * 7 * ^ в — ^ ^ 


Йд 


^6 _^0 

8-9 2.3.5.6-8-9 


и т. д. 
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Подстановка этих результатов в формулу (164) дает общее 
решение уравнения (163): 

аі л , «о 


У = а^-}-а^x■ 


“о ^3_„4 

2-3^ 3-4'^ 


2.3.5-6 


л:® + 


3-4.6.7 


2 . 3 . 5 . 6 . 8.9 


Х^-— . . . = 


= «п 1 


2-3^2.3.5-6 2-3.5-6.8-9 




+ 


3-4 ‘ 3-4.6.7 3.4.6.7.9.10 


Константы а^ и остаются в качестве произвольных постоянных 
(в свойстве 5 п. 14 они были обозначены через и С^). Ряды, 
стоящие в скобках, представляют два линейно независимых част¬ 
ных решения уравнения (163). 

Описанный прием всегда применим, в частности, к линейным 
уравнениям 

«о {^) + «1 {X) 1/ 4* ... 4* {X) У=/{х), (165) 

если все функции а^{x), а^{х), /{х) представляют собой 

многочлены относительно х или, в более общем случае, суммы рядов 
по степеням х — лго, причем (л^о) 0. 

Если ао(хо) = 0, то значение называется особой точкой для уравне¬ 
ния (165); тогда найти решение в форме (162) возможно не всегда. В этом 
случае иногда удается найти решение в форме 

у = {х — ХоУ [а-\-Ь{х~Хо)-\-с{х — Хо)^-\-(і{х—Хо)^-\-.,.], (166) 

где постоянная р также подбирается. При этом можно считать, что а ^ 0, 
так как в противном случае можно вынести за скобку некоторую степень 
X —Хо, так что дело сведется к изменению р. 

26. Функции Бесселя. Рассмотрим важный пример уравнения Бесселя 

х'^у"-\-ху'-\-{х'^ — р^)у = 0 (р = соп8І^0; о < X < оо). (167) 

Решения этого уравнения называются функциями Бесселя, хотя они приме¬ 
нялись Эйлером с 1766 г., т, е. до рождения Бесселя. Эти функции назы¬ 
ваются также цилиндрическими функциями, так как они широко применя¬ 
ются при решении уравнений математической физики в круглом цилиндре. 

Значение х = 0 является для уравнения (167) особой точкой, поэтому 
в силу формулы (166), в которой надо положить Хо = 0, его решение можно 
искать в виде 

у=ахР-1-&хР+^-}-схР + 2_|_ (168) 

Дифференцирование и подстановка в уравнение (167) дают 
х2 [ар (р-1)хР-а + &(р+1)рхР-Ч-с(р + 2)(р+1)хР+...] + 

-1-х [архР 1-1-& (р-1- 1) хР-[-с (р-1-2) хР+1-1-.. .]-!- 

-1-х2 (ахР-1-&хР + ^-1-схР+2-1-. . .)—(ахР-1- &хР+^-1-схР + 2-і- .. .) =0. 

После приравнивания нулю коэффициентов при одинаковых степенях х 
получим цепочки равенств: 

ар (р—1)-1-ар —ар2 = 0, т. е. а(р2—р2) = 0; 
^(р41)р46(р 41)—&р‘* = 0, т. е. &(р2 4-2р-[-1—р2) = 0; 
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с(р + 2)(р + 1)+с(р + 2) + а—ср2 = 0, т. е. с(р2 + 4р + 4— р2)_і_а = 0; 
гі(р+3)(р + 2) + сг(р+3) + &-сгр2 = о, т. е. сг(р2 + 6р + 9-р2) + &=0; 
е(р + 4)(р + 3) + е(р + 4) + с-ер2 = 0, т. е. е(р2+8р +16-р2)+с=0 

и т. д. Из первого равенства, поскольку а О, мы видим, что р 2 = р 2 , т. е. 
р=:±р. Подставляя этот результат в остальные равенства, получим после¬ 
довательно 

Ь—0, с = - — —7п7~1~Т:> сі—0, 

4р + 4 22 (р+1) 


■8р + 16 2^.2(р+1)(р + 2) 


. 1=-0, 


2в.2.3(р+1)(р + 2)(р + 3)’ 
а 

^"=2«.2.3.4 (р+ 1) (р +2) (р + 3) (р + 4) “ 

Отсюда в силу формулы (168) находим решение 

дур_уР + 2_|__ 

02 I 1\ ^04.01 /л I П I 0\ 


2 ^ (р + 1) 


2 ^.2! (р + 1)(р + 2) 


2в.3!(р+1)(р+2)(р + 3)^ 

где а —произвольная постоянная. Удобно выбрать а= —г-гг (п. XIV.17). 

2 а (р+І) 

Если учесть, что в силу формулы (XIV.66) 

Г(р+1)(р + 1) = Г(р + 2); Г(р + 1)(р + 1)(р4:2) = 

= Г(р + 2)(р+2) = Г(р + 3) и т. д., 
то формула (169) при таком а даст 

1 / ху 1 / X у + 2 1 / X у+4 

(р+1) V 2 У 1!Г (р+2) V 2 У ^2!Г (р + 3) V 2 ) 


■31Г(р + 4) Ѵ2 


^ пІТ (р + л + 1) \ 2 


Эта сумма называется функцией Бесселя 1-го рода порядка р и обозна¬ 
чается через (х). Так как р= ± р, то общее решение уравнения (167) 
(п. 14, свойство^5) можно записать в виде 

(171) 

Решение (171) не годится при целом р = 0, 1, 2, 3, ... Действительно, 
для таких р при р= —р будет 

Г(—Р+1)=Г(—р + 2)=...=Г( —р+р) = ±с», 
и потому формула (172) даст 


X \ -Р+2П 


= 1 п—р = п' 


V (-1)^(-1)«у ху + 2п'_ 

~ 2^ (р + л')1 («')! \2У ^ 1) (р ,1,2,...), 
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Значит, в этом случае решения ^р{x) и ^_р{x) линейно зависимые (п. И), 
а потому формула (171) не дает общего решения. 

Чтобы получить общее решение уравнения (167), пригодное для всех р, 
Поступают аналогично случаю 3 п. 17. Именно, сначала считают, что р не 
целое, и образуют функцию 


У р{х) = сі‘урп] р (х)- 


\ С05 рЛ^ р{X) — ^ _р{х) 

^-р{x)^ — 


81 П рЯ 


81 П рЯ 


Как линейная комбинация решений она также является решением уравне¬ 
ния (167) и называется функцией Бесселя 2 го рода порядка р\ она иногда 
обозначается также через Nр (х). Если р становится целым, то в правой 
части получается неопределенность (почему?). Ее можно раскрыть по пра¬ 
вилу Лопиталя, чего мы здесь делать не будем. Отметим только, что в итоге 
получится сумма, для которой при х—>-0 старшим членом будет 


(р —1)! 2Р 


(р=1, 2, 3, ...); — Іпл: (р = 0). 


ЯхР " ' ' - - " я 

Итак, формула 

У=^С^^ р{х) + С^Ѵ р{х) (І72) 

дает общее решение уравнения (167) для всех р^О, нецелых или целых, при 
0 <х<оо. При этом 7^,(-1-0) конечно, тогда как У'^,(-1-0)=—оо. Поэтому 
если у{-\-0) по условиям задачи должно быть конечным, то в правой части 
формулы (172) надо оставить лишь первое слагаемое. 

В настоящее время функции Бесселя подробно изучены и затабулиро- 
ваны. Наибольшее значение для приложений имеют 


7о(х)=1 




11222 Т- 21224 31228' 


(173) 


; + 


1!2!2з ‘ 2!3!25 3!4!2’ 


Примерные графики этих функций показаны на рис. 299. Эти функции, как 
и все функции Бесселя 1-го и 2-го рода, при возрастании х бесконечное 



число раз меняют знак и стремятся к нулю. Из формул (173) легко вывести, 
что ^^{x)=■ — /і(х) (проверьте!). Имеются и другие соотношения между 
функциями Бесселя. Все эти свойства можно найти, например, в книге [29]. 

27. Метод малого параметра. Этот метод, описанный в п. Ѵ.5, применяется 
и при решении дифференциальных уравнений. Приведем простые примеры 
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Задача 

у'-т+Ьгу 

не содержит параметров. Однако можно рассмотреть более общую задачу 


У 


1 -\-(ХХу 


у(0) = 0, 


(175) 


из которой (174) получается при а = 0,1. Задача (175) легко решается при 
а = 0: тогда получается у = -^. Поэтому ищем решение задачи разложенным 
в ряд по степеням а, т. е. 


у — — -\-(хи-\- 4 - + •... 


(176) 


где и = и{х), ѵ = ѵ{х) и т. д.—пока неизвестные функции х. 

Подстановка (176) в (175) дает после умножения на знаменатель 

{х-\-аи' -\-а'^ѵ' + ...) ^ 1 4"^ х'^-\-(хЧи-{-(Х^хѵ-\- .., ^ ==л:; (177) 

аи (О)-І-а^у (О)-)-,.. =0. т. е. и(0)==0, п(0) = 0, ш(0) = 0, ... (178) 

Раскрывая скобки в (177) и приравнивая нулю коэффициенты при степенях 
а, получим последовательно 

1 л,з 

и'~\-—х^ = 0, ѵ' и'-\-х^и = 0, ію'ѵ' -\-хии'х^и^О н т, 


откуда с учетом равенств (178) найдем (проверьте!) 


“ 10 ’ ^ 160 ^’ 


71 

1760 


и т. д. 


Поэтому формула (176) дает 
а - 


1.4! 

160 


г 8 _ 


71аз 

1760 




В частности, для уравнения (174) получим 

_а:2 л:® 7х» 71а:іі 

^“2 100+16000 1 760000 + *** 

Этот ряд прекрасно сходится при Іх] < 1 и неплохо при 1 < [х] <2. 
Рассмотрим в кач'^стве другого примера задачу 

у' = 5т{ху), у(0) = а. (179) 

В отличие от предыдущего примера здесь параметр входит в начальное усло¬ 
вие. При а = 0 задача (179) имеет, очевидно, решение у = 0. Поэтому при 
малых 1 а| ищем решение в форме 

у = аи-\-а,^ѵ-\-а^ю-\- {и = и(х), ѵ = ѵ(х), ...). (180) 

Подстановка значения л: = 0 дает 

а(0)=1, У(0) = 0, 


ьу(0) = 0, ... 


(181) 
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С другой стороны, подставив (180) в дифференциальное уравнение (179), по¬ 
лучим с учетом степенного ряда для синуса (формула (ІѴ.57)): 

аи' Ц- ... = 

__{ахи-\-а^хѵ~\-а,'^хт-^ ...) {ахи~\-а^хѵ~\~а'^хт-{- .. .)^ , 

Приравнивание коэффициентов при одинаковых степенях а дает 
и'=хи, ѵ'—хѵ, т' ^хт -... 

Интегрируя эти уже линейные уравнения с учетом начальных условий 
(181), найдем (проверьте!) 

АГ^ 3 ^ 

и — е^, п = 0, !іу = і _(1 — х^) е ^ — ~е^. 

12 ' ’ 2 

Подстановка этих выражений в (180) дает разложение искомого решения, 
пригодное для небольших ) л: ( и | а |. 

В более сложных случаях при применении метода малого параметра 
часто бывает полезно найти хотя бы первый содержащий параметр член 
разложения. 

28. Общие замечания о зависимости решения от параметра. В связи с 
предыдущим пунктом выскажем несколько общих соображений. Часто быва¬ 
ет, что изучаемое дифференциальное уравнение или система таких уравнений 
содержат один или несколько параметров, которые могут принимать раз¬ 
личные постоянные значения. Рассмотрим для простоты уравнение первого 
порядка 

% = П^,УЛ) (182) 

(К — параметр) при определенных начальных условиях х = х^, у = Уо. 

Будем считать, что точка {х^-, у^) — неособая (п. 7), т. е. при заданных 
условиях существует единственное решение уравнения (182). Тогда из гео¬ 
метрического смысла уравнения (182) (п. 3) следует, что если его правая 
часть зависит от 'к непрерывно, то при малом изменении к поле направле¬ 
ний будет меняться мало, а потому и решение у{х; к) будет зависеть от к 
непрерывно. Аналогичный вывод получается, если от к зависит не только 
уравнение, но и начальное условие, т. е. если х^ = хо{к), уо = Уо (к). 

Пусть решение у{х\к) уравнения (182) известно при некотором, как 
говорят, «невозмущенном» значении к\ пусть, далее, значение параметра из¬ 
менилось и стало равным где | Д?и | мало. Тогда и у изменится и 

получит приращение ^Xу^у, главную линейную часть, т. е. дифференциал кото¬ 
рого мы обозначим через Ьу и назовем вариацией решения. 

Таким образом, вариация—это частный дифференциал, взятый по пара¬ 
метру; новое название и новое обозначение применяются, чтобы отличить 
дифференциал по независимой переменной от дифференциала по параметру, 
В тех случаях, когда малыми высшего порядка можно пренебречь, можно 
сказать просто, что вариация решения—это бесконечно малое его изменение, 
полученное за счет изменения параметра. При выбранном значении к вели¬ 
чина бу, как и у, зависит от х, т. е. бу = бу (х) и прямо пропорциональна Л. 

Чтобы составить дифференциальное уравнение для бу, надо приравнять 
дифференциалы обеих частей равенства (182) по к: 

6й = 8(М*, к Ц)=|б!/+|;6», фХ=А1), 
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т. е. 

уЛ)Ьу-^!Ііх,у’,Х)Ы. (183) 

При этом в левой части мы переставили знаки й и б, как знаки дифферен¬ 
циалов по разным переменным (п. IX.15), а в правой части воспользовались 
формулой для производной сложной функции. Уравнение (183) называется 
уравнением в вариациях для исходного уравнения (182). Так как в правой 
части взамен у надо подставить «невозмущенное решение» у {х\ X), то урав¬ 
нение (183) линейное и потому легко интегрируется (п. 4). Для уравнений 
высших порядков и для систем уравнений соответствующие уравнения в ва¬ 
риациях в общем Случае не интегрируются в квадратурах, но они всегда 
являются линейными. 

Выведем начальное условие для бу. В общем случае, когда л:о = л:о(^), 
у^=іу^{Х), получаем при значении параметра А,-1-бА,, отбрасывая малые выс¬ 
шего порядка, что при х = л:о (^4-бА,) = л:о + ХобА, будет У = Уо (^ + 6^) = Уо + 
-|-уобА,, где л:о = Хо (?!-), Уо — Уо{Х). Отсюда при значении параметра А,-|-бА, и 
при х — х^ будет 

у \х=Хо — У 1л;=АГо+АГд бЯ,— д^у \(іх=х'^б'к = Уо-]гУ ^^^ —^ •’^дб^ = уо Ц-у^бА, — ^^х^ЬХ, 


где !о = !{Хо, Уо; Но то же значение у равно (У 1х+бу);е^;е„ = Уо + (бу)^^^„. 
Значит, начальное условие для бу таково: 

(бу)х=хо = ( Уо — !оХо)6Х. 

В том частном случае, когда х^ и уо не зависят от Я, будет дго = уо = 0 и по¬ 
тому начальное условие имеет вид (бу);^;_^і, = 0. 

Иногда параметр входит в дифференциальное уравнение таким способом, 
что при некоторых значениях этого параметра уравнение понижает свой по¬ 
рядок, т. е. вырождается. При этом возника¬ 
ют новые обстоятельства, которые мы пояс¬ 
ним на примере. 

Рассмотрим задачу 

^У'+У = 0, У\х = о=^ (184) 

X 

С решением у = е При Я = 0 получается 
вырождение (почему?). Пусть решение рас¬ 
сматривается при и X —>^+0; это ре¬ 

шение показано на рис. 300. Уравнение (184) 
в пределе переходит в равенство у = 0, но мы 
видим, что при малом X решение близко к ну¬ 
лю не сразу от д: = 0, а только от некоторого х = Н. Промежуток д < х <Н, 
называемый пограничным слоем, нужен решению для того, чтобы от единич¬ 
ного начального значения (184) перейти к значению, близкому к нулю. 

Ширина пограничного слоя условна, так как теоретически решение ни¬ 
где не становится точно равным нулю. Если, например, принять за ширину 
Пограничного слоя значение а: = /і, при котором решение уменьшается в 10 раз 
По сравнению с исходным значением, то для задачи (184) мы получим 

^-йд^0,1; /і = 1п10.Я, 



т. е. ширина пограничного слоя прямо пропорциональна значению X. 

Если X —— о, То получающееся решение, изображенное на рис. 300 
пунктиром, стремится к бесконечности при любом .х > 0. Этот случай пред¬ 
ставляет меньший интерес. 
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В более сложных случаях часто наблюдается аналогичное явление. Пусть, 
например, рассматривается решение уравнения второго порядка, удовлетво¬ 
ряющее двум начальным или краевым (п. 16) условиям, причем при некото¬ 
ром значении параметра А, = А,о порядок уравнения понижается до первого. 
Тогда бывает, что если решение Уо{х) при А, = А,о остается конечным, то оно, 
как решение уравнения первого порядка, удовлетворяет только одному усло¬ 
вию, а другому не обязательно. При Х, близком к А,о, для решения у (х) 
имеется «пограничный слой» (ширина которого пропорциональна (А,—(). 
на протяжении которого у {х) переходит от этого другого условия к Уо {х). 
Подобная ситуация может возникнуть и для систем дифференциальных урав¬ 
нений. 

29. Методы улучшения невязки. Эти методы основаны на том, что неиз¬ 
вестная функция ищется в виде, включающем несколько параметров, т. е. 
в виде 

у = (р(х', Ац, А,2, ^/я)* (^85) 

При этом правая часть обычно выбирается так, чтобы для любых значений 
этих параметров удовлетворялись поставленные начальные или граничные 
условия. После подстановки выражения (185) в заданное дифференциальное 
уравнение невязка Н, т. е. разность между левой и правой частями, будет 
Содержать эти параметрй: 


Н — й(х; А,і, А,2, ^/я)' 

Если бы решение (185) было точным, то невязка Н тождественно равнялась 
бы нулю. Поэтому для нахождения параметров А,а, на невязку 

накладывают т условий, которые заведомо выполняются для тождественно 
нулевой функции. Например, можно приравнять /і = 0при т значениях х — 

ь 

эго метод коллокации. Можно минимизировать интеграл ^Н^йх на том ин- 

а 

тервале а^х^Ь, на котором строится решение,—это метод наименьших 

ь ь 

квадратов. Можно приравнять нулю интегралы ^ Ну^іІх) йх, ^ 


• ••« ^ /і'Ф/я (^) где фі (х:), •••* Фда(^) — какая-либо выбранная си- 

а 

стема функций,—это метод моментов, так как подобные интегралы называ¬ 
ются моментами. 

Чем больше введено параметров А,/, тем более «гибкой» является фор¬ 
мула (185), т. е. тем точнее можно представить этой формулой искомое ре¬ 
шение, но тем сложнее получаются вычисления. Большое искусство заклю¬ 
чается в том, чтобы правильно предугадать вид искомого решения с помощью 
формулы, содержащей небольшое число параметров. О правильности резуль¬ 
тата можно судить, сравнивая результаты повторных вычислений по разным 
методам или с разным числом параметров и т. п. 

Если правая часть формулы (185) удовлетворяет не всем поставленным 
начальным или граничным условиям, то требование, чтобы эти условия удов¬ 
летворялись, соответственно уменьшает число условий, накладываемых на 
н евязку. 

Рассмотрим простой пример, в котором возможно сравнение с точным 
решением. Пусть надо решить краевую задачу 

у"4-У = 0 (0<х<1), у(0) = 0, у(1)=1. 
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Будем искать решение в виде 


у—Хх-\-]хх^. (186) 

При этом первое граничное условие удовлетворяется автоматически, а второе 
дает А,4-^=1» откуда у = Хх-\-(\ —А,) х®, и у нас остается всего одна степень 
свободы, т. е. возможность поставить лишь одно условие для улучшения не¬ 
вязки, которая равна 

/і=у"-1-у = 2(1— А,) + А,х + (1—А,) ха. 

1 л 9 

Коллокация при 2 значение метод наименьших квадратов 

257 

для интервала О^х^І дает значение А, = 2 ^; метод моментов с функцией 

14 

г]5 (х) = 1 дает значение А, = у| (проверьте!). Подстановка этих значений в фор¬ 
мулу (186) дает приближенные решения, которые неплохо аппроксимируют 

ЗІП X 

точное у =■ : например, при х = 0,5 оно равно 0,5699, тогда как прибли¬ 

женные решения равны соответственно 0,5714, 0,5681 и 0,5682, ошибка ±0,Зо/о. 

30. Метод упроіцения. Этот метод широко применяется на практике, 
особенно при грубых прикидочных расчетах. Он состоит в том, что само 
исходное уравнение упрощается путем отбрасывания сравнительно малы» 
членов, замены медленно меняющихся коэффициентов постоянными и т. п. 
После такого упрощения может получиться уравнение одного из интегрируе¬ 
мых типов и, интегрируя, мы получим функцию, которая может считаться 
приближенным решением исходного, полного уравнения; во всяком случае, 
она часто правильно передает характер поведения точного решения. Найдя 
это «нулевое приближение», иногда удается с его помощью внести поправки, 
учитывающие упрощение, и тем самым найти «первое приближение» и т. д. 

Если уравнение содержит параметры (например, массы, линейные размеры 
исследуемых объектов и т. п.), то нужно иметь в виду, что при одних зна¬ 
чениях этих параметров относительно малыми могут быть одни члены урав¬ 
нения, а при других значениях—другие, так что упрощение будет при раз¬ 
ных значениях параметров производиться по-разному. Кроме того, иногда 
приходится разбивать интервал изменения независимой переменной на части, 
в каждой из которых упрощение проводится по-своему. 

Особенно полезно такое упрощение уравнения в случаях, когда при са¬ 
мом выводе (написании) дифференциального уравнения делались существен¬ 
ные упрощающие предположения или когда точность, с которой известны 
рассматриваемые величины, невелика. Так, члены уравнения, меньшие допу¬ 
скаемой погрешности в других его членах, надо безусловно отбросить. 
Рассмотрим, например, задачу 

/+Г^:^У + 0,2уЗ = о, у(0) = 1, у'(0) = 0; 0<х^2. (187) 

Так как коэффициент при у меняется медленно, заменим этот коэффициент 
его средним значением (п. XIV.5): 

2 


2 

о 

Кроме Того, сравнительно малое третье слагаемое отбросим. 


Іг 


_1 _ 1 1 п(1+0,1х) 2 1п 1, 


■0,1х 


0,1 


0,2 


0,911. 
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Получим уравнение у"-1-0,911у = 0 с решением при данных начальных 
условиях; 

у = соз0,954х. (188) 

Вид этого приближенного решения подтверждает правомерность отбрасыва¬ 
ния последнего слагаемого в уравнении, поскольку отношение третьего члена 
ко второму порядка 0,2у^ < 0,2, и потому первый член должен лпочти взаимно 
і-ничгожиться» со вторым. Внесем поправку на последнее слагаемое, для чего 
подставим в него приближенное решение (188), оставив коэффициент осред- 
ненным; 

у" +0,91 1у = — 0,2 соз® 0,954х = — 0,05 соз 2,8бх—0,15 соз 0,954х 

(мы применили формулу (VIII.14)). По методам п. 18 получаем при заданном 
начальном условии (проверьте') 

у = 0,993 соз0,954х—0,079х зіп 0,954х +0,007 соз2,86х. 

Разница по сравнению с нулевым приближением (188) невелика, так что 
вывод о значении отдельных слагаемых в уравнении (187) остается в силе*, 
в то же время третий член уравнения (187) внес свой вклад в решение. (По¬ 
думайте, как можно внести поправку на непостоянство коэффициента в урав¬ 
нении (187) ) 

Подобные рассуждения зачастую не блещут строгостью и иногда приводят 
к ошибкам, однако если они проводятся в соответствии со здравым смыслом, 
то все же, и притом довольно часто, дают решение, которым можно пользо¬ 
ваться на практике. 

31. Метод Эйлера. Мы переходим к изложению некоторых ме¬ 
тодов численного интегрирования дифференциальных уравнений. Эти 
методы применяются, если ни один из описанных выше методов 
('приближенного интегрирования», т. е. получения приближенных 
формул для решения, не является достаточно эффективным, в част¬ 
ности, если решение требуется с большой точностью на большом 
интервале изменения аргумента. Кроме того, эти методы применяются 
в работе быстродействующих электронных вычислительных машин. 

Часто целесообразно комбинировать методы приближенного и численного 
интегрирования Например, для уравнения 

у"-\-{1 +е-^) у = 0 

при .каком-либо заданном начальном условии можно для малых х применить 
формулу Тейлора (п 24), при средних х в зависимости от требуемой точно¬ 
сти— один из методов численного интегрирования а при больших х — про¬ 
сто отбросить член е~^. 

Мы изложим четыре наиболее известных метода численного ин¬ 
тегрирования уравнений первого порядка; эти методы очень просто 
переносятся на системы уравнений первого порядка, к которым при¬ 
водятся и уравнения высших порядков. В курсах приближенных вы¬ 
числений можно найти ряд других методов; особо отметим книги [3], 
(18), [26], [34]. 

Метод Эйлера прост и нагляден, хотя и недостаточно практиче¬ 
ски эффективен. Однако его надо хорошо понять, так как многие 
важные и эффективные методы в различных разделах математики 
являются, по существу, его развитием. 
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Метод Эйлера состоит в непосредственной замене производной 
в дифференциальном уравнении разностным отношением (п. Ѵ.7). 
Пусть рассматривается начальная задача 

У {Хо) = Уо‘ (189) 

Будем считать для простоты шаг Н по х постоянным и обозначим 

x^ Н — х^^, x^ -]- 2Н = х^, x^ ЗЛ = лгд, • • •) 

а приближенные значения у{Хі^) обозначим у/^. Чтобы найти эти зна¬ 
чения, заменим в уравнении производную разностным отношением 

Ук), т. е. —У к) 
и 

Ук+і = Ук+/і^к, Ук)^‘ (190) 

По последней формуле можно, начиная от у^ и полагая последо¬ 
вательно /г = 0, 1, 2, ..., найти значения 

Уі^УоЛ-/{Хо. Уо)^, Уг = Уі-\-/{х^, у^)Н, ... 

Метод Эйлера имеет простой геометрический смысл, показанный 
на рис. 301, где изображены также интегральные линии. Он состоит 
в том, что через заданную точ¬ 
ку мы проводим не искомую 
интегральную линию, которая нам 
не известна, а отрезок каса¬ 

тельной к этой линии, руководству¬ 
ясь направлением поля в точке М^. 

Через УЧі мы проводим отрезок, 
руководствуясь направлением поля 
в и т. д. Полученная ломаная 
Эйлера приближенно изображает 
требуемую интегральную линию, 
которая получилась бы, если бы 
шаг Н был бесконечно малым, т. е. 
если бы мы непрерывно подправляли 
направление ломаной. 

Легко оценить порядок ошиб¬ 
ки в методе Эйлера. Пользуясь фор¬ 
мулой (190), мы заменяем приращение решения его дифференциалом 
у'і^/іх =/ {Х/^, Уі^) Н. При этом делается ошибка порядка (см. фор- 
мулу (1Ѵ.49)). Если мы строим решение на некотором интервале лг^, х 

и разбиваем его на п частей, то И — - , и суммарная ошибка бу- 

дет иметь порядок пН^ — -—. Значит, для повышения точности 
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В 10 раз, т. е. для вычисления одного дополнительного десятичного 
знака, требуется увеличить число точек деления также в 10 раз, что 
значительно увеличит объем вычислительной работы. В этом недо¬ 
статок метода. 

Отметим еще одну особенность метода Эйлера, свойственную и другим 
методам численного интегрирования дифференциальных уравнений. Мы уже 
отмечали в п. 7, что решение такого уравнения может, при своем продолже¬ 
нии, обратиться в бесконечность при конечном значении х. В то же время 
ясно, что решение, построенное по методу Эйлера, остается конечным при 
всех значениях х. Чтобы правильно передать поведение решения в таких 
случаях, можно поступить следующим образом: если в результате численного 
интегрирования будет обнаружено значительное возрастание решения у (х) по 
абсолютной величине, совершить в дифференциальном уравнении замену вида 

і/= -І-. Если тогда при дальнейшем интегрировании окажется, что г пере¬ 
ходит через нулевое значение при некотором х = а, это и будет означать, 
что ({/ (а) 1 = 00 . 

32. Метод Рунге — Кутта. Покажем сначала этот метод, уточ¬ 
няющий метод Эйлера, в более простом варианте. Пусть т. е. 
приближенное значение решения при л: = лг^,, уже построено; тогда 
можно найти с помощью следующего вычисления: 

/к=/(^к,Ук), ^к=/{^к + ^, Ук + Щ, Ук+і = Ук + ^к^- ( 191 ) 

Геометрический смысл этого вычисления показан на рис. 302. 
Именно, каждое очередное звено ломаной, аппроксимирую¬ 

щей интегральную линию, строится 
так. Сначала проводим отрезок 
руководствуясь направлением Д поля 
в точке М/^. Не ограничиваясь этим 
(как в методе Эйлера), определяем 
направление поля в середине 
этого отрезка и проводим отрезок 
именно под этим новым на¬ 
правлением. Таким образом, мы произ¬ 
водим пересчет^ уточнение углового 
коэффициента звеньев ломаной, аппро¬ 
ксимирующей интегральную кривую. 

Рис. 302. из геометрического смысла 

ясно, что данный метод точнее метода 
Эйлера, так как здесь учитывается поворот поля на интервале 

Это можно подтвердить и вычислением. По формуле Тейлора (п. XII.6) 
^к=^Нхь + Ук)^ + !уіЧ^ Ук)^+0{Н^). 

(под о (Н^) понимается величина, ограниченная по сравнению с ср. 
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п. II 1.11). Подобно п. 24 находим 

у'к = !(хи^ ?/&) = /%; УІ=!хіХк,Ук) +!'уіЧ’ у к) уі > 

Ук + І^Ук-^^ф — Ук’\‘Н^Ь Ук)^'^^\■Іx ?/й)-^ + 

+ М^й. Ук)!к^Л-От=УиЛ-у'кН + ^Н^-^0{Н^). (192) 
Но точное значение решения при условии у{ху) = У 1 ^ равняется 

?/(•^й + Л) = Уй + + ^2+ 0 (Л^) (193) 


(см. формулу Тейлора (IV.50)). Сравнивая формулы (192) и (193), видим, 
что значения у(Ху^-\-Н) и Ук+і могут различаться только в величинах по¬ 
рядка не менее к^. Отсюда, как в конце п. 31, легко заключить, что суммар¬ 
ная ошибка метода имеет порядок или, что то же, порядок Значит, 
если число точек деления увеличить в 10 раз, то точность повысится в 100 раз. 


Еще более точный результат получится, если вычислять по 
схеме: 


/к=/і^к, Ук), ^к=/ 



Тй=/(-^й + Л. І/й + М). І/й+і = І/й + І(/й + 2аИ-2Рй + Тй)Л- 


Вычисления, подобные (192), показывают, что ошибка на каждом 
шаге здесь имеет порядок Л®, а потому суммарная ошибка — порядок 
Значит, если число точек деления увеличится в 10 раз, то точ¬ 
ность повысится в 10 000 раз. 

33. Метод Адамса. Этот метод, предложенный в 1883 г. анг¬ 
лийским астрономом Дж. Адамсом (1819—1892), основан на второй 
интерполяционной формуле Ньютона (Ѵ.29), которую мы применим 
для производной у' (лг) от решения, начиная от некоторого значения 


У {■^) — Ук-\~^Ук-і — 


^^Ук-2 

2! 




+ 1 + 


^^Ук-э х—Хк [Х—Хк I 1 

3! Н \~1і ^ 


(194) 


При ЭТОМ в указанной формуле мы вместо і — Хк+і — х подставили 
—(л: — лг;^) и соответственно вместо Ук+і — значение у'к; 
кроме того, мы заменили знак приближенного равенства знаком точ¬ 
ного равенства, хотя, конечно, формула (194) приближенная и ее 
ошибка имеет порядок А^у', т. е. (п. Ѵ.7). Интегрирование фор¬ 
мулы (194) от Хк д,о Хк+і=Хк~\- Н дает после подстановки 


5 
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(проверьте!) 

Ук + 1 — Ук~^ {укЛ--2 ^Ук-\ + 12 ^^Ук-гЛ-'^ ^^У'к-з^ (^ 95 ) 

Погрешность формулы (195) получается в результате интегриро- 
вания погрешности формулы (194), т. е. имеет порядок Л® (почему?). 

Применяется формула (195) следующим образом. Сначала каким- 
либо способом^ например с помощью формулы Тейлора, п. 24, или 
с помощью метода Рунге — Кутта, п. 32, находим значения 

Уі = У {^0 + ^), 1/2==^ (-^0+2^) и Уз = у{х^-{-ЗН). 

Затем вычисляем соответствующие значения 

І/0=/(-^0. ^о), Уі=/{Хі, Уі), У2=/{Х2, У 2 ), Уз=/{Х5, І/з), 

с помощью которых находим 

^Уо = У’і — У'о, ^Уи ^у'2, Д^і/о --= Д^Уо = Д^УІ — Д^Уо. 

Далее, полагая в формуле (195) к = 3, вычисляем а с его по¬ 
мощью у'і=/{Хі, і/Д, Дуз = У 4 —Уз, Д^Уг, ДѴі- Затем, полагая 
в формуле (195) & = 4, вычисляем у^, далее с его помощью у'^ = /(лгд, у^) 
и т. д. Вычисления проходят по схеме 


О} 

У 

уЧ(^^у) 

Л/' 


^А-Э 

Уа-з 

У'а-з 

^У'а-з г 

^Уа-з \ 

^и-г 

Уи-2 

Уа-2 

I і'і 

_. 755^'- 

^Уа-2 І 


Уа-1 

Уа~7 ) 

^Уа-г I 1 ^ Уа-; I 
. ->к'- . -■ 



І Уа 

1--— 

> Гг 
__. 

^Уа 'і 



.1!... 


.... 



і УАу 

-- - 




■. Т 


34. Метод Милна. С помощью первой интерполяционной фор¬ 
мулы Ньютона (Ѵ.27) можно получить еще один метод, который 
является одним из наиболее эффективных. Мы приведем лишь окон¬ 
чательный результат. 

Вычисления в методе Милна (1926) проходят по формулам 

Ук+1~ Ук-3~\~~^ {^У'к-2 — У'к-1 + 2у/г) 

(где Уі=^/іХі, Уі)), 

Ук+1 — /{Хк + ъ Ук + і)і 
Ук + 1 — Ук-х~^'^ (У/г-1 + 4у/г-Р У/г+і) 
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При ЭТОМ, как и в методе Адамса, значения у^ должны 

быть найдены каким-либо иным способом. После этого, полагая в фор¬ 
мулах (196) & = 3, находим последовательно у^, 1 / 4 , 1 / 4 . Затем, пола¬ 
гая к=4, находим 1 / 5 , 1 / 5 , у^ и т. д. Найденные значения у^, і/д, 
і/д, ... и являются приближенными значениями решения у{х) при 
х-=Хі, лгд, ..., где Х{ = х^-{-1П. 

Оказывается, что абсолютная погрешность, получающаяся при 
вычислении Уіі+і по данному методу, приблизительно равна 

\ Ук + 1 Ук + \\ 

29 

Поэтому при вычислениях можно попутно проверять, не выходит 
ли эта погрешность за рамки принятой степени точности вычисле¬ 
ний. Если это где-либо произойдет, то, начиная с соответствую¬ 
щего значения х, надо уменьшить шаг, имея в виду, что суммарная 
ошибка данного метода имеет порядок Н^. 



ГЛАВА ХѴІ 


КРАТНЫЕ ИНТЕГРАЛЫ 


§ 1. Определение и основные свойства кратных интегралов 

I. Примеры, приводящие к понятию кратного интеграла. Рас¬ 
смотрим тело (й), плотность р которого известна, но переменна, 
т. е. в разных точках различна, и предположим, что нам требуется 

подсчитать массу т этого тела. 
Аналогичная задача для линей¬ 
ного распределения массы была 
решена в пп. XIV.1—2, которые 
мы советуем сейчас просмотреть. 

Пространственный случай ис¬ 
следуется совершенно аналогично 
линейному. Для этого разобьем 
мысленно (й) на кусочки—объем- 
чики (АЙі), (А^а), •••, и 

выберем в каждом по точке соот¬ 
ветственно ЛI^, Жа, ..., (см. 
рис. 303, где картину надо пред¬ 
ставлять себе пространственной; 
нумерация кусочков производится 
в произвольном порядке). Если кусочки достаточно малые, то в 
каждом из них плотность можно без большой ошибки считать посто¬ 
янной. Тогда массу первого кусочка можно подсчитать как 

произведение плотности на объем, т. е. р(Жі)Айі, масса второго 
кусочка находится аналогично и т, д. В целом получаем 



Рис. 303. 




Р (Л^і) Дйі + р (Жг) дд, + ... + р (Ж„) ДЙ„ = 

= 2 р (ліа до», 


к = \ 


где под Айу^ понимается объем кусочка (Ай^^). 

Это равенство приближенное, так как плотность кусочков все же 
непостоянная; однако оно тем точнее, чем мельче разбиение, и в 
пределе получаем точное равенство 


/»(й) = Игл 2 Р і^к) 

к=1 


( 1 ) 
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Здесь предел берется в процессе безграничного измельчения рас¬ 
сматриваемого разбиения, когда линейные размеры всех кусочков (не 
просто их объемы!) стремятся к нулю. 

Рассуждая аналогичным образом, можно заключить, что если 
в теле (^) распределен заряд с плотностью с, то сам заряд ^ можно 
подсчитать по формуле 

П 

д = \\т'^а{Мі,) ( 2 ) 

к = 1 


при таком же смысле обозначений. 

Масса или заряд могут быть распределены не по объему, а по 
поверхности или по линии. Конечно, реально распределение по по¬ 
верхности означает, что одно из измерений части пространства, 
занятой массой или зарядом, значительно меньше двух других; ана¬ 
логично расшифровывается распределение по линии. В этом случае 
формулы (1) и (2) остаются в силе, если под плотностью понимать 
поверхностную (т. е. отнесенную к единице площади) или линейную 
(т. е. отнесенную к единице длины) плотность, а под понимать 
соответственно площадь или длину кусочка (Ай^^). В общем случае 
говорят, что есть мера области (А^;^), понимая под этим объем, 

площадь или длину в зависимости от того, рассматриваются объем¬ 
ные, поверхностные или линейные области. 

2. Определенна кратных интегралов. Единообразие формул (1) 
и (2) дает основание для общего определения понятия кратного 
интеграла. Рассмотрим для определенности объемные интегралы, т. е. 
под областями будем понимать объемные части пространства, а в 
качестве меры такой области будем брать ее объем. 

Пусть в пространстве задана конечная область (й) и на ней, 
т. е. в каждой ее точке М, задана функция и—/{М), принимающая 
конечные значения. Тогда для составления интегральной суммы об¬ 
ласть (й) разбивается на кусочки (Д^і), •••> (Д^п) и в каж¬ 

дой произвольно выбирается точка, соответственно /Из,..., /И„. 
Затем составляется сумма 

3 /(жадйъ (3) 

к =1 к—х 

где под Д^^^ понимается объем кусочка (Д^^)- Предел этой интег¬ 
ральной суммы в процессе, когда разбиение области (й) бесконечно 
измельчается, называется интегралом (объемным) от функции / по 
области (й): 

5 5 /(/И)й?^ = 1іпі^/(/И;^) Дй^^ 

(Ц> (П) к = х 

(ср. с основными определениями пп. XIV.2 и ХІѴ.22). 


( 4 ) 
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Таким образом, формулы (1) и (2) можно записать так: 
т= ^ Я — \ 

(Й) (й) 

Как в п, XIV.2, интегрировать можно как непрерывные, так и 
разрывные функции. При этом существование предела (4) для ко¬ 
нечной функции, заданной на конечной области, может быть дока¬ 
зано математически, без ссылки на физический смысл интеграла. 
(Существенна даже не конечность области, а конечность ее меры, 
так как нетрудно представить себе область конечной меры, прости¬ 
рающуюся в бесконечность, рис. 264.) 

Совершенно аналогично дается определение интеграла по поверх¬ 
ности, плоской или кривой, а также интеграла по линии; конечно, 
при этом взамен объема кусочка надо взять его площадь или длину. 
В частности, интеграл по линии — это тот самый криволинейный 
интеграл по длине дуги, который был разобран в п. XIV.22. Объем¬ 
ные и поверхностные интегралы называются кратными по причинам, 
которые будут ясны из § 3, причем поверхностные интегралы назы¬ 
ваются двойными^ а объемные — тройными. 

3. Основные свойства интегралов. Поскольку основные свойства 
определенного интеграла пп. XIV.4 и XIV.5 можно вывести из опре¬ 
деления п. ХІѴ.2 интеграла как предела интегральной суммы, то эти 
свойства распространяются и на кратные интегралы. Перечислим эти 
основные свойства. 

1. Интеграл от суммы равен сумме интегралов: 

^ («1 ± « г ) ^ 

(Й) (П) (й) 

2. Постоянный множитель можно вынести за знак интеграла: 

^ СийО^ = с\ ийО, (С = соп 8 і). 

(П) (й) 

3. Теорема о разбиении области интегрирования: при любом 
разбиении области (й) на части, скажем, (й^) и (^ 3)1 будет 

^ и(іО^= ^ к ^ и(іО^, 

( й) (йі) (йг) 

4. Интеграл от единицы равен мере области интегрирования: 

[ йгй = й. 

(Й) 

5. Если область интегрирования вырождается, так что ее мера 
становится равной нулю, то и интеграл становится равным нулю. 

В свойствах 4 и 5 мы говорим о мере области (п. 1 ), понимая 
под мерой объем, площадь или длину в зависимости от того, рас¬ 
сматриваются объемные, поверхностные или линейные интегралы* 
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6 . Если рассматриваемые переменные размерны, то 

и = [и] • [й]. 

(іі) 

7. Случай симметрии. Если область интегрирования можно раз¬ 
бить на две равные части и если подынтегральная функция в оди¬ 
наково расположенных точках этих частей принимает равные значе¬ 
ния, то интеграл по всей области равен удвоенному интегралу по 
каждой из этих частей; если же при переходе из одной части 
в другую подынтегральная функция множится на —1, то интеграл 
по всей области равен нулю. 

Иногда бывает возможно произвести аналогичное разбиение 

области интегрирования на большее число равных частей, чтобы 

свести заданный интеграл к интегралу по области более простого 
вида, чем исходная. 

8 . Неравенства можно интегрировать', если и^, то 

5 5 и^ёО.. (5) 

(О) (П) 

При этом последнее неравенство может обратиться в равенство, только 
если = Впрочем, если это тождество нарушено в точках вырожденной 
области, имеющей нулевую меру, то интегралы (5) все равно совпадают, 
так как такое нарушение не влияет на значение интеграла (сравните 
свойство 5). 

9. Самая грубая оценка интеграла'. 

( 6 ) 

(Ш 

10. В связи с оценкой ( 6 ) находится понятие среднего («сред¬ 
него интегрального», «среднего арифметического») значения функ~ 

ции и по области (й), которое вводится подобно п. XIV.5, по 
формуле 

^ иёО^= ^ и ёО^ (ц — сопзі), 

(П) (П) 

т. е. 

иёО^, ^ иёО^ = иО^. 

(П) 

Из формул ( 6 ) вытекает, что ^ и ^ «шах- 

Все эти свойства легко иллюстрировать, если под и понимать 
ПЛОТНОСТЬ распределенной массы, а под интегралом — саму массу, 

11. Имеет место неравенство (см. конец п. XIV.5) 
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4. Основные методы применения кратных интегралов. Имеются 
две основные схемы применения кратных интегралов (ср. п. XIV.6). 
Первая основана на приближенном представлении рассматриваемой 
величины в виде интегральной суммы (3) с последующим переходом 
к пределу, как мы это сделали в п. 1. Вторая схема основана на 
составлении «элемента» (дифференциала) рассматриваемой величины. 
Остановимся кратко на второй схеме, отложив ее более подробное 
обоснование до § 2. 

Пусть нас интересует значение некоторой величины отвечаю¬ 
щее (для определенности, объемной) области (й), подобно тому 
как в п. 1 области (й) отвечало значение массы или заряда. Тогда 
мы составляем выражение йд = Ц) [М) , отвечающее бесконечно 

малому объему йй, расположенному в произвольной точке М, ко¬ 
торое 1) прямо пропорционально объему и 2) отличается от 
истинного значения на величину высшего порядка малости. 
Далее, суммируя значения йд по всем «элементам объема» йО, 
в пределах области (й), получаем 

д = д{Ш~ 5 ф(Л1)й?^. (7) 

(П' 

Рассмотрим, например, выражение для статического момента 
материального тела относительно некоторой плоскости (Р). Из 

механики известно, что для конечной 
системы материальных точек статиче¬ 
ский мом.ент подсчитывается по фор¬ 
муле 

где — масса /г-й точки, а — ее 
координата, отсчитываемая по оси, 
перпендикулярной к плоскости (Р) 
(рис. 304). 

Рис. 304 Если масса распределена по объ¬ 

ему (й), то, разбив его на частички 
(Д^і), (Д^г)) •••, можно приближенно принять, что масса 

каждой сосредоточена в одной из ее точек. Отсюда получаем 
приближен'йое выражение 

П п 

•^(Р) ^ (более подробно Р і^к)^і^к) 

^=1 к =1 

переходя к пределу, получим 

^ ргс^^. 

Ш) 


•^(Р) — ^ ^к^ку 



(8) 
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По второму методу надо было бы написать выражение элемен¬ 
тарного статического момента 

с? 6 '(Р) == рг 

откуда, суммируя, мы получили бы ту же формулу (8). 

Зная статический момент, легко найти координату г центра 
тяжести рассматриваемого тела: 

^ рг ІЙ 

у — _ 

и Ій * 

( 2 ) 

Выражение упрощается, если тело однородное, т. е. р = соп 8 І; тогда 
центр тяжести называется геометрическим: 

р ( 2 Ій 

р 5 ІЙ Й 
( 2 ) 

Аналогично находятся другие координаты центра тяжести тела (^), 
а также статические моменты и координаты центра тяжести плоских 
фигур относительно прямых линий. 

5. Геометрический смысл интеграла, взятого по плоской 
фигуре. Такой интеграл, в отличие от других интегралов, введен¬ 
ных В п. 2, имеет непосредственный 
геометрический смысл, подобный смыс¬ 
лу простого определенного интеграла 
(п. ХІѴ.2). Пусть дан интеграл 

/= ^ и ІЙ, ( 10 ) 

(2) 

где (й) — область в некоторой пло¬ 
скости (Р) (рис, 305). Выберем ось и 
перпендикулярно к плоскости (Р) и 
отложим в каждой точке М обла¬ 
сти (й) значение и(М) подобно тому, 
как строится график функции двух 
переменных (рис. 190), причем для простоты будем считать сначала, 
что и>0. Тогда в пространстве получится поверхность (5) (график 
подынтегральной функции), которая вместе с областью интегриро¬ 
вания (й) и цилиндрической поверхностью, проведенной через кон¬ 
тур области (й) параллельно оси и, ограничивает некоторое ци¬ 
линдрическое тело. 

Геометрический смысл интеграла (10) состоит в том, что он 
равен объему указанного цилиндрического тела. Действительно 



\ 2 ІЙ. (9) 

( 2 ) 
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элементу области (й) отвечает объем, который с точностью 
до малых высшего порядка можно считать цилиндром (рис. 305), 
т. е. йѴ = ийО^. Суммируя эти элементарные объемы, т. е. про¬ 
изводя интегрирование, получим, что 

(Я) 

что и утверждалось. 

Если и может принимать и отрицательные значения, то, подобно 
п. XIV.2, объемы, лежащие ниже плоскости (Я), войдут в итог 
со знаком минус. 

Аналогично формуле (ХІѴ.28), от объемов цилиндрических 
тел можно перейти к объему тела произвольной формы 

(Я) 

где (й) — проекция рассматриваемого тела на некоторую пло¬ 
скость (Я), а Н = Н{М) — высота сечения этого тела прямой, пер¬ 
пендикулярной к (Я) и проходящей через текущую точку М 
области (й). 


§ 2. Два типа физических величин 


6 . Основной пример. Масса и плотность. Рассмотрим материальное 
тело, вообще говоря, переменной плотности, причем пока не будем прини¬ 
мать во внимание молекулярное строение, а будем считать массу непрерывно 
распределенной в пространстве. Такое тело имеет в каждой своей точке М 
определенную плотность р, которая является, таким образом, функцией 
точки (п. IX.9), р = р(ЛІ). В отличие от этого масса не является функцией 
точки, так как масса каждой отдельно взятой точки равна нулю Масса 
является величиной, распределенной по пространству, другими словами, 
каждой мысленно выделенной области (й) отвечает значение массы т^^^ , 
при этом под (^) понимается сама область, т. е. часть пространства, а не 
просто ее объем. 

Связь между массой и плотностью следующая. Пусть для каждой 
области (П) известно соответствующее значение массы т^^у Тогда отно¬ 
шение 

^ (Я) 

П 

называется средней плотностью в (Й); здесь под ^, как и в п. 1, пони¬ 
мается объем области (Й), т. е. соответствующая размерная величина 
(можно слово «объем» употреблять и для (й) и для й, если твердо по¬ 
мнить, о чем идет речь). 

Чтобы получить плотность в некоторой точке М, надо перейти к пре¬ 
делу (ср. п. IV. 1), заставив (Й) стягиваться к точке М: 


р(ЛІ)= Ига р„ = 
(Я)ч-Л< ^ 


Ига 

(Я) м 


""(Я). 

й * 


(И) 
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этот процесс аналогичен вычислению производной. Здесь под (□)—►/VI 
понимается процесс безграничного стягивания (□) к точке М; конечно, 
при этом □ —»• О, но требование (□) —► М более сильное, чем требование 
й—►О (почему?). Итак, плотность в точке — это масса в бесконечно малом 
объеме, отнесенная к единице этого объема. 

Если, обратно, в каждой точке М известно соответствующее значение 
плотности р{М) то массу отвечающую любой части (Й) пространства, 

можно на основании пп. 1—2 найти как интеграл 




рсІЙ. 

(й) 


Если учитывать дискретное, молекулярное строение вещества, то в фор¬ 
муле (11) объем (Й) нельзя даже мысленно «безгранично» стягивать в точку. 
Взамен формулы (11) надо написать 


р(М) = 


ЛЙ 


где (Дй) —практически бесконечно малый объем (п. III. 1), содержащий 
точку М, Таким образом, плотность реального тела в точке—это средняя 
плотность по объему, достаточно малому по сравнению с размерами этого 
тела и в то же время достаточно большому по сравнению с молекулярными 
размерами. Здесь мы как бы переходим от дискретной картины материаль¬ 
ного тела к его непрерывной модели, плотность которой получается в ре¬ 
зультате осреднения, т. е. вычисления средней плотности исходной картины 
по объемам указанных размеров. 

Впредь при рассмотрении сплошной среды мы будем рассматривать 
именно эту непрерывную модель, отвлекаясь от дискретного строения 
материи. 

7. Величины, распределенные по пространству. Имеется ряд физических 
величин, во многом аналогичных разобранному примеру массы: заряд 
в диэлектрике, количество тепла, энергия электромагнитного поля и т. п. 
Их объединяет то, что эти величины распределены по пространству. В об¬ 
щем случае мы будем говорить, что некоторая величина у распределена по 
пространству, если каждой мысленно выделенной части (Й) пространства 
отвечает значение этой величины. При этом требуется лишь выполне¬ 
ние закона сложения {закона аддитйвности)". при любом разбиении (й) на 
куски, скажем, (Йі) и (Йд) должно быть = т. целое должно 

равняться сумме частей. 

Величина, распределенная по пространству, имеет в каждой точке 
определенную плотность: плотность заряда, плотность энергии поля и т. д. 
В общем случае эта плотность ср вводится аналогично формуле (11): 

(р(М)= Ііт (12) 

(Й)->ЛГ 


отношение, стоящее за знаком предела, является средней плотностью вели¬ 
чины д в объеме (Й). Плотность (р = (р(/М) является уже функцией точки. 
Плотность величины д равна значению д, отвечающему бесконечно малой 
области, «расположенной в точке М», и отнесенному к единице объема. 

Обратно, если известна плотность ср (М) величины д, то сама величина д 
находится по методам пп. 1—2: 


= ^ (р(М)с(Й, 

к=1 (й) 


(13) 
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где предел берется в процессе безграничного измельчения разбиения об¬ 
ласти ^ 

В общем случае ^ и ф могут принимать значения любого знака. 
Перепишем формулу (12), написав (ЛП) вместо П, чтобы подчеркнуть 
малость этого объема: 


9 (АО) 

АП 


Ф(/М), 


Я 

АП 


= Ф (ЛП+сб, 


где а бесконечно мало при (АП)— >-М. Отсюда получаем 

д (до) = ф (АІ) АП 4-«АП. 

Таким образом, значение д, отвечающее малому объему (АП), разбито на 
две части: одна прямо пропорциональна объему АП, а другая имеет высший 
порядок малости. Поэтому первое слагаемое называется дифференциалом или 
элементом величины ^ (ср. пп. IV. 7 — 8): 

с(9 = ф(Л1)АП. (14) 


Отсюда виден физический смысл йд: это—значение д, которое отвечало 
бы объему (АП), если бы в нем плотность была постоянной, равной плотности 
в точке М. На деле Ад, т не равно йд, а отличается от него на 

бесконечно малую высшего порядка, т, е. Ад и йд —эквивалентные беско¬ 
нечно малые (п II 1.8) Если такими малыми высшего порядка можно пре¬ 
небречь, то говорят просто, что йд —это значение д, отвечающее бесконечно 
малому объему (АП), или, просто, бесконечно малая масса, бесконечно ма¬ 
лый заряд и т. п. 

Если в качестве д рассмотреть саму величину объема, т. е. 9(р) = П, 
то соответствующая плотность («объем, отнесенный к единице объема») равна 
единице, а потому по формуле (14) 

й^ = А^ 


Поэтому формулу (14) можно записать в виде 

йд = (:р (М) гіП, 


(15) 


что, как и в п. IV.9, предпочтительнее. 

Итак, основные формулы, связывающие величину <7 = 9(0)» распределен¬ 
ную в пространстве, и соответствующую функцию точки ф = ф(Л4), таковы: 

' 9,й)= ^ <Р(Л<) 


(I ІЛ1)= 


сІП 


м 


сІП. 


По этим формулам всегда можно переходить от одной функции к дру¬ 
гой. С помощью дифференцирования мы находим плотность, с помощью ин¬ 
тегрирования находим распределенную величину по ее плотности. 

Отметим, что для того чтобы некоторую величину можно было считать 
распределенной по пространству, или по поверхности, или по линии, не тре¬ 
буется, чтобы эта величина была «размазана» наподобие массы или заряда. 
Например, статический момент или момент инерции материального тела удов¬ 
летворяют определению, помещенному в начале п. 7, и потому могут счи¬ 
таться величинами, распределенными по объему, хотя они не являются непос¬ 
редственно «размазанными», а зависят от выбора плоскости или оси отсчета. 
Поэтому на практике обычно вообще не размышляют на эту тему, а состав¬ 
ляют выражение для йд, руководствуясь соображениями, приведенными в 
п. 4, а затем, опираясь на закон сложения, проводят суммирование (инте¬ 
грирование) элементов и получают выражение (7). 
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Величина может быть распределена не по объему, а по поверхности 
(плоской или кривой) или по линии. В этом случае все результаты этого 
пункта остаются в силе, если под (Я) понимать не объемную часть прост¬ 
ранства, а часть поверхности (т. е. область на поверхности) или часть ли¬ 
нии, а под й понимать соответственно площадь или длину этой части, т. е. 
ее меру (п. 1). 

§ 3. Вычисление кратных интегралов в декартовых координатах 

8 . Интеграл по прямоугольнику. Пусть рассматривается инте¬ 
грал 

/= 5 (16) 
(О) 

где (й) — «координатный» прямоугольник, который в декартовой 
системе координат описывается неравенствами 

(рис. 306). При составлении интегральной суммы для инте¬ 
грала (16) в декартовой системе координат наиболее естественно раз¬ 
бить (й) прямыми, параллельными 
осям координат, после чего приме¬ 
нить двойную нумерацию, так что 
будет значение функции и — и{х,у) 
в некоторой точке прямоугольника, 
стоящего в і-м столбце и Л-й строке. 

(Обращаем внимание на то, что эта 
нумерация не совпадает с той, ко¬ 
торая была применена в теории 
матриц в гл. XI.) 

Тогда можно написать, что 

= (17) 

ТГк 

где сумма распространена по всем прямоугольничкам, т. е. по всем 
значениям і и к, например г = 1 , 2 , ..., т, а /г— 1 , 2 , п. 

Сумма вида (17) с двумя индексами суммирования называется 
двойной суммой. Для ее вычисления момсно сначала произвести 
суммирование по к при зафиксированном і, т. е. сложить слагаемые, 
отвечающие одному (любому) столбцу, а затем результаты просум¬ 
мировать по і. Тогда получится 

г = 1 ч/г = і / 1 = 1 \к^і / 

здесь мы ИЗ внутренней суммы вынесли общий множитель Длг/ за 
скобки. Конечно, такой переход от двойной суммы к повторной, 
двукратной, т. е. от (17) к (18), можно было осуществить и вто¬ 
рым способом: первое, внутреннее, суммирование произвести по г, 
а второе, внещнее, — по к. 
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Если рассматриваемое разбиение достаточно мелкое, то послед¬ 
няя скобка в (18) близка к интегралу 

(19) 

Л = 1 \с УІ 

где значок I указывает на то, что значение х берется для г-го 
столбца. Отсюда 



Но эта сумма—также интегральная сумма, т. е. она близка к ин¬ 
тегралу 

ь л 

8 у)йу\йх. (20) 

а '“с 


С измельчением разбиения равенства (17) и (20) становятся все 
точнее и точнее и в пределе переходят в точные, так что 


/= ^ и = ^{^и{х, у) сіу) йх. 

Ш) а^с 


( 21 ) 


Итак, для вычисления интеграла по координатному прямоугольнику 
надо сначала произвести интегрирование по у при фиксированном х 

в пределах прямоугольника («внутрен¬ 
нее интегрирование»), а затем резуль¬ 
тат, зависящий только от х, проинте¬ 
грировать по X в пределах его изме¬ 
нения («внешнее интегрирование»). 

При втором способе перехода от 
двойной суммы (17) к повторной (см. 
выше) после перехода к пределу мы 
получили бы 

а . ь 

( 22 ) 
(О) 



5 и {X, у) дх'^ ду. 


Рис. 307. Итак, в декартовых координатах, равно 

как и в любых других (см. § 4), от 
двойного интеграла можно двумя способами перейти к повторному, 
двукратному. Об этом следует помнить, так как иногда один спо¬ 
соб оказывается более трудным для практического вычисления, а 
другой—более легким. Переход от одного способа к другому назы¬ 
вается перестановкой порядка интегрирования. 

Формула (21) имеет простой геометрический смысл, показанный 
на рис. 307. Так как интеграл (16) в силу п. 5 равен объему тела, 
изображенного на этом рисунке, а объем можно на основе п. ХіѴ.Ю 
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подсчитывать, интегрируя площадь поперечного сечения, заштрихо¬ 
ванного на рисунке, то мы получаем 

ь ь /а \ 

(й) а а V / 

Аналогичный смысл имеет формула (22). Мы привели более слож¬ 
ный вывод этих формул, так как он автоматически распространя¬ 
ется на интегралы любой кратности. 

Из-за формул (21) и (22) иногда исходный интеграл (16) обо¬ 
значают так: 

1= /= '^^ийхйу, 

(й) (й) 

имея в виду, что при бесконечно густом разбиении по способу, 
указанному на рис. 306, будет (Ю^ — (ІХ(іу, 


Особенно просто вычислить повторный интеграл вида (21) с постоянными 
пределами интегрирования, если подынтегральная функция представляет со¬ 
бой произведение множителей, каждый из которых зависит только от одной 
переменной интегрирования: именно, если и{х, г/) = /і (х )/2 (у), то 
ь /й \ ь ]й \ 

^ = 5 И /і (^) и ІУ) (іу\ = {х) к /а (у) (іу\ (іх = 

ь а 

= 5 /і . 5 /а (у) ау. 

а с 

Мы получаем произведение однократных интегралов. 


9. Интеграл по произвольной плоской фигуре. Пусть (й) в 
интеграле (16) — произвольная фигура в плоскости х, у, например 
изображенная на рис. 308. Тогда 
вывод п. 8 переносится с неболь¬ 
шим изменением: именно, взамен 
интеграла (19) получится интеграл 


Уг 

5 и{х, у)(Іу- 


: 5 и{х, у) (іу 

ФіМ 


(рис. 308); здесь у — ц>ііх) и 
_у = ф 2 (д:) —уравнения нижней и 
верхней частей контура обла¬ 
сти (й), на которые он делится 
точками А и В. Соответствен¬ 
но и окончательный результат взамен 

Ь 



(21) запишется в виде 
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Таким образом, пределы интегрирования во внутреннем интеграле 
в общем случае переменные: они зависят от внешней переменной 
интегрирования (в данном случае х), причем эта зависимость опре¬ 
деляется формой контура. Пределы же у внешнего интеграла по¬ 
стоянные: они определяются общим диапазоном изменения х. Пра¬ 
вило, указанное после формулы (21), остается в силе, как видим, 
и для области (й) общего вида. 

Можно интегрировать и в другом порядке, сначала по х, а за¬ 
тем по у. Тогда взамен (22) получается формула вида 

^ (у) \ 

^ и Д 5 и{х, у) йх^ йу (24) 

(О) с \і|)і (у) / 

(что такое с, й, фі(г/), фг (і/) рис. 308?). 

Иногда перед расстановкой пределов приходится разбить область 
интегрирования на части. 


Пусть, например, надо переставить порядок интегрирования в интеграле 


т. е. 



(25) 


Для этого нужно восстановить область интегрирования. В данном случае 
она ограничена линиями л:=0, х=1, у = х^ и у = 2х (рис. 309), причем пер¬ 
вое, внутреннее интегрирование осуществляется 
по отрезкам, параллельным оси у и показан¬ 
ным на рис. 309 сплошными линиями. 

После перестановки порядка интегрирова¬ 
ния внутреннее интегрирование будет прово¬ 
диться по отрезкам, параллельным оси х и по¬ 
казанным на рис. 309 пунктиром. Видно, что 
при у < 1 интегрирование происходит от пря¬ 
мой до параболы, а при у> 1—от прямой до 
прямой; критическое значение у=1 полу¬ 
чается из пересечения параболы у = х^ с пря¬ 
мой х=1. Поэтому после перестановки поряд¬ 
ка интегрирования взамен (25) получим 
Ѵ 



Рис. 309. 


і^^йу ^ Их, у)с1х+^с1у 5 Их, у)йх. 


о у/і 1 у/І 

в более сложных случаях приходится раз¬ 
бивать область интегрирования на большее 
число частей. Например, для области, изображенной на рис. 310, при рас¬ 
становке пределов в декартовых координатах ее пришлось бы разбить на 
пять частей (каких?). 

Приведем простое приложение двукратного интегрирования. Наподобие 
формулы (9) легко вывести формулы для координат геометрического центра 
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тяжести плоской фигуры (а): 

^ ^ хйхйу 


^г.ц.т ■ 


іа) 


Уг.п.т — 


^ ^ уйхйу 
(а) 


(26) 


где под а понимается площадь фигуры (а). Пусть фигура (а) расположена 




по одну сторону от оси X (рис. 311). Тогда вторую формулу (26) можно пе¬ 
реписать в виде 


^'Ут.ц.т — 




Умножив обе части на 2л и вспомнив формулу (XIV.35) для объема тела 
вващения, придем ко второй теореме Гюльдена: если плоская фигура вра¬ 
щается вокруг оси, лежащей в плоскости этой фигуры и не пересекающей 
ее, то объем полученного тела вращения 
равен произведению площади этой фигуры 
на путь, пройденный ее геометрическим 
центром тяжести. На основе этой теоремы 
легко найти, например, геометрический 
центр тяжести полукруга (рис. 312): 


3 ^ 2 


2л^г. ц. т» 


т. е. 


Уц.т=з^^ =0,425/?. 



10. Интеграл по произвольной поверхности. Рассмотрим ин¬ 
теграл 

І=\ (27) 


(О) 


распространенный по произвольной (вообще говоря, кривой) поверх¬ 
ности (й) (рис. 313). Для его вычисления в декартовых координатах 
надо перейти от фигуры (й) к ее проекции на одну из координат¬ 
ных плоскостей, например к проекции на плоскости х, у. 
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Так как элемент (бесконечно малый участок) кривой поверхности 
можно с точностью до малых высшего порядка считать плоским, то 

йіУ — йО. С 08 а = соз (п, г). 


где п —вектор, нормальный к поверхности. Отсюда 


/=^ 11йО^= ^ и 

(О) ііУ) 




С05 (п, г) 


(28) 


Последний интеграл, распространенный по плоской фигуре (^У), 
вычисляется по методам п. 9. 



Пусть рассматриваемая поверхность 
задана уравнением г=/[х, у). Тогда из 
п. XII.2 следует, что вектор 


дх^ ду^ ^ 


направлен по нормали к поверхности 
в любой ее точке х\ у; г. Значит 
(п. VII.10), 


соз (п, г) — 


п»к 

іпЦкІ 


1 



Поэтому если интеграл (27) задан в форме 

1= ? и{х, у, г)й^, 

(й) 

то на основании формулы (28) получаем 

I и {X, у, /{X, у))Ѵ^-{-і/х)^ + {0^сіХ(іу. 

(й') 

В частности, на основе свойства 4 п. 3 получаем формулу для 
площади й произвольной поверхности (О): 

= + (2^)^ + (4)^ 

(Й) (й') 

где, как и выше, {^') — это проекция поверхности (й) на пло¬ 
скость X, у. 

Иногда при проектировании поверхность (й) приходится разбивать 
на части. Аналогично осуществляется проектирование на плоскости 
у, г п X, г, если это окажется удобнее. (Выведите формулу для 

С08 (п, г), если поверхность задана уравнением /^(лг, у, г)=0.) 
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И. Интеграл по объему. Рассмотрим теперь интеграл 

I = { 

где (й) — некоторое тело, т. е. область в пространстве. Он преоб¬ 
разуется совершенно аналогично тому, как в пп. 8 и 9 преобразо¬ 
вывались интегралы по плоским фигурам. Интегральную сумму, которая 
оказывается теперь тройной, мы представляем в виде трехкратной. 
В самом простом случае, когда (й) представляет собой прямоугольный 
параллелепипед, определенный неравенствами 

после перехода в интегральной сумме к пределу получим 


т. е. 



Впрочем, возможно произвести интегрирование в пяти других поряд¬ 
ках, так как последовательность дифференциалов сіх, йу, йг допу¬ 


скает шесть перестановок. 

Если область (й) интегрирования 
имеет более общий вид, то и пре¬ 
делы интегрирования будут более 
сложными. Пусть мы хотим расста¬ 
вить пределы в таком порядке: 

/= \ ийО^== 

(Й) 

= ^ах1ау\и{х, у, г)аг, (29) 

причем область интегрирования име¬ 
ет вид, изображенный на рис. 314. 
Поскольку внутреннее интегрирование 



^ и {X, у, г) йг. 


Рнс, 314. 


которое осуществляется первым, производится по г: в пределах 
области (й) при зафиксированных х к у, то пределами для него 
служат и (рис. 314), т. е. ср^ (дг, у) и (р^{х, у), где = ср^ (дг, у) 
и г = ф 2 (дг, у )—уравнения нижней и верхней частей поверхности 
тела (й). 

После интегрирования по г и подстановки пределов результат 
будет зависеть только от х, у и мы переходим от тела (й) к его 
проекции (й') на плоскость х, у. Теперь надо произвести интегри¬ 
рование по у (это — среднее интегрирование) при зафиксированном 
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X в пределах этой проекции, т. е. от ^/^ = г|?^ (л:) до = 
это описано в п. 9. Наконец, результат этого второго интегрирова¬ 
ния, зависящий уже только от х, надо проинтегрировать в пределах 
изменения х, т. е. от а до Ь\ это — внешнее^ последнее интегриро¬ 
вание. Итак, интеграл (29) после расстановки пределов приобретает 

Ь гІЗги) фг [X. у) 

^ и = ^ (Іх ^ йу ^ и{х, у, г) (1г. 

(Й) а ф, и, (/) 

Обратите внимание на то,_ что у каждого из интегралов пределы 
могут зависеть только от тех переменных, по которым еще не про¬ 
изведено интегрирование. В частности, пределы внешнего интеграла 
вообще не могут зависеть от переменных интегрирования. 

Подобным образом расставляются пределы и при интегрировании 
в других порядках. Как и в п. 9, при расстановке пределов для 
тела (й) более сложной формы его иногда приходится разбить на 
части, чтобы расставить для каждой из них пределы по своему 
закону. 


§ 4. Замена переменных в кратных интегралах 

12. Переход к полярным координатам на плоскости. Как и для 
однократных интегралов, при вычислении двойных интегралов можно 

вводить различные переменные ин- 
СІІ2 тегрирования. Мы разберем здесь 

типичный пример вычисления двой¬ 
ного интеграла в полярных коор- 
динатах. Пусть рассматривается ин¬ 
теграл 

/= ^ 

(Й) 

где (й) — область на плоскости, изо¬ 
браженная на рис. 315. Если тре¬ 
буется произвести интегрирование 
с помощью полярных координат, то 
разбиение области надо осущест¬ 
вить посредством координатных линий полярной системы, т. е. ли¬ 
ний р = соп8І; и ф = соп8І; (п. 11.5), как на рис. 315. Тогда каждую 
элементарную площадку с точностью до малых высшего порядка можно 
считать прямоугольником (почему?) со сторонами йд и р<іф, т. е. 

^Й = р ^р ^ф. 

Произведя суммирование по всем площадкам, получим 



Рис. 315. 


/= 5^цр^рйГф, 

(й) 
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причем, конечно, подынтегральная функция и должна быть выражена 
через р и ф. Расставляя пределы подобно п. 9, получим 

р и (Ф) 

^ ц ^ 5 ир б?р; (30) 

(й) а (і (Ф) 

смысл пределов интегрирования показан на рис. 315. 

Расстановка пределов в полярных координатах особенно удобна 
для областей, ограниченных координатными линиями полярной систе¬ 
мы, так как тогда пределы не только внешнего, но и внутреннего 
интеграла будут постоянными. Например, для области, изображенной 
на рис. ЗіО, после расстановки пределов интеграл приобретет вид 

6Я/4 

^ ііф ^ ир йр. 

я/4 Г, 

13. Переход к цилиндрическим и сферическим координатам в простран¬ 
стве. Пусть рассматривается интеграл 

^ ийй, (31) 

(й) 

где (П)—область в пространстве. Если требуется произвести интегрирование 
с помощью цилиндрических координат (п. Х.1), то разбиение области надо 
осуществить посредством координатных поверх¬ 
ностей цилиндрической системы, т. е. поверх¬ 
ностей р = соп5І, ф”С0П5І и 2=!СОП5 і. Тогда 
каждый элементарный объемчик, изображенный 
на рис. 316, с точностью до малых высшего 
порядка можно считать прямоугольным парал¬ 
лелепипедом (почему?) с объемом 

= гіср»с(2 = р й(р йг. 

Поэтому интеграл (31) примет вид 

'=ш ир йр с(ф йг, 

(Й) 

где еще надо расставить пределы подобно тому, 
как в п, 11 мы расставили пределы в декар» 
товых координатах. 

Если применяются сферические коорди¬ 
наты (п. Х,1), то элементарный объемчик, Рис. 316. 

изображенный на рис. 317, и здесь с точностью 

до малых высшего порядка можно принять за прямоугольный параллелепи¬ 
пед с объемом 

й^ — йг-г й-^-г 8Іп^ гіф>=г2 8ІП 6' йг с(0 с(ф. 

Поэтому интеграл (31) примет вид 

/ = ^ ^ ^ ыг® 8ІП ^ йг йд' с(ф. 

(Й) 



(32) 



494 


КРАТНЫЕ ИНТЕГРАЛЫ 


{гл. XVI 


Для этих систем координат, как и для любых других, наиболее просто рас¬ 
ставлять пределы, если область (й) ограничена координатными поверхностями, 
так как в этом случае пределы внутреннего и среднего интегралов будут по¬ 
стоянными. 




Найдем для примера расположение геометрического центра тяжести полу¬ 
шара радиуса /?. Для этого расположим полушар, как показано на рис. 318; 
тогда из симметрии тела ясно, что центр тяжести будет расположен на оси г. 

Воспользуемся формулой (9) и пе¬ 
рейдем к сферическим координатам 
по формуле (32), заметив, что 
2 = г С05 0; 

1 

хИі г СОЗ о • г® . 5ІП о ЙГ =; 



<Й) 

__3 




я /2 Я 

5ІП Ох 


X соз 


(проверьте!). 


14. Общие криволинейные ко¬ 
ординаты на плоскости. Помимо 
декартовых и полярных, на пло¬ 
скости можно ввести много дру¬ 
гих систем координат. Их общей чертой является то, что точка на плоскости 
всегда характеризуется двумя координатами (п. Х.2). 

Рассмотрим какую-то общую систему координат Я, р, для которой коор¬ 
динатные линии Я=соп5І; и і.і, = соп5І изображены на рис. 319. Если эта сеть 
нанесена достаточно густо, то плоскость разобьется на фигурки, которые 
с точностью до малых высшего порядка можно считать параллелограммами. 

Пусть линии Я = соп5І проведены через интервал ^Я, а линии [а = соп5І — 
через интервал йр.. Тогда если пренебрегать малыми высшего порядка и обо¬ 
значить стороны какого-нибудь из «координатных параллелограммчиков» через 
й8^ = МР и йз =^МИ (рис. 319), то эти стороны будут пропорциональны 
й'К и т. е. 

^3^=4 аі, ^5 = / гір,. (33) 
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Коэффициенты /х и называются масштабными коэффициентами или 
коэффициентами Ламе по имени французского математика и инженера 
Г. Ламе (1795—1870); они дают возможность перейти от координат к линей¬ 
ным размерам. Коэффициенты Ламе для заданной системы координат имеют 
о различных точках плоскости, вообще говоря^ различные значения; напри¬ 
мер, на рис. 319 они внизу меньше, чем наверху (почему?). Если требуется 
найти длину конечной дуги координатной линии, то соответствующее равен¬ 
ство (33) нужно проинтегрировать. 

Если ввести на плоскости радиус-вектор г=г(Я, р,) = 0УИ, отсчитываемый 

от некоторой фиксированной точки О, то стороны МР и МЫ элементарного 
параллелограмма на рис. 319 с точностью до малых высшего порядка равны 

дхГ = г1<гЯ и д^г = гІаіі, 


так как эти приращения радиуса-вектора получаются за счет изменения лишь 
одной координаты. Отсюда 1 1 = I но так как \с1г\—й5 (п. ѴІ1.23) 

и потому ™ помощью (33) получаем 


Если на плоскости, помимо криволинейных координат К рассматри¬ 
ваются декартовы координаты х, у, то е = х\-\-у\ (п. VI 1.9^) я тт)Щ 


4= 




(Выведите отсюда с помощью формул х = рсовф, і/ = р8Іп<р, в также непо¬ 
средственно из формул (33), что для полярной системы координат /д = 1, 
4=Р-) 

Площадь йа любого из элементарных параллелограммов, изображенных 
на рис. 319, пропорциональна как так и сір, т. е, 

йа^к{1Хй[1у (34) 


где к—плоищдной коэффициент, также, вообще говоря, различный в разных 
точках плоскости. Применяя формулу для площади параллелограмма, по¬ 
лучим 

гіо Й5„ 8ІП а , , . 

___——- = іл ьш а, 

< 1 % СІ[А “ 


к — 


(35) 


где а— угол между координатными линиями. 

В частности, для ортогональных систем координат, т. е. для систем 
координат, у которых координатные линии пересекаются лод прямым углом, 

к = 1^4^. (36) 


В общем случае из (34) и формулы (VII.21) можно также вывести, что 


дх ду 



дХ дХ 



0(х, у) 


дх ду 



О (Х, р) 


(Зр д\1 


(37) 


по поводу последнего обозначения см. п. IX. 13. При этом мы использовали 
возможность транспонирования определителей (свойство 7 п. VI.2). 

Тот же результат можно получить, если заметить, что к в формуле (34) — 
это коэффициент изменения площадей при переходе от плоскости переменных 


496 


КРАТНЫЕ ИНТЕГРАЛЫ 


[гл. XVI 


X, ^ К плоскости переменных х, у, определяемых формулами х==х{\, |х), 
і/ = у(Я,, р). А этот коэффициент в силу п. XI.14 как раз равен абсолютной 
величине соответствующего якобиана, т. е. (37). 

(Выведите из формул (37), а также (36), что в полярной системе коорди¬ 
нат к = (і. Чему равны коэффициенты Ламе и площадной коэффициент для 
декартовой системы координат?) 

Если рассматривается интеграл вида 


/ 


=5 


и сіа, 


(Ц) 


взятый по некоторой плоской области (а), то на основе формулы (34) полу¬ 
чаем 

/ == ^ ^ икйХ гір, (38) 

(ц) 


где пределы надо расставить наподобие того, как это было сделано для ин¬ 
тегралов (23), (24) и (30). Наиболее просто расставлять пределы для области, 
ограниченной координатными линиями (почему?). (Проверьте, что для поляр¬ 
ной системы координат формула (38) переходит в формулу (30).) 

16. Общие криволинейные координаты в пространстве. Рассмотрение об¬ 
щих криволинейных координат р,, ѵ в пространстве проходит совершенно 
аналогично. Поверхности Я=соп$і, р = соп$і и ѵ = соп$1: образуют три семей¬ 
ства координатных поверхностей, попарные пересечения которых дают три 
семейства координатных линий. Координатные поверхности, отвечающие 
значениям координат Я, Уі+гіѴ, р, р + гір; ѵ, ѵ + гіѵ, ограничивают в про¬ 
странстве объемчик, который с точностью до малых высшего порядка можно 
принять за параллелепипед, в общем случае косоугольный; для конкретны.ч 
систем координат он показан на рис. 316 и 317. Одно из ребер этого беско¬ 
нечно малого параллелепипеда равно 

где _ 

'х = |41= (І) +(^) +(|) 

называется масштабным коэффициентом или коэффициентом Ламе. Анало¬ 
гично выражаются два других ребра параллелепипеда. Его объем выража¬ 
ется по формуле гіП = йгілгіргіѵ, где к—объемный коэффициент. Поэтому 
замена переменных в тройном интеграле происходит по формуле 




ик Фк гір гіѵ. 


(39) 


(О) (й) 

Для ортогональной системы координат к — тогда как в общем слу¬ 

чае вычисление к основано на геометрическом смысле векторно-скалярного 
произведения (п. VII.15): 


к = 


_1(^х«‘Ха,,г).д/| I (г;^ 


фк сіу. 


(Ік йу.й\ 




аК йѵ 




дх 

ду 

дг 


дк 

дк 

дк 


дх 


дг 

1~ 1 

Ф 


Ф 


дх 


дг 


дѵ 

дѵ 

дѵ 


Р{х, у, г) 
О {к, ц, V) 
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(Найдите разными способами все указанные коэффициенты для декарто¬ 
вых, цилиндрических и сферических координат.) 

16. Координаты на поверхности. На произвольной поверхности можно 
ввести систему координат (см. п. Х.6, в частности, рис. 211). Будем обозна¬ 
чать эти координаты буквами Я, |х. Тогда подобно п. 14 стороны и площадь 
бесконечно малого координатного параллелограмма с точностью до малых 
высшего порядка вычисляются по формулам: 


где 




^=|4|=/( 

йа=кйХ(1\і, где к 


+ 


+ 


дх) 


— (аналогично); 


ГіХг, 


дх 

Ж 

дх 


ортогональной системы координат и 

к 

дг 

Ж 


} 

дХ 

ду дг 

др 5 р дц 

/ 


ду дг 
дХ 5и 


дХ 5р ] 


+ 


дх дг 
дХ 5р 


дг дх 
дА 5р 


/дхду ду дх 
5р дХ 5р 


в общем случае. Переход в интеграле по поверхности к переменным X, р 
осуществляется по формуле (38) 

Например, на сфере (т. е поверхности шара) фиксированного радиуса /? 
можно ввести сферические координаты ср, 'О'; получаются как бы обычные 
сферические координаты в пространстве с за¬ 
фиксированным значением г = Н. Эта система 
координат ортогональна, и из рис. 317 легко 
вывести, что 

йз = /? $іп 'б' гіф, гізд = Я йд, 

Т. 0. ^ 

зіпб-, 

и площадной коэффициент к равен к = ^^ц~ 

= $іп •б. Поэтому интеграл по фигуре (а), 
расположенной на сфере, можно вычислять по 
формуле 


^ и да = ^ ^ ц зіп О гіф гіО. 


(40) 



(С) (С) 

Подсчитаем, например, силу притяжения 
материальной точки массы т материальной 
сферой (а) постоянной поверхностной плотно¬ 
сти р. В силу симметрии задачи можно огра¬ 
ничиться расположением, показанным на 

рис 320. Каждая элементарная площадка да притягивает массу т с силой гіР, 
которую можно подсчитать по закону Ньютона: 

тр - 


|гіР! = х 


/2 


-|- Л2 — 2ЯІг С08 О 


где и—гравитационная постоянная. 

При суммировании этих элементарных сил надо суммировать не их 
модули, так как силы направлены в разные стороны, а проекции этих сил 
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на определенную ось. Из соображений симметрии ясно, что результирующая 
сила пойдет по оси г, а потому надо просуммировать проекции всех элемен¬ 
тарных сил на ось г\ 

тр 

;?2_|_;г2_2/?/гсо8д Ш * 

(О) (О) (0) 


=а ^ (гіР)^ == ^ I гір 1 С 08 ОС =а ^ X 


выражение для созос мы нашли по теореме косинусов; 

1^2 — 12 ^}і 2 —2/я созоь. 

Подставляя в последнем интеграле /=Ѵ^/?®+Я2 —2/?Лсо8а и переходя 
к сферическим координатам по формуле (40), получим 

Р_ Р Я — /^созО- 

-х/пр^ ^^^2^/^2_2^^/IС08д)3/а 
(а) 


йа — 


4Ь 

= х/пр ^ ^ 


71 

= КНтр^ 


Я— и созО* 


(/?2 + яа—2/?Я С08д)з/а 


БІп •О Яф = 


Я—/? саз О' 


(/^2^/і2_2і?Я со8#)з/а 


2 Я 

8 ІП 'О' гіО’ ^ Яф: 


І(ян:р 


Н— СОѢ ^ 


1 

2пЦ^%тр ^ 


о 

Н-Пі 


(/?а+Яа— 2 /?Я/) 8 /а 


2І?Я соз 'О')*''а 


4соз#= 


/?2+Я2—2/?Я/=/г 

/>0 

—2/?Я йі==21йІ 


, /а— /^г_/і 2 

Я + 


— 2я/?3хтр 


I 


2Я 


Я+н 

Я+ь, 

пиѵ.тр 


яа 


І,( 


Ч 


/3 

Яа -/?2 

/а 


1«-А1 


( 21 йі\ __ 

Л 2 /?Я^ 

^ с// = 


я/^хтр 

Я^ 


[(;г+л)-и-л|+(А=-яп 


(42) 


Если Я > /?, то 1/?—Я| = Я— Я, и после подстановки этого выражения 
в (42) и преобразований получаем (проверьте!) 

„ /п4л/?ар тМ ^ 

^ = ^ = (Л>/?). 

где УИ—общая масса сферы. Если же Н < Я, то |/?— Н\ = Я — Я, и анало¬ 
гично получаем 

р = 0 {Н<я). 

Итак, однородная сфера притягивает точки, расположенные вне ее, с та¬ 
кой силой, как будто вся масса сферы сосредоточена в ее центре, и совсем 
не притягивает точки, расположенные внутри нее. Пусть теперь дан матери- 
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альный шар (объемное тело), в котором масса распределена сферически сим¬ 
метрично, т. е. плотность зависит лишь от расстояния до центра шара. Та¬ 
кой шар можно представить себе как сумму концентрических бесконечно 
тонких «пузырей» и для каждого из них применить только что доказанный 
результат. Тогда мы получим, что этот шар притягивает точку, находящуюся 
вне его, с такой силой, как будто вся масса шара сосредоточена в его центре; 
точка же, находящаяся внутри шара, притягивается только его частью, рас¬ 
положенной от центра ближе, чем эта точка. В одном научно-фантастическом 
романе автор предположил, что внутри земного шара находится концентри¬ 
ческая сферическая полость, поверхность которой населена доисторическими 
животными. Мы видим, что на этой поверхности сила тяготения, проистекаю¬ 
щая из-за наличия в полости атмосферы, была бы направлена к центру 
Земли, а не к ее оболочке, как думал автор. 


§ 5. Варианты кратных интегралов 


17. Несобственные интегралы. Теория несобственных кратных интегра¬ 
лов строится подобно тому, как в § XIV.4 это делалось для однократных 
интегралов. Рассмотрим сначала интеграл 

/= С игій, (43) 

(О) 

в котором функция и конечная, а область интегрирования бесконечная (не¬ 
ограниченная). Он определяется как предел 


5 


иШ= Ііт 

(О') —»■ (О) 


5 


и гій', 


{44} 


причем в правой части область (й') уже конечная и, расширяясь, стремится 
исчерпать всю область (й) (рис. 321). Если предел (44) существует и конечен. 
Независимо от способа расширения области (й'), 
то интеграл (43) называется сходящимся, в про¬ 
тивном случае — расходящимся. Если предел (44) 
равен бесконечности, то и интеграл (43) расхо¬ 
дится к бесконечности. 

Если п^О, то интеграл (43) либо сходится, 
либо расходится к + оо. В этом случае для его 
вычисления можно расставить пределы в любой 
удобной системе координат по правилам §§ 3—4, 
причем результат вычисления сам покажет, будет 
ли интеграл сходящимся (если этот результат 
конечен) или расходящимся (если он равен бес¬ 
конечности). Признаки сравнения (XIV.49) и 
(XIV.50) сохраняют силу. При этом для сравнения 
применяются как интегралы (ХІѴ.51), так и другие интегралы. Например, если 
(й) — полная плоскость, то часто применяется сравнение с функцией г~Р, где 
л = у^х2^^2_длина радиуса-вектора. Так как для сходимости существенно 
поведение подынтегральной функции лишь для больших г, то надо исследо¬ 
вать интеграл 

2л: СО СО 

г~Р(іх<іу=^ гіф ^ = ^ гіл (ло > 0). 

{Г>Га) о Го Го 

Согласно п. XIV.15 (формула (ХІѴ.51)) этот интеграл конечен при р>2 и 
бесконечен при р ^ 2. Аналогично в трехмерном пространстве интеграл от 
г~Р на бесконечности сходится только при р > 3. 



Граница 
области (бі') 


Рис. 321. 
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В качестве примера применения несобственных кратных интегралов вы¬ 
ведем формулу (XIV 70). Для этого надо исходить из интеграла 




ахйу 


(р>0, <7>0), 


распространенного по первому квадранту плоскости х, у. Так как подынте¬ 
гральная функция положительна, то интегрирование можно выполнять в лю¬ 
бом порядке, что даст 


о о 

00 00 

^ ^ (І5‘^ уЯ-^е-У йу = Г (р) Г {ц)\ 

О о 

00 00 

2) I =.^ хР~‘^ уР-^я-іе'-^х^ѵу ^У_ 


х-1-1 


о о 

00 00 




=1 ‘*'=В (Р’«>Г(Р+9' 

о 

). сравни 

^ I ы 1 йО. <00, 


(см. формулу (XIV.73)). Сравнивая результаты, выводим требуемую формулу. 
Если и^О и 

(45) 


то интеграл (43), подобно п. XIV. 15, называется абсолютно сходящимся и 
для его вычисления можно расставить пределы в любой удобной системе 
координат. Если же условие (45) нарушено, то можно проверить, что и ин¬ 
теграл (43) будет расходящимся. Тогда может получиться, что предел (44) 
будет зависеть от способа расширения области (й'), а при расстановке пре¬ 
делов может оказаться, что в одной системе координат результат интегри¬ 
рования получится конечный, в другой — бесконечный, в третьей—конечный, 
но отличный от первого, в четвертой получится расходимость колебательного 
типа (п. XIV.14) и т. д. В этом случае возможность замены переменных и 
перестановки порядка интегрирования требует специального исследования. 
Никаких этих проблем не возникает для абсолютно сходящихся интегралов. 

Рассмотрение несобственных интегралов иных видов проводится анало¬ 
гично. Именно, если в области интегрирования имеется точка, или линия и 
т. д., в которой подынтегральная функция обращается в бесконечность, то 
эта особенность (точка, линия и т. д.) вырезается из области, после чего 
вырез произвольным образом стягивается к особенности. Для положитель¬ 
ной подынтегральной функции или для функции, положительной всюду вблизи 
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СВОИХ особенностей, можно проводить интегрирование в любой системе ко¬ 
ординат; для функции произвольного знака это можно делать в случае 
абсолютной сходимости интеграла. При исследовании изолированной особен¬ 
ности, т. е. точки, в которой подынтегральная функция обращается в 


бесконечность, часто проводится сравнение с интегралами 


И 


г Рйхйуна 


плоскости и 


г ~Р йх йу йг 


в 


пространстве. 


Легко проверить, что первый 


г<г^ 

сходится только при р<2, а второй — при р < 3. Если особенность не 
изолированная, то условие сходимости можно получить, выбирая систему 
координат так, чтобы координатные линии шли вдоль особенности. 

18. Интегралы, зависящие от параметра. Теория интегралов вида 


/(Х)= \!{М) ^)а^, 

(й) 

где М —точка области (П), по которой проводится интегрирование, а Я п 
процессе интегрирования постоянно, развивается аналогично п. ХІѴ.5; все 
основные утверждения, доказанные там, остаются справедливыми и здесь. 
Некоторое затруднение вызывает случай, когда от параметра зависит также 
область интегрирования. Тогда часто делают предварительную замену пере¬ 
менных в интеграле, после которой область уже остается постоянной; впро¬ 
чем, можно такие интегралы изучать и непосредственно. 

Пусть, например, рассматривается объемный интеграл вида 


(Фх<о) 

где заданная функция (^> У> зависит от параметра Л, а интеграл рас¬ 
пространен по области, в которой и требуется подсчитать йІІйХ. 

Здесь йі = I {'к-\-й'к) — I (к) (с точностью до малых высшего порядка) пред¬ 
ставляет собой интеграл, взятый по тонкой «пленке», ограниченной поверх¬ 
ностью (5х)с уравнением ф> = о и поверхностью с уравнением Фх+йх~0. 

Выберем какую-либо точку А на (5х), проведем в А нормаль к (5х) и будем 
вдоль этой нормали отсчитывать от А расстояние, считая его положитель¬ 
ным в сторону фх > о, т. е. наружу от области интегрирования. Кроме того, 
обозначим через А точку пересечения указанной нормали с (5 х+йх) 
йп — АА] (1п равно ширине «пленки» в точке А. Тогда фх(Л) = 0 н 
Фх+^х(-^)=0 (почему?). Но с точностью до малых высшего порядка 

Ф).+л(^) = ФхМ)+ ||<^^ = ФхМ) + І2га(і фхІ-гіл + І^гіХ, 

откуда 

І^гасі фх I гілгіЯ=0, т. е. йп—— - — йк. 

' дк I §га(і фхі 

Однако для указанной пленки 

гіЙ = (18с1п= аз аХ; 

Iёгаб фI 


знак йп учитывает, прибавляется эта пленка к исходной области интегри¬ 
рования или отнимается от нее. Отсюда 


йі 



д(р/дк 
Iёгаб ф1 


й8 йк 


)■ 


т. е. 


^ ИМ) 

(ФХ=о) 


д<Р/дк 

Іёгадфі 


йк 
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Интеграл может зависеть и от нескольких параметров. В качестве пара¬ 
метра может фигурировать некоторая точка, меняющаяся в пределах какой- 
либо области. Тогда получаются интегралы вида 

I{N)= 

(□) 

где буквы означают, что при интегрировании точка М является пере¬ 

менной (п. 2), а точка N — постоянной. На такие интегралы распространя¬ 
ются основные свойства п. XIV.5. 

При интегрировании интегралов по параметру получаются интегралы 
высшей кратности. Рассмотрим, например, задачу о вычислении силы Р 
взаимного притяжения двух материальных тел: (П^) с, вообще говоря, 
переменной плотностью р^, и (Па) с плотностью р^. Для этого напишем 
сначала на основе закона Ньютона силу, с которой элемент располо¬ 

женный в точке Мі, притягивает элемент расположенный в точке Маі 




МгМІ 



РіРаМв^^і 




Интегрируя по (ПД, получаем силу, с которой все тело (ПД притягивает 
элемент гіПа' 


гіР = х 


(I 


(^і) 


м^мі 





2- 


В выписанном интеграле интегрирование производится по Мі в преде¬ 
лах (Пі), фиксированная точка играет роль параметра. Чтобы получить 
полную силу притяжения, надо еще проинтегрировать по Мд; 


Р = X Г Ра гіПа С 

а V м.мі 

(ііі) ^ 2 

Если здесь расставить пределы, то получится шестикратный интеграл. 
Например, в декартовых координатах 


р2 (^2і У2* ^ 2 ) ^^2 ^У2 а^аХ 

Рі (^1. Уі, 2і) [(Д^і—«4-(і/і—Уг)Н-(2і—2а)к1 


( Й 2 ) 


X 


ЯР 

(Зі) 


І^а-^і)® + (У2-Уд^ + (22-2і)*]3/2 


ахі йуі (І2{; 


здесь еще надо расставить пределы, руководствуясь формой областей (ПД 
и (Па)- 

19. Интеграл по общей мере и обобщенные функции. Рассмотрим для 
определенности объемные интегралы. В п. 1 мы назвали мерой простран¬ 
ственной области ее объем; однако это —лишь простейший пример меры, 
называемый иногда мерой Лебега по имени французского математика А. Ле¬ 
бега (1875 —1941), который исследовал ее наиболее полно. Возможны и дру¬ 
гие меры, по которым также можно проводить интегрирование. 

Рассмотрим сначала пример. Пусть в пространстве распределена масса 
т{п. 6). Подобно п. 18 легко вывести, что сила, с которой эта масса дей¬ 
ствует на точечную массу т^, расположенную в точке N, равна 


(46) 
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где М —переменная точка интегрирования, а интегрирование распространя¬ 
ется по всей части пространства, занятой массой т. 

Если масса т распределена «объемно», т. е. масса каждой поверхности, 
линии, точки равна нулю, то можно ввести плотность (п. 6 ) и от интеграла 
(46) перейти к обычному о&ъемному интегралу 

Однако иногда масса концентрируется на отдельных поверхностях, ли¬ 
ниях, точках. Тогда при обычном понимании объемной плотности перейти к 
интегралу (47) нельзя и интеграл (46) надо рассматривать как интеграл «по 
мере т». 

В общем случае определение меры {общей меры) [д, в пространстве ана¬ 
логично основному определению п. 7: каждой мысленно выделенной части 
пространства (т. е. каждому телу, поверхности, линии, точке) (^) должно 
отвечать значение причем требуется выполнение закона сложения При 

этом мера поверхности, линии, точки уже не обязательно равна нулю. Обычно 
предпочитают меры [л^О, но иногда приходится от этого отказаться; тогда 
меру лучше представлять себе не как «массу», а как «электрический заряд». 
Мера может быть определена не только в пространстве, но также и на по¬ 
верхности или линии. 

Определение интеграла по мере (он также называется интегралом 
Стилтьеса) также аналогично обычному (п. 2). Если в области (П) задана 
мера |л, а также функция и{М) {М — произвольная точка (П)), то по опре¬ 
делению 

- п 

\ и ф = Ііт 2 « (48) 

(О) 

при естественном смысле обозначений. Такой интеграл всегда существует, 
если функция и конечна в (П) и мера области (П) конечна (если [л^О, то 
надо требовать, чтобы были конечными положительная и отрицательная состав¬ 
ляющие меры (й), т. е. чтобы \ <оо); впрочем, если функция и разрыв- 

( 0 ) 

ная, то приходится уточнить вид применяемых в (48) интегральных сумм, на 
чем мы не будем останавливаться. Несобственные интегралы по мере опреде¬ 
ляются, как в п. 17. Свойства интеграла (48) аналогичны свойствам, разобран¬ 
ным в п. 3; в свойствах, связанных с интегрированием неравенств, надо тре¬ 
бовать, чтобы |Л ^ 0. 

Если мера каждой поверхности, линии, точки равна нулю, то от интег¬ 
рала (48) можно перейти к интегралу по объему 

(О) (0) (0) 

Такой переход можно совершить и при любой мере, но тогда р будет, вооб¬ 
ще говоря, обобщенной функцией. 

Простейшей обобщенной функцией в пространстве является дельта¬ 
функция 

Ь{х—а)Ь{у — Ь)6 {г — с) (50) 

(п. XIV.25), описывающая плотность единичной массы, расположенной в 
точке (а; 6 ; с). Функция 6 (у — 6 ) 6 ( 2 —с) описывает плотность линейной мас¬ 
сы, расположенной на прямой у = 6, г = с с единичной линейной плотностью. 
Функция 6 ( 2 — с) описывает плотность массы, расположенной в плоскости 
2 = с с единичной поверхностной плотностью. С помощью этих и аналогичных 
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функций, в частности, дельта-функций в криволинейных системах координат, 
возможно осуществить переход (49) в общем случае. 

Свойства обобщенных функций от нескольких переменных аналогичны 
свойствам обобщенных функций от одной переменной (п, XIV.27). Обоб¬ 
щенную функцию (50) можно применить для построения функции влияния, 
которая подобно п XIV.26 имеет вид 

О (Л4; N) = ^{x, у, г; т], ^), 

где (х, у, г) — координаты точки набгюдения М, а (^, т], ^) — координаты ис¬ 
точника воздействия N При рассмотрении процессов, развивающихся во вре¬ 
мени, применяется также дельта-функция 

б (х — а) б (у — Ь) б (г — с) б (/—т), 

которая приводит к функции влияния вида С (М, 1\ N, т). 

20. Многомерные интегралы. Меру можно задать и в обобщенном А-мер- 
ном пространстве или, как говорят иначе, в к-мерном многообразии, опреде¬ 
ленном в п. Х.2. Определение интеграла (48) и его основные свойства 
полностью сохраняются. Чтобы, перейти к повторному интегралу, нужно 
ввести в пространстве обобщенные координаты (п. Х.2) іі, после 

чего выразить подынтегральную функцию в виде и = и{іі, ^^) и элемент 
меры гі|л = р(/і, ..., ... отвечающий бесконечно маломуобоб- 

щенному координатному параллелепипеду со сторонами йі^, распо¬ 
ложенному в точке (^ 1 , Тогда интеграл (48) примет вид 

= ^ ^ ^ и{іі_, /а. ..., 4)Р(^і. ^а- .... іц) (51) 

к раз 

где в правой части надо расставить пределы, руководствуясь изменением 
координат / в области (П), 

В формуле (51) р, т. е. «плотность меры», понимается как обычная функ¬ 
ция, если мера |л каждого многообразия размерности, меньшей к (опреде¬ 
ленного одним или несколькими уравнениями, связывающими координаты /), 
равна нулю; так будет, в частности, если плотность меры всюду конечна. 

В противном случае р надо понимать как обобщенную функцию (п, 19), 

Если в рассматриваемом пространстве введено понятие объема, то воз¬ 
можно и интегрирование по объему, который является частным случаем меры. 
Тогда должен быть известен объем бесконечно малого обобщенного коорди¬ 
натного параллелепипеда 

= (52) 

после чего интеграл \ ы гій преобразуется подобно (51). 

(О) 

Аналогично вводится понятие интеграла (по мере или по объему) по 
любому многообразию размерности меньше к в основном /г-мерном простран¬ 
стве. Если в обычном трехмерном пространстве возможны криволинейные, 
поверхностные и объемные интегралы, то в /г-мерном пространстве имеется к 
типов интегралов (каких?). 

В /г-мерном числовом пространстве (п. VII, 18) в формуле (52) пола¬ 
гают /і = 1, т. е. за единицу объема принимают объем «единичного/г-меркого 
куба» со сторонами, равными 1. Интегралы низшей кратности в этом про¬ 
странстве определяют, исходя из того, что р-мерный объем {{^р<к) р-мер- 
ного прямоугольного параллелепипеда, конечного или бесконечно малого, 
равен произведению его сторон (это— мера Лебега). 

Подобно п. XIV,23 можно рассматривать интегралы по координатам, 
распространенные по р-мерному {і^р^к) многообразию (5) в При этом 
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(5) должно быть ориентированным. Это понятие при р > 1 не совсем на* 
глядное и требует уточнения, которое мы сейчас сделаем. 

Введем сначала понятие р-мерного тетраэдра. По определению одномер¬ 
ным тетраэдром считается отрезок, двумерным—треугольник, трехмерным — 
треугольная пирамида; чтобы получить четырехмерный тетраэдр, выбирают 
точку вне трехмерного пространства, в котором расположен трехмерный 
тетраэдр, и соединяют ее отрезками со всеми точками последнего и т, д. 
Рассмотрим теперь какой-либо р-мерный тетраэдр с вершинами Аі, А 2 , ... 
..., Ар+і. Ориентация его задается перечислением этих вершин в опреде¬ 
ленном порядке; при этом считается, что перестановка порядка двух вер¬ 
шин меняет ориентацию на противоположную. Например, для трехмерного 
тетраэдра с вершинами А, В, С, О порядки АВСО и ОВАС определяют од¬ 
ну и ту же ориентацию, а порядок СВАО — противоположную. Каждый тет¬ 
раэдр можно ориентировать двумя способами. 

Если на многообразии (5) произвольно выбрать малый р-мерный тет¬ 
раэдр, произвольно ориентировать его, а затем перемещать по (5), не меняя 
его ориентации, то исходная ориентация индуцирует ориентацию всех малых 
р-мерных тетраэдров на (5), т. е. (5) будет ориентировано. При р = 1 много¬ 
образие (5) является линией и указанный способ равносилен заданию на ней 
определенного направления; при р = 2 мно¬ 
гообразие (5) является двумерной поверх¬ 
ностью и ориентация равносильна указанию 
направления обхода контура любой малой 
фигуры на (5). Если (5) состоит из не¬ 
скольких кусков, то их ориентацию можно 
проводить независимо друг от друга. 

Следует иметь в виду, что при р^2 
некоторые многообразия ориентировать не¬ 
возможно. Простейшей неориентируемой Рис. 322 

поверхностью является лист Мебиуса 

(рис. 322), открытый в 1858 г. немецким геометром к. Мёбиусом (1790 —1868). 

р-мерный интеграл по координатам, взятый по р-мерному ориентирован¬ 
ному многообразию (5) в определяется так: 

5 ^«(^1. ...аітр = 1іт ^'^‘5* . (53) 

(5) к=1 

где в правой части (5) считается разбитым на малые тетраэдры (Д5;^), ори¬ 
ентированные в соответствии с ориентацией (5), а под кЗ/^ понимается р-мер¬ 
ный объем проекции (А5;^) на плоскость координат взя¬ 

тый со знаком-{-или — в зависимости от того, совпадает или нет ориентация 
этого спроектированного тетраэдра с ориентацией тетраэдра ОСщС 

где Сда—единичная точка на оси При этом все индексы т^, т^ . тр 

должны быть различными, так как в противном случае интеграл (53) счи¬ 
тается равным нулю. 

Свойства интеграла (53) аналогичны свойствам интегралов, описанным 
в п. 3, за исключением свойств, связанных с интегрированием неравенств. 
При перемене ориентации (5) или при перестановке двух дифференциалов 
под знаком интеграла он множится на —1 (почему?). Рассматривают также 
суммы интегралов вида 

5 • •' 5 2 'Пр . •• (54) 

(5) Ші, , тр=і 

Частным случаем такого интеграла является интеграл по координатам, 
взятый по обычной ориентированной двумерной поверхности в обычном трех- 
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мерном пространстве х, у, г: 

{{р (х, у у г) йх (іу-\-^{Xу у, г) йуйг-\-Р (х, у у г) йх йг. 
(5) 


При расстановке пределов в интеграле (53) можно выразить в подын¬ 
тегральной функции через і , і значения остальных координат і 

1 р 

для точек многообразия (5); затем разбить (5) на части, проекции которых 
на плоскость ориентированы одинаково, после чего расставить 

пределы по каждой из этих проекций, как в обычном р-мерном интеграле 
по объему (одни из этих интегралов войдут в итог со знаком а другие 
со знаком —), Можно также перейти на (5) к каким-либо подходящим кри¬ 
волинейным координатам Зі, 5 р, заменив под интегралом 


ІІЧ 

В (5і, 



^3^ • • • СІ8р' 


§ 6. Векторное поле 

Кратные интегралы непосредственно применяются в теории век¬ 
торного поля. Мы дадим представление об этих применениях в на¬ 
стоящем параграфе, перед чтением которого следует вспомнить оп¬ 
ределение поля (п. ІХ.9). 

21. Векторные линии. Мы говорим, что задано векторное поле А (или поле 
вектора А), если в каждой точке М пространства или некоторой его области 
определено значение векторной величины А, т. е. А = А(М). Мы будем счи¬ 
тать поле стационарным, т. е. не меняющимся с течением времени; если 
такое изменение имеет место, то наши рассмотрения будут относиться к 
состоянию поля в любой зафиксированный момент времени. Характерными 
физическими примерами векторных полей являются поле скоростей ѵ или 
поле массовых скоростей рѵ (р —плотность) для потока жидкости или газа, 
поле сил Р, поле электрической напряженности Е и т. д. 

Векторной линией поля А называется линия (^), в каждой точке кото¬ 
рой вектор А, отвечающий этой точке, касается {1)\ другими словами, это — 
линия, идущая в каждой своей точке вдоль поля. В зависимости от физичес¬ 
кого смысла поля векторная линия может называться линией тока для поля 
скоростей, силовой линией для силового поля и т. д. (Подумайте, почему 
линии тока Совпадают с траекториями частиц жидкости только для стацио¬ 
нарных потоков.) 

Задача о построении векторных линий заданного векторного поля гео¬ 
метрически равносильна задаче о построении интегральных линий для за¬ 
данного поля направлений (п. XV. 12). Поэтому эта задача сводится к ин¬ 
тегрированию системы дифференциальных уравнений; для этого надо ввести 
в пространство какую-либо систему координат. Если, например, ввести де¬ 
картовы координаты X, у, г, то вектор А можно разложить; 

А = А(х, у у г)==Ах(Ху у у г)і + Ау(х, у, г)]+Лг(х, у, г) к. (55) 

На основании п. XV. 12 систему дифференциальных уравнений векторных 
линий поля А можно записать в симметричной форме 

(іх _ ёу __ йг 
У> (■^» У’ (^> Уі 
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(ср. ураннения (XV.66)). 
щается в уравнение 


Для плоских полей (п. IX.9) эта система превра- 


йх 





Рис. 323 


у) А^{х, у)‘ 

Как подробно разбиралось в теории дифференциальных уравнений 
(гл. XV), через каждую неособую точку проходит ровно одна векторная ли¬ 
ния. Таким образом, вся область, в которой задано поле, оказывается за¬ 
полненной векторными линиями. При этом в до¬ 
статочной близости ог любой обыкновенной, т. е. 
неособой точки эти линии напоминают совокуп¬ 
ность параллельных отрезков, но несколько ис¬ 
кривленных. Вблизи особых точек поля семейство 
Векторных линий может иметь очень сложный 
вид (см., например, рис. 290). 

Й, Поток вектора через поверхность. Пусть 
в пространстве, в котором задано поле вектора А, 
выбрана ориентированная замкнутая или незамк¬ 
нутая поверхность (а); напомним, что ориентиро¬ 
ванность означает указание наружной и внут¬ 
ренней сторон у поверхности (см. п. VII.11). 

Потоком вектора А через поверхность (о) называется интеграл по поверх¬ 
ности „ 

(О) 

где А „—проекция вектора А на внешнюю нормаль к (а). Применяя вектор 
площадки (п. VII.И) и скалярное произведение векторов (п. ѴІ1.2), можно 
переписать выражения для потока в виде (рис. 323) 

С = ^ Л соз а ^ А • йо. 

(О) (О) 

При вычислении потока, если вектор А задан в виде (55), можно вос¬ 
пользоваться преобразованием 

/\ 

А*<і(Т = А-п сІа = (А^і-{~А і-і~А^к)- (соз (п, х) і + соз(п, у) ]+ 

/Ч /\ /\ /Ч 

+ соз (п, г) к) сіа = А^ соз (п, х) йа 4- Л^ соз (п, у) йа + соз (п, г) йа. 


Стало быть. 


интеграл ^ А*<і(Г 

(О) 


разбивается на сумму трех интегралов, ко- 


•• Г 

торые вычисляются аналогично. Например, первый интеграл \ Л^ соз (п, х) <1а 

{О) 

/Ч 

можно вычислить, если заметить, что соз (п, х)йа=± где справа стоит эле¬ 
мент площади проекции (О;,;) поверхности (о) на плоскость у, г, а знак в 
правой части определяется знаком соз(п, х). Если этот знак всюду -1-» то 
можем написать 

^ Ах соз (п, х)йа= ^ А^ = И у у 2 )йуйг, 

(О) (Оа;) ІОх) 

Причем в подынтегральную функцию надо подставить выражение х=х{у, г) 
для поверхности (о). Аналогично рассматривается случай, когда этот знак 

/Ч 

всюду —. Если соз(п, х) на (о) сменяет знак, то (о) надо предварительно 
разбить на куска, на которых этот знак постоянен, после чего преобразо¬ 
вывать интегралы по каждому из этих кусков порознь. 
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Поток, очевидно, есть величина скалярная. Будучи частным случаем ин¬ 
теграла по поверхности, он обладает всеми свойствами таких интегралов 
(п. 3). Отметим свойство, характерное для потока: при перемене ориентации 
поверхности поток множится на —1, так как А„ меняет знак. Поток сущест¬ 
венно зависит от «направления» поверхности (о): если поверхность 
расположена так, что поле пересекает ее всюду изнутри наружу, 
то (2 > о, а если всюду снаружи внутрь, то С? < 0; если же поле частично 
пересекает (о) изнутри наружу, а частично снаружи внутрь, то поток равен 
сумме положительной и отрицательной величин (каких?) и может оказаться 
положительным, отрицательным или равным нулю. Всегда равен нулю поток 
через поверхность, целиком заполненную дугами векторных линий, так как 
для нее поле А касается поверхности и потому А„~0. 

Физический смысл потока зависит от вида поля. Пусть, например, рас¬ 
сматривается поле V скоростей при течении газа. Тогда 

равен объему элементарного столба газа, проходящего через площадку (еіо) 
за единицу времени (п. VI 1.11). Поэтому весь поток в этом случае равен 
объему газа, проносимого через воображаемую поверхность (о) за единицу 
времени изнутри наружу. Аналогично легко проверить, что для поля А=рѵ 
массовых скоростей поток равен массе газа, проносимого через (о) за еди¬ 
ницу времени изнутри наружу. (Продумайте на этих примерах свойства по¬ 
тока, указанные в предыдущем абзаце.) 

Поток вектора А через поверхность (о) иначе называется количеством 
векторных линий поля А, пересекающих (о) изнутри наружу. Это название 
несколько условное, так как указанное количество, как правило, имеет раз¬ 
мерность и получается дробным, но из-за своей наглядности широко приме¬ 
няется. Надо иметь в виду, что это «количество» понимается в алгебраи¬ 
ческом смысле. Так, если одна часть поверхности (о) пересекается линиями 
изнутри наружу, а другая часть—снаружи внутрь, то количество линий мо¬ 
жет быть любого знака или равным нулю в зависимости оттого, какую часть 
пересекает больше линий. 

23. Дивергенция. Представим себе в пространстве, где задано поле век¬ 
тора А, некоторый объем (й), ограниченный поверхностью (о), которую мы 
будем считать ориентированной так, чго (й) прилегает к ее внутренней сто¬ 
роне. Если поток 

^ А'<і<т 

(О) 

положителен (кружок у знака интеграла выписывать не обязательно; он под¬ 
черкивает, что интеграл берется по замкнутой поверхности), то это значит, 
что через (а) наружу проходит больше векторных линий, чем внутрь. Тогда 
говорят, что в (й) имеется источник векторных линий, а ^ называется 
обильностью этого источника. Если (? < 0, то говорят, что в (й) имеется 
сток или, что то же, источник отрицательной обильности; для простоты мы 
будем всегда считать сток частным случаем источника. Если (3 = 0, то либо 
в (й) нет ни источников, ни стоков, либо Же они взаимно компенсируются. 
Впрочем, и при (3 9 = о в (й) могут быть как источники, так и стоки, кото¬ 
рые, однако, в этом случае компенсируются не полностью. Представление о 
линиях, начинающихся в объеме (й), оправдывается следующим простым 
фактом, который мы предоставим доказать читателю: если тело (Й) с по¬ 
мощью каких-то поверхностей мысленно разбито на несколько тел (й^), 
(йз), ..., (й;^), то поток поля А через поверхность тела (й) изнутри на¬ 
ружу равен сумме аналогичных потоков, взятых для каждого из тел (Йі)> 
(Йа). (Йб)- 

Источники Векторного поля могут быть сосредоточенными в отдельных 
точках или быть распределенными по линиям, поверхностям и, наконец, по 



ВЕКТОРНОЕ ПОЛЕ 


509 


§ 61 


пространству (общее понятие о величинах, распределенных по пространству, 
см, в § 2), Рассмотрим сначала последний случай. Здесь можно говорить не 
только о средней плотности источника ^/^ (под й понимается численное 
значение объема (й)), но и о плотности источника в любой точке М прост¬ 
ранства, равной 

Ііт Ііт / С А*(!(Т/Ай\ (56) 


где под (Ай) понимается малый объем, содержаіций точку М, а под (Аа) — 
его поверхность. Эта плотность источника называется также дивергёнцией 
{расходимостью) векторного поля А и обозначается через (ііѵ А. Таким об¬ 
разом, можно сказать, что дивергенция векторного поля— это количество век¬ 
торных линий, начинаюицихся в бесконечно малом объеме (или, что то же, по¬ 
ток поля А через поверхность этого объема), в расчете на единицу этого объема. 
Отметим, что дивергенция векторного поля есть величина скалярная, более 
точно, образует скалярное поле, так как она принимает в каждой точке 
пространства свое значение. 

Формулу (56) можно переписать в виде 

(1іѵА = ^, т, е. = А«(й. 


Получилось выражение для количества векторных линий, начинающихся 
в элементарном объеме (сій). Производя суммирование (п. 4), получаем выра¬ 
жение для количества векторных линий, начинающихся в конечном объеме 
(й), т. е, для потока вектора А, 

/ А.аа= ( біѵАгій, (57) 

(О) (й) 

где (й) — конечный объем, а (а)—его поверхность. Эта важная формула 
называется формулой Остроградского, который нашел ее в 1828 г. Она 
справедлива всегда, если в (й) поле А и его дивергенция не обращаются 
в бесконечность или если дивергенция обращается в бесконечность, но так, 
чтобы интеграл в правой части (57) сходился. 

Физический смысл дивергенции поля зависит от физического смысла 
вектора А, Так, если рассматривается поле скоростей ѵ при течении газа, 
то біѵѵ в силу п. 22 равна скорости относительного увеличения бесконечно 
малого объема, а біѵ (рѵ) равна плотности источника масс. Например, если 
в процессе течения газа его масса не меняется (такое изменение может 
получиться в результате химической или какой-либо подобной реакции), то 
(1іѵ(рѵ) = 0; в то же время біѵ ѵ > О, <0 или =0 в зависимости от того, 
будет ли газ в процессе течения расширяться, сжиматься или не менять 
своей плотности. Для электрического поля Е дивергенция, т. е. біѵ Е, про¬ 
порциональна плотности заряда, распределенного в пространстве, и т. д. 

Если поле имеет источники, распределенные по линиям или поверх¬ 
ностям (так может быть, только если оно имеет разрывы), то можно гово¬ 
рить о плотности их распределения. В этом случае в правой части фор¬ 
мулы (57) должны быть добавлены криволинейные или поверхностные интег¬ 
ралы по линиям и поверхностям, несущим источники и расположенным 
в (й), а также отдельные слагаемые, отвечающие точечным источникам, 
расположенным в (й), если такие имеются. Если пользоваться обобщенными 
функциями, понятие о которых было дано в п. XIV.7 и в п. 19, то фор¬ 
мула (57) справедлива всегда. 
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В Случае плоского поля формула (56) для дивергенции упрощается: 
именно, в этом случае 

, (58) 


(діѵ А)ді = 


= Ііга ( 
(Аст)->Л/ 



где (Да)—малая фигура в плоскости поля, содержащая точку М, а (Д/) — 
контур этой фигуры. Как известно (п. ІХ.9), плоское поле может иметь 
двоякий физический смысл. Если поле задано только 
в плоскости, то числитель в правой части (58) по опре¬ 
делению равен потоку вектора А через линию (Д^). 
Если же поле задано в пространстве, но не зависит 
от одной из декартовых координат, например г, то 
числитель равен потоку вектора А через поверхность 
цилиндра, построенного на (Да), с единичной высотой, 
параллельной оси г, а знаменатель равен объему этого 
цилиндра (почему?). 

Формула Остроградского для плоского поля имеет вид 
^ == ^ (1ІѴ Агіо, 

(/) (О) 

где (а)—конечная фигура, а (/) — ее контур. 

Иногда оказывается возможным подсчитать дивергенцию непосредственно 
на основе ее определения (56). Рассмотрим, например, центрально-симмет¬ 
ричное поле в пространстве, определенное формулой 

А=ги--=фг, 

где г—радиус-вектор текущей точки, а ^ (г)— некоторая заданная непрерыв¬ 
ная функция его модуля (рис. 324). Тогда поток поля через сферу радиуса г 
равен 

Р (г) = ^ гіо = ^ Аг(іо=^ I (г) йа = I (г) Алг^, 

а потому количество векторных линий, начинающихся в тонком сфериче¬ 
ском слое ширины (іг, равно 

а^—Алй [г^І ('■)] — 4л[2г^ (іг. 

Значит, на единицу объема этого слоя 
приходится 

(1ІѴ А: 


(І^ 


ПП+І' (г). 


Алг^ йг 

24. Выражение дивергенции в де¬ 
картовых координатах. Пусть в про¬ 
странстве задана система декартовых 
координат, так что поле А можно задать 
в форме (55). Тогда можно получить 
удобную формулу для вычисления 
біѵ А. Для этого воспользуемся тем, 
что в формуле (56) для дивергенции 
форма элементарного объема (Ай) 
несущественна, и выберем в качестве этого объема малый прямоугольный 
параллелепипед с ребрами, параллельными осям координат (рис. 325). Тогда 
поток вектора А через поверхность параллелепипеда, т. е. числитель дроби, 
стоящей в выражении (56), можно представить в виде шести слагаемых. 




ВЕКТОРНОЕ ПОЛЕ 


511 


§ 6 ] 


отвечающих шести граням параллелепипеда. Рассмотрим сумму двух из этих 
слагаемых, отвечающих задней и передней граням, которые мы обозначим 
соответственно цифрами I и II. Тогда (см. рис. 325) (Л„)і = —а на 
основе формулы Тейлора (п. IV. 15) 


дА, 




где д^Ах = -^ Ьі.х означает частный дифференциал по получающийся 

из-за того, что точки передней грани отличаются от соответствующих точек 
задней грани значением координаты л:; а многоточием обозначены члены 
высшего порядка малости.. Так как интегрирование по указанным граням 
сводится к интегрированию по их проекции на плоскость уг, т. е. по (ДЙ)^. то 


^ ^ Л„сІа= {Ап)\йу йг-\- (Л„)цСІ&сІ2 = 

I) (II) (Аа):с (Ай)^ 

\(АЙ)х / 


(АЙ)х 


Здесь многоточиями все время обозначаются члены высшего порядка, чем 
выписанные; в предпоследнем переходе применена формула среднего значе¬ 
ния (п. XVI.3, свойство 10), а в последнем переходе—формула — 

— + бесконечно малая. 

V )ж 

Проводя аналогичные вычисления для двух других пар граней, полу¬ 
чим выражение для потока через всю поверхность параллелепипеда 

дА 


I А.а«=(^+^» + ^^)_ Дд:Д,Дг+.... 


<д<г) 


м. 


и так как в данном случае А^=Ах Ау Аг, то 


Дй О \ дх ^ &у ^ дг / 

(АО) \ / 


ЛІ 


+ • • • 


Переходя к пределу, получаем окончательно 

мы не пишем индекс М, так как эта формула справедлива в любой точке поля. 

Для плоского поля в правой части формулы (59) отсутствует третье 
слагаемое. 

25. Линейный интеграл и циркуляция. Пусть в пространстве, 
в котором задано поле вектора А, выбрана ориентированная линия 
(I,), т. е. линия, для которой указано направление ее обхода. Тогда 
линейным интегралом вектора А по линии {А) называется криволи¬ 
нейный интеграл 

/= ^ 


(60) 



512 


КРАТНЫЕ ИНТЕГРАЛЫ 


[гл. XVI 


где Лт; —проекция вектора А на касательную к {I), проведенную 
в направлении обхода (рис. 326). Так как вектор сіг идет по т, а 
\(1г\ — (іі (п. Ѵ1І.23), то выражение для линейного интеграла можно 
переписать так: 

1= 5 Л С 08 а і 1 = 5 А • 5 (Ах (Іх -{-Ауд,у-\- (Іг). (61) 

(Ь) (^) (Ц 

Линейный интеграл есть величина скалярная и обладает обыч¬ 
ными свойствами криволинейных интегралов (п. ХІѴ.6). При перемене 

ориентации линии (І) он множится на — 1. 
Если угол а (рис. 326) во всех точках ли¬ 
нии (І) острый, то />0, а если он тупой, 
то I <С.О. Интеграл равен нулю (/=0), если 
угол а все время прямой или, что бывает 
чаще, если интегралы по частям (і), в ко¬ 
торых а острый и а тупой, взаимно унич¬ 
тожаются. 

Физический смысл линейного интеграла 
особенно прост, если А —поле сил; в этом 
случае интеграл (60), как мы видели 
в п. ХІѴ.22, равен работе, совершаемой полем, когда точка, на 
которую действует сила, проходит линию (I). 

Если (I) — замкнутая линия, то линейный интеграл называется 
циркуляцией. 



26. Ротор. Нам понадобится выражение для циркуляции по бесконечно 
малому контуру (А^). Для этого допустим, что вектор А разложен по ортам 
декартовых осей, т. е. имеет вид (55), а контур (Д^) расположен вблизи 
некоторой точки М^, и вычислим интеграл от первого слагаемого в правой 
части формулы (61): 


Ах (X, у, 

(А% 


и \ — /и 

(Ш 


(62) 


Здесь мы воспользовались формулой Тейлора (п. XII.6), причем индекс 
«нуль» говорит о ЮМ, что указанные величины берутся в точке Мо, а 
многоточием обозначены члены высшего порядка малости Однако в п. XIV.23 
были доказаны формулы 


— ^ [Сі-І-СгД:] 


§ ^ 

(Дб) 


сІх=*— Л5 С08(п, г). 


(Дб) 


(ДЬ) 

г сІх = Л5 соз (п, у). 
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где Д5 —площадь фигуры, ограниченной линией (Д^,) (с точностью до малых 
высшего порядка эту фигуру можно считать плоской), а п —нормаль к (Д5), 
причем направление этой нормали согласовано с направлением обхода (Д/,) 
по правилу винта (п. VII. 11). Подставляя эти результаты в (62), получим 


§^д.йД^=[(^)соз(п'Гй-(^)со8(п'Гг) 
(Ш 


А8- 


(63) 


Вычисляя аналогично два других интеграла в правой части формулы (61), 
для чего достаточно в формуле (63) провести два раза циклическую пере¬ 
становку координат, и суммируя результаты, получим 



(АЕ) 


гіг 


=1 


дг 


соз(п, у) 


дАЛ , 

-^)оСоз(п.г)] + 


+ 


(дА^ 

Л дх 


I соз (п, г) — 
о 



+ 


і 




Іо \ дг /о 


дх 

соз (п, лг)-1-1 


соз(п, у) 

дАл 

дг 


Д5-Ь...: 


[ 

дх 


\ 

0 . 


соз(п, у)-{- 



(64) 


Полученный результат становится более обозримым, если ввести вектор, 
называемый ротором {вихрем, вихревым вектором) поля А и обозначаемый 
буквами Г0І А, по формуле 


, д /дА^ дАу\. , 


дх 


І + 


\ дх ду 


к. 


(65) 


Так как этот вектор в каждой топке пространства имеет, вообще говоря, 
иное значение, то ротор векторного^ поля образует новое векторное поле. 

Если заметить дополнительно, что п, как и каждый единичный вектор, 
имеет разложение (п. VI 1.9) 

п = соз (п, х) і -[- соз (п, ^) ] + соз (п, г) к, 
то можно переписать формулу (64) в более простом виде 

ф А • сіг = (гоі А)о • пД5 = (гоі„ А)оД5 (66) 

(АЕ) 

в последнем выражении индекс п указывает на то, что берется проекция 
ротора на нормаль п, а многоточием, как и выше, обозначены члены выс¬ 
шего порядка малости. Формула (66) и дает выражение для циркуляции по 
бесконечно малому контуру. 

Если обе части формулы (66) разделить на А5, а затем перейти к пре¬ 
делу, то мы получил!, при естественных обозначениях, 

А • сіг 

(гоія А) Л! = Ііт -, 

(АЕ) -*м АЗ 


(67) 
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Итак, в любой точке М проекция ротора поля на любое направление п 
равна отношению циркуляции поля по бесконечно малому контуру, перпен¬ 
дикулярному к х\, к плош,ади, охватываемой этим контуром. Отсюда, в част¬ 
ности, видно, что ротор, определение (65) которого привязано к выбранной 
системе координат, на самом деле связан с полем инвариантно, т. е. не за¬ 
висит от выбора системы координат, так как правая часть формулы (67) не 
зависит от такого выбора, а знание проекции вектора на любое направление 
определяет этот вектор однозначно. 

В то же время формула (67) показывает, что ротор является псевдовек¬ 
тором (п.VII. 14), так как при перемене правила винта направление обхода 
(Д^) надо переменить (п.VII. 11), что приведет к перемене знака правой 
части. 

На рис. 327 показано несколько простых примеров векторных полей и 
указан их ротор, который можно подсчитать по формуле (65) либо же по 



1 , 1 , 1 , 1 , 1 , 1 ,, 

6 ) 



и 


у 


/ 


/ 


а) 


Рис 327. 

о) А = соп5і, го1А=0; 

б) А=Хі/і, гоі А=0, 

в) А=—(і)уі-і-(і)Х}. ГОІ А=:2(йк. 


формуле (67); для этого (Аі) надо выбрать соответствующим образом, что 
мы предоставляем сделать читателю самостоятельно. Третий пример изобра¬ 
жает поле скоростей при вращении абсолютно твердого тела вокруг оси г 
с угловой скоростью со; из рис. 327, в следует, что при таком вращении 
поле линейных скоростей имеет постоянный ротор, равный удвоенному век¬ 
тору угловой скорости. Коши показал, что при произвольном движении 
сплошной среды—газа, жидкости или твердого тела — каждый малый объем 
участвует одновременно в нескольких движениях, для которых поля скоро¬ 
стей имеют вид, изображенный на рис. 327 (поступательное, деформаци¬ 
онное и вращательное движения). Так как ненулевой ротор получается 
лишь для вращательного движения, то мы видим, что при произвольном 
движении среды ротор поля линейных скоростей частиц равен в каждой 
точке удвоенному вектору угловой скорости соответствующей частицы. Конечно, 
в общем случае ротор получается в различных точках различным. Таким 
образом, при течении жидкости или газа отличие ротора поля линейных 
скоростей от нуля указывает на наличие завихренности, чем и объясняется 
название «ротор». 

Особенно простой вид имеет ротор плоского поля А~Ах{х, у)\-\- 
у) у. действительно, в силу формулы (65) получаем в этом случае 

дАу дАх\ 

дх ду / 


ГОІ А = 


к. 
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27. Формулы грина и Стокса. Формулы Грина и Стокса осу¬ 
ществляют преобразование циркуляции вектора по замкнутому кон¬ 
туру в двойной интеграл по поверхности, ограниченной этим кон¬ 
туром, причем формула Грина относит¬ 
ся к плоскому полю, а формула Сток¬ 
са— к пространственному. Хотя пер¬ 
вая формула непосредственно следует 
из второй, мы приведем сначала неза¬ 
висимый вывод формулы Грина из-за 
его простоты. 

Рассмотрим циркуляцию плоского 
поля к — Р{х, у)і-р(?(л:, у)\ по зам¬ 
кнутому контуру (Г,), проходимому 
в положительном направлении и огра¬ 
ничивающему плоскую конечную об¬ 
ласть (5) (рис. 328). В силу формулы 
ляцию можно записать в виде 

Т = ^ Р{х, у)ах-{-^ ^{x, у) сіу. (68) 

(Ь) (І-) 

Первый интеграл равен (см. рис. 328) 

Ь а Ь 

5 Р(л:, у^(іх-\-^Р[х, у^)(іх = —^{Р[х, у^)—Р{х, Уі)](іх. (69) 

а Ь а 



Рис. 328. 

(61) рассматриваемую цирку- 


Под знаком интеграла стоит частное приращение функции Р по у, 
которое можно представить в виде интеграла от производной 


Ф2 (X) 


дР 


Р{Х, У2)—Р{Х, Уі)= ^ ^ йГі/. 


Фі (л:) 


Подставляя в (69), получаем 

6 /ф2 (X} 


О /ф2 ч 

-і( I '-Щ^ѵ)ах = -11^-^ахЧу. 

а (л:) ^ (5) 


Аналогичное преобразование второго интеграла (68), которое мы 
предоставим читателю, и сложение результатов приводят к формуле 
Грина 


Щ (5) 

Этой формулой можно пользоваться, если все функции Р, 

конечны всюду в (6). Из нее вытекает, в частности, упо¬ 
мянутое в п.ХѴ.6 утверждение о том, что если в односвязной 
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области (О) удовлетворяется условие =-^ , то в этой области 

выражение Рйх будет полным дифференциалом, В самом деле, 

тогда в силу формулы (70) для любого замкнутого контура {I) 

в (О) будет 6 {Рйх-^Яйу)^^ и наше утверждение вытекает из 

О 

(I) 

п,XIV.24. Условие односвязности нужно затем, чтобы для любого 
такого (I) вся часть плоскости, расположенная внутри (I), также 
принадлежала (О), что не всегда выполнимо для многосвязной области. 

Перейдем теперь к аналогичной формуле в пространстве. Эта формула, 
найденная в 1854 г. английским физиком и математиком Дж. Стоксом 
(1819—1903), широко применяется в теории векторного поля. Пусть задан 
конечный ориентированный контур (^), ограничивающий ориентированную 

поверхность (5), причем ориентации 
(I) и (5) согласованы (рис. 329). 
Разобьем (5) на малые площадки 
(Д5і), .... (ДЗрг) с контурами (Д/.і), ... 
..., (Д/-йі). которые ориентируем в 
соответствии с ориентацией (^) и (5). 
Тогда легко видеть, что 

т 

^ А.^г = ^ ф А-сІг, (71) 
(Ь) 1 = 1 (ДЬр 

так как в правой части интегралы 
по всем дугам, лежащим внутри (I), 
взаимно уничтожаются (почему?), а оставшиеся интегралы как раз дают левую 
часть формулы (71). К отдельным слагаемым в правой части формулы (71) 
можно применить представление (66), что даст 

т 

(Ь) і=і 

где индекс і показывает, что соответствующие значения относятся к і-й пло¬ 
щадке. Сумма в правой части — это интегральная сумма (п. 2), и потому, 
переходя к пределу при бесконечном измельчении разбиения, получим 

го1„А^5^= ^ гоІА.азѴ (72) 

Ш (5) \ (5) / 

Итак, циркуляция поля по замкнутому контуру равна потоку ротора 
этого поля через поверхность, ограниченную указанным контуром, ^о и есть 
формула Стокса. Она справедлива, если на поверхности (5) поле А и его 
ротор конечны, а если ротор и обращается в бесконечность, то так, чтобы 
интеграл в правой части (72) сходился. 

Отметим, что в формуле Стокса контур (^) может состоять из нескольких 
кусков, тогда они должны быть ориентированы соответственным образом 
(рис. 330). Это же замечание относится и к формуле Остроградского (п. 23), 

Из формулы Стокса вытекает, в частности, упомянутая в п. XIV.24 доста¬ 
точность условий (XIV.99) для независимости интеграла (ХІѴ.93) от контура 
интегрирования. Для этого надо рассмотреть поле А = Рі -|- /?к, для 
которого в силу (XIV.99) будет гоі;А = 0, а затем, натянув на любой замк- 



Рис, 329. 
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нутый контур (7) «пленку» (5), получить в силу формулы Стокса равенство 
(XIV. 95). При этом односвязность области, в которой осуществляются все 
построения, нужна, чтобы гарантировать возможность такого натягивания 

пленки: в самом деле, при стягивании 
контура (Ь) в точку в пределах обла¬ 
сти он сам опишет требуемую поверх¬ 
ность (5) (рис. 331) 




28. Выражение векторных операций в криволинейной ортогональной 
системе координат. Рассмотрим (рис. 332) какую-либо криволинейную орто¬ 
гональную систему координат Я, ц, ѵ в пространстве. Здесь естественно участ¬ 
вующие векторные поля разлагать в любой точке по системе единичных век¬ 
торов, касательных к координатным линиям: 

А ^ ^ ^ V® V 


Для выражения градиента скалярного поля и в любой точке М напомним 
(п.ХІІ.1), что при подсчете градиента с помощью формулы (ХП.2) систему 
декартовых координат можно располагать произ¬ 
вольно, в частности, можно принять 1 = 6;^, 1 = е|^_, 
к = е„. Тогда получим 


§га(і и = 


д8\ 


ди 


дм 




д8 
1 ди 
дХ 


1 ди 


+ 7^ + 7“ ®ѵ» (І8. 


1 ди 
дѵ 



Рис. 332. 


где /х,, /ѵ — коэффициенты Ламе (п. 15). 

При^ подсчете дивергенции векторного поля 
нельзя непосредственно воспользоваться форму¬ 
лой (59), так как если принять, как в предыдущем 
абзаце, і==ех и т.*д., то равенство Л_^ = Лх бу¬ 
дет соблюдаться лишь в точке М (почему?) и 

потому равенство дА^Ідх = дА^І-^дІ-^, вообще говоря, несправедливо. Здесь 
можно воспользоваться доказательством, приведенным в начале п. 24, рас¬ 
смотрев поток поля через поверхность бесконечно малого прямоугольного 
параллелепипеда, ограниченного координатными линиями (рис. 332). Рассмат¬ 
ривая сумму потоков через грани, перпендикулярные к линии Я, получим, 
что эта сумма с точностью до малых высшего порядка равна 


\ ^5 (І8^) = 5 ^ {им : 


д{им 

ая 


йк (1\1 йѵ. 
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Суммируя потоки через две другие пары граней и деля на элементарный 
объем = йѵ, получим 


йіѵ А = 


1 






дк 


д\1 


дѵ 


Чтобы получить выражение для ротора, можно исходить из его опреде¬ 
ления (67). Циркуляция вектора А по 
бесконечно малому прямоугольнику, пер¬ 
пендикулярному к вектору с точ¬ 

ностью до малых высшего порядка, равна 
(рис. 333) 



ѴіѴР м^/ \ор мы/ 


^Р МЫ) 


{А^й8^) — д^{А^а8^) = 

■■ (І^А ^ йѵ) — {І^А ^ (ііі) = 
-5(/Иѵ) д{1^А^)- 


[_ (Эр дѵ \ 

Производя деление на элементарную пло¬ 
щадку (І8 = 1 1^й\і(1ѵ, а затем циклическую перестановку индексов, получим 


(гоі А)^ = 


(гоі А)„ 


(гоі А), 


1 

ГГ 

{Ж V 
1 

ГГ 


'д{1,А,) 


д\1 

дѵ 

'діКАд 

д{1М 

дѵ 

дк 

'^(Ѵ^іа) 

д (Г^х) 

[ дк 

(Э }1 


Для плоских полей все указанные формулы естественно упрощаются: 
надо положить Л^= 0 , 1^=\ и считать все участвующие величины не зави¬ 
сящими от V. 

29. Общая формула для преобразования интегралов. Оказывается, что 
формулы Стокса, Остроградского и аналогичные формулы в многомерном 
пространстве можно записать в виде единой формулы. Для этого допустим, 
что в /г-мерном пространстве ^ мерой Лебега (п. 20) дано ориентированное 
(р-Р 1 )-мерное (р= 1 , 2 , ...,/2 — 1 ) многообразие (П) с р-мерной границей (П'). 
Ориентация (П) порождает соответствующую ориентацию (П') по следуюідему 
правилу: если некоторый малый (рф- 1 )-мерный тетраэдр Л^Лг^з... Л_ + іЛр+ 2 > 
вершины которого перечислены в соответствии с ориентацией (П), располо¬ 
жен так, что его грань Л 1 Л 2 Л 3 .. .Л^, + ^ принадлежит (П'), то этот порядок 
вершин должен соответствовать ориентации (П'). (Проверьте, что если (П) — 
поверхность в трехмерном пространстве, то это правило совпадает с обычным 
правилом согласования ориентаций поверхности и ее контура.) 

Пусть рассматривается интеграл вида (54), где (5) = (П'). Подынтеграль¬ 
ное выражение 

к 

“т,; ...; тр(Г.^й) (^3) 

ГПі, ТПі, ..., ГПр =1 

однородное, измерения р относительно ФЦ, йі^^, называется дифферен¬ 
циальной формой измерения р. 
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Над дифференциальными формами можно производить некоторые действия. 
Так, формы одинакового измерения можно складывать; по существу, и выра¬ 
жение (Ъ) представляет собой сумму простейших форм —одночленов. Формы 
можно перемножать, причем в соответствии с определением ингеграла (53) 
принято считать, что при перестановке двух дифференциалов в одночленной 
форме она множится на — 1, а при наличии двух одинаковых дифференциалов 
она равна нулю. Форму можно множить на константу или на функцию от 
^ 1 . 4. •••. впрочем, последнюю можно рассматривать как форму нулевого 
измерения. При этом соблюдаются обычные правила сложения и умножения, 
однако умножение, вообще говоря, не перестановочно. 

Дис^еренциальную форму можно дифференцировать по правилу 



где надо еще раскрыть скобки и привести подобные члены. Как видим, при 
дифференцировании формы ее измерение повышается на единицу. 

Оказывается (мы не будем этого доказывать), что при таких определениях 
имеет место следующая общая формула преобразования интеграла (54): 


(р+і) раз 

(й') (Й) 


(74) 


Рассмотрим, например, случай к = 2, р = \. Если писать х, г/вместо 
и обозначить 

со=Р (х, у) йx-\-^{x, у)с1у, 


то 


с1(о = с1Р йх-\- йу = 






ду. 


йх сіу. 


откуда формула (74), с точностью до обозначений, приобретает вид формулы 
Грина (70). Мы предлагаем читателю разобрать случай к = 3, р = \ (формула 
Стокса) и /2 = 3, р — 2 (формула Остроградского). При этом следует учесть 
выражение потока в виде двойного интеграла по координатам (ср. п. 22): 

^ А • йа = ^ А • п с?а= ^ [Ад; соз (п, х)-\-А^ соз (п, у)-\-Аг соз (п, г)] йо = 

(О) (а) (а) 

= ^ ^ (Ад; сіу (Іг-\-Ау йг с1х-{-Аг Лх йу ). 
(а) 



РЯДЫ 


Ряды уже встречались в нашем курсе, начиная с п. ІП.6, кото¬ 
рый мы советуем просмотреть перед чтением этой главы. В частности, 
в п. III.6 были даны основные определения сходимости и суммы 
числового ряда. Теперь мы переходим к систематическому изложению 
теории рядов. 


§ 1. Числовые ряды 

1. Ряды с положительными членами. Рассмотрим ряд 

«іН-йг-і- • • •• • •> все (1) 

обозначим, как и в п. III.6, частные суммы этого ряда через 
■ • •, • • • В данном случае 5^ ^ ^2 ^ ^ ^ ... (почему?), 

и, вспомнив два способа изменения возрастающей величины (п. III.5), 
мы приходим к выводу, что для ряда (1) может быть один из двух 
случаев: он или сходится, или расходится к бесконечности. Зто 
можно записать так: 

00 сс 

2 или 2 

к= 1 к = { 


Подчеркнем, что первое неравенство как обозначение сходимости 
пишут только для рядов с положительными членами. 

Если, кроме ряда (1), рассматривается ряд 



+ ^2 + • 


(2) 

причем 






= 3. ...), 

(3) 

то 





2 я, 

СО 

<2 



Действительно, это сразу следует из аналогичного неравенства для 
частных сумм. Отсюда вытекает признак сравнения^ аналогичный 
признаку п. XIV.15: при выполнении условия (3), если ряд (2) схо¬ 
дится, то и ряд (1) сходится, а если ряд (1) расходится, то и ряд (2) 
расходится. 
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Например, ряд 

ЗЧІГ2 ЗМНЗ ЗМпІ• 

сходится, что следует из сравнения его с рядом (111.6): 

3” 1п п ^ 3^ 

правда, первые члены рядов не подчиняются этой оценке, но согласно п.ІІІ.б 
это на факт сходимости не влияет. 

С первым признаком сравнения связан другой признак: если 

0. о (А: = 1, 2, ...), 

^*-:Г^соп5І=И=0, =И=оо, 

"к 

ТО ряды (1) и (2) сходятся или расходятся одновременно. Действи¬ 
тельно из указанного условия вытекает, что отношение ^ для 
’ 

всех к заключено между некоторыми положительными постоян- 
н^^ми т и М: 

т, е. Л4Ь^. 

Отсюда, суммируя по /г от 1 до п, а затем переходя к пределу при 
п-і-оо, получаем 

^=1 к=1 /е = і 

откуда и вытекает наше утверждение (почему?). 

Широко применяется следующий достаточный признак Даламбера: 
если для ряда (1) существует предел 

ііт ^ = 

Па, 

ТО в случае / <1 ряд (1) сходится^ а в случае /> 1 — расходится. 
Второе получается совсем просто, так как при / > 1 отношение 

приближающееся с возрастанием п к I, становится, начиная 

с некоторого номера, ббльшим единицы, т. е. члены ряда для боль¬ 
ших п возрастают, а значит, не выполнен необходимый признак 
сходимости (п. III.6). Пусть теперь /<1; выберем какое-нибудь 

постоянное число /' между / и 1. Так как отношение безгра- 

нично приближается к /, то оно обязательно, начиная с некоторою 
номера Л^, станет меньше /'. Но тогда 


О/Ѵ + І 


,/ о/ѵ+г 


О/Ѵ + з 
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откуда 

^N+1 ^NЛ 2 ^'N+1^' ^N^ » ^'N+Ѣ ^7Ѵ+2 Г < а^І'^ и т. д., 

т. е. члены ряда (1), начиная с номера N. меньше членов ряда 


Так как 0</'<1, то члены последнего ряда образуют бесконеч¬ 
ную убывающую геометрическую прогрессию и потому он сходится 
(см. ряд (III 7)), а отсюда по признаку сравнения сходится и ряд (1). 

Рассмотрим, например, ряд 

СС 

р^О). (4) 

п =1 

Для применения признака Даламбера надо найти предел 






б) 


1іт 

П-^оі 


а” + 1 _ цП 

рГ+Тр “ пР 


1іт - ~=а. 


Значит, ряд (4) сходится при а < 1 и 
расходится при а > 1, при а — \ признак 
Даламбера ответа не дает. 

Когда признак Даламбера отказы¬ 
вает, часто бывает возможно приме¬ 
нить более сильный достаточный ин¬ 
тегральный признак Коши: если выра¬ 
жение для имеет смысл не только 
для целых 1, 2, 3, . . . , но и для 
всех действительных п'^\ и убывает 
с ростом л, то 


^ 5 а„йІ/г + аі; (5) 

1 п = 1 1 


22 ^ значит, ряд (1) сходится или расхо¬ 

дится одновременно с выписанным ин¬ 
тегралом. Для доказательства заметим, что на основании рис. 334, а 
будет 

N 


^а„сІ/г<аі*1+а2-1 + . . .+а^у1, 


а на основании рис. 334,6 





( 6 ) 
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^1 + ^2 + ^3 “Н 



йп - 4 - 


Если в неравенствах ( 6 ) и (7) перейти к пределу при N 
получим (5). 

Рассмотрим, например, ряд 



(7) 

оо, то 


( 8 ) 


который получается из ряда (4) при й! = 1 , когда признак Даламбера 
не действует. Так как а^~п~^ при /?>0 удовлетворяет условиям 
признака Коши, то ряд ( 8 ) сходится или расходится одновременно 
с интегралом 


Но непосредственное вычисление последнего интеграла показы¬ 
вает, что он сходится только при р'Р’\ (см. вычисление интеграла 
(XIV.51)). Значит, и ряд ( 8 ) сходится только при р> 1. В частности, 
при р=\ получаем так называемый гармонический ряд 

'+Т+Т+” •+7+-" = °°- 


Формулы (б) и (7) можно применить для двусторонней оценки частной 
суммы расходящегося ряда, откуда можно получить асимптотическую фор¬ 
мулу для такой суммы в зависимости от номера. Аналогично проводится 
оценка любой суммы большого числа слагаемых, монотонно зависящих от 
номера. Для уточнения результата можно несколько наибольших слагаемых 
просуммировать непосредственно, а оценивать лишь оставшиеся, так как 
тогда разность между оценками сверху и снизу сблизится. 

Более точные приближения, хотя и без двусторонних оценок, полу¬ 
чаются с помощью формул численного интегрирования (п.ХІѴ.13). Покажем, 
например, применение формулы Симпсона к приближенному вычислению 
суммы 

Для этого пишем на основе формулы (XIV.39) при Н — \ 

А+1 Й+2 Й+2 

I т‘'*+ І I т"^^1г(т+гтт+.-Т2)- 

к к + і к 

Суммируя эти формулы при к = т, т + І, **.} N — 1, после несложныя 
преобразований и интегрирования получаем 

1п /Ѵ-ІП щ -1- 1п (А+ 1)-1п (т 1) у дг— +ІѴ^)* 
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откуда 

^т, N ~ 


ІпЛ^ 


бт + 5 


6т (/7Г+ 1) 


2 (т2 + т)+ 2 1п ^14- дг) +бЛ^ (Л^4-1)‘ 


(9) 


Рассматривая рис. 334, а для функции а„ = — 
шествует конечный положительный предел 

л- 


5= Ііт 

N -* сс 


1 ^ 2 ^ ^ 


N 



1 


легко проверить, что су- 


Ііт (5і, іѵ—1п Л'); 
00 


сн называется постоянной Эйлера Из равенства (9) и формулы 5я,,лг=^ 

о 111 . 

5і кг -;-...-Г вытекает приближенное значение постоян- 

^ " 1 2 т — 1 

ной Эйлера 


з«=1+1+,..+^ 




тем более точное, чем больше т. Так, при ш=1 и т = 2 получаем соот¬ 
ветственно значения 0,570 и 0,576, тогда как 5 = 0,577, с точностью до 0,001. 

По поводу вычисления сумм при помощи интегралов см. [21], §§ 1.2 
и III.4. 


2. Ряды с членами любого знака. Перейдем теперь к рядам 
^1 + ^2 + • • • + + * • • > 


С членами произвольного знака. Здесь, прежде всего, имеет место 
утверждение: если 

СО 

^ 1«И <оо. (П) 

к = 1 


ТО и ряд (10) сходится-, в этом случае он называется абсолютно 
сходящимся. Доказательство этого совершенно аналогично доказа¬ 
тельству подобного свойства в п.ХІѴ.15, и мы его предоставим 
желающим. Если ряд (11) расходится, то ряд (10) может все же 
сходиться; это — неабсолютная сходимость. 

Чаще всего, применяя признаки п. 1, проверяют именно абсо¬ 
лютную сходимость ряда (10). Например, если 


Ит 

П->- 00 



то по признаку Даламбера ряд (11) сходится, а потому ряд (10) 
абсолютно сходится (если этот предел больше единицы, то не 
выполнен необходимый признак сходимости и ряд расходится) и т. п. 

Следующий достаточный признак Лейбница гарантирует сходи¬ 
мость, но не обязательно абсолютную: если для ряда 

^1 — “Ь ^3 — ^4 4’ • • • 


(12) 
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будет аі> а 2 > й:з> . .. —> О, то он сходится. Для доказательства 
заметим, что если изображать частные суммы ряда (12) на некото¬ 
рой оси 5 (рис. 335), то каждый из следующих переходов от О 
к б"!, от к от ^2 к 5з и т. д. будет совершаться в направ¬ 
лении, противоположном предыду- 8 5 5 

щему, причем на меньшее расстоя- 

ние; другими словами, в данном • [ ^ 

случае О <^»92<С*^і, | I } 

••• (рис. 335). і _ аг ] 

Значит, четные частные суммы 

(т, е. частные суммы с четными Рис, 335. 

номерами) образуют возрастаю¬ 
щую ограниченную последовательность и потому (п,ІІ1.5, свойство 10) 
имеют предел 5', а нечетные частные суммы образуют убывающую 
ограниченную последовательность и потому имеют предел 6". Пе¬ 
реходя в равенстве «^зп+і — •^ 2 п + ^ 2 п+і и пределу при п—*-оо^ 
получим, что 8"—8', т, е. все частные суммы имеют единый 
предел и тем самым ряд (12) сходится. Заодно мы видим, что 
сумма ряда (12) заключена между любой четной и любой нечетной 
частными суммами, что дает возможность произвести оценку 
суммы ряда. 

Например, ряд 

V (— 

^ пР 
п=1 

при р > о удовлетворяет условиям признака Лейбница и потому сходит¬ 
ся. В то же время эта сходимость будет абсолютной только при р > I 
(см. п. 1). 

Отметим в заключение, что из неравенства 


2 < 2 

к=1 й=1 

после перехода к пределу при п —► оо для сходящегося ряда (10) получается 
неравенство 

СО СО 

2 <2 ' I • 

к=1 к=:1 

3. Действия с рядами. 1. Сходящиеся ряды можно почленно 
складывать, т. е. если 

®1+ ^2 + • • • + + • • • = ^1 + ^2 "Ь • • • + "Ь • • • ~ 

то 

(-«1 ± ^і) + («2 ± • "Ь (^л ± ^„) + • • • = •^ ± 7^- 

Для доказательства надо заметить, что частная сумма последнего 
ряда 5„±7’д, а затем перейти к пределу при п—*оо. 
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На основе этого свойства иногда производится следующее преобразова¬ 
ние: ряд с членами любого знака, например 


й — Ь — с (і в —§-{-.,,=^5 (13) 

(где все а, Ъ, с, ... считаются > 0), представляется в виде разности рядов 
с неотрицательными членами 

а + 0 + 0 + й + в + / + 0+...=5і 1 

0 + & + с + 0 + 0 + 0 + |г+...=52, / ^ ^ 

т. е. суммируются все положительные и все отрицательные члены, а резуль¬ 
таты вычитаются один из другого. Так можно поступать только с абсолютно 
сходящимся рядом (13), так как для неабсолютно сходящегося ряда (13) 
оба ряда (14) имеют бесконечную сумму (почему?). В последнем случае 
сходимость ряда (13) получается за счет «баланса» между этими бесконеч¬ 
ностями, в результате которого частные суммы обоих рядов (14) нарастают 
с одинаковой скоростью. 

Аналогично первому свойству проверяется свойство 

2. Сходящийся ряд можно почленно множить на общий мно^ 
житель: если 

^1 + ^2 + • • • 4~ ~ 

то 

На-у кЗт 

3. В сходящемся ряде можно произвольно группировать члены. 
например, если 

^ 1 + ^2 + ^3 + ^4 + ^6 + ^6 4 ’ ^7 + ^8 + • • • 
то 

(^1+ ^ 2 ) + ^3 + (^4 + ^6 + ^б) "1" (^7 + “Ь • • • (16) 

Действительно, если частные суммы первого ряда ^ 3 » •^з» • • • 
5, то частные суммы второго ряда, равные 
8^, . .. , также стремятся к 5. 

Если ряд (15) расходится к бесконечности, то аналогично получаем, 
что и ряд (16) расходится к бесконечности. Если же ряд (15) расходится 
колебательным образом (п. II 1.6), то ряд (16) может расходиться, а может 
и сходиться, причем сумма тогда будет зависеть от способа группировки, 
т. е. расстановки скобок. Например, для ряда (II 1.9) имеем 

(1 _!) + (! _ 1 ) + ( 1 _ 1 )+... == 0+0 + 0 +...= 0 , 

1 + (-! + !) + (-1 + 1 )+... = 1+0 + 0 +... = !. 

Пока не была осознана разница между сходящимися и расходящимися 
рядами, этот факт воспринимался как необъяснимый парадокс. Современное 
определение понятия суммы сходящегося ряда стало возможным только на 
базе развитой теории пределов и было дано Коши в 1821 г., хотя ряды 
широко применялись и в XVII—XVIII вв. 

4. В ряде с неотрицательными членами можно произвольно 
переставлять порядок членов {слагаемых), отчего сумма не из~ 
менится. 
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Дело в том, что если составлять последовательные частные суммы для 
ряда с переставленными (без пропусков) членами, то любой член исходного 
ряда будет входить в эти суммы, начиная с некоторой. Поэтому и любая 
частная сумма исходного ряда составит часть частной суммы с достаточно 
большим номером переставленного ряда и потому не превосходит всей 
суммы переставленного ряда. Но тогда и предел частных сумм исходного 
ряда, т. е. сумма исходного ряда, не превосходит суммы переставленного 
ряда. А так как первый ряд получается из второго также перестановкой 
членов, т. е. и сумма второго ряда не может превосходить суммы первого, 
то обе суммы равны. 


В абсолютно сходящемся ряде также можно произвольно пере-*, 
ставлять порядок членов. 

Действительно, как было указано в свойстве 1, такой ряд можно пред¬ 
ставить как разность двух сходящихся рядов с неотрицательными членами, 
так что перестановка членов у исходного ряда сводится к перестановке 
членов у этих двух рядов, что, как мы только что видели, не меняет их сумм. 

Перестановка членов в неабсолютно сходящемся ряде может изменить 
сумму или даже сделать ряд расходящимся. Дело в том, что в результате 
такой перестановки можно изменить относительную скорость нарастания 
рядов (14), что и приводит к этому на первый взгляд парадоксальному 
результату, который можно продемонстрировать на следующем примере. 

Сумма 5 ряда 


2^3 4^5 6^7 8^9 10^11 *' 


(17) 


согласно п. 2 заключена между 5і=1 и 52 = 0,5. Отсюда в силу свойства 2 


а потому и 

0 + 1 + 0 


\_ 

2 


-Т+6' Т + Іо • 


2 ’ 


4 + 0 + |+0-1+0+1 + 0-^+...= |-. 


Произведя почленное сложение этого ряда с рядом (17), получим 


1 


1 . 1 


1 


1 . 1 


1 1 


т. е. 


1 + 0 + -3 — 2 +-^+0+у— 4 +^+0+уу—^+...=^5. 

1+1-1+1+1-1+1+1-1+ =І5 

^^3 2 ^ 5^7 4 ^ 9^11 6 ^"’ 2 


Однако последний ряд получается из ряда (17) перестановкой членов (про¬ 
верьте!), а сумма, как видим, изменилась. 

Таким образом, в процессах, так или иначе связанных с перестановкой 
членов ряда, только с абсолютно сходящимися рядами можно смело обра¬ 
щаться так же, как с конечными суммами; при действиях же с неабсолютно 
сходящимися рядами надо соблюдать определенную осторожность. 

4. Скорость сходимости ряда. Для практического подсчета суммы ряда 
обычно вычисляют частную сумму нескольких его первых членов, а осталь¬ 
ные просто отбрасывают, если имеются основания полагать, что они не 
повлияют существенно на значение суммы (ср. вычисление числа е в п. IV 16). 
При этом нужно, чтобы ряд не просто сходился, но быстро сходился, 
т. е. чтобы, взяв небольшое число членов, мы почти исчерпали бы полнуо 
сумму, получив ее с хорошей точностью. Если же ряд сходится медленно, 
плохо, то для непосредственных практических вычислений он бывает часто 
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непригоден, хотя из него бывает возможно получить другие, быстро сходящиеся 
ряды; впрочем, иногда остаток такого ряда удается приближенно выразить 
с помощью интегралов, наподобие п. I. Очень медленно сходятся неабсо¬ 
лютно сходящиеся ряды (п. 2); но и абсолютно сходящиеся ряды часто 
сходятся медленно. 

Скорость сходимости ряда определяется в основном скоростью стремле¬ 
ния его общего члена к нулю с возрастанием номера. Часто сравнительно 
плохо сходятся ряды, для которых общий член имеет порядок п~Р 
(т. е. а^=0 {п~Р); см. п III.И) при р > I, причем сходимость тем лучше, 
чем больше р. Лучше сходятся ряды, для которых имеет порядок 
при О < <7 < I, это скорость геометрической прогрессии (III.7), причем 
сходимость тем лучше, чем меньше д. Еще лучше сходятся ряды, для кото- 
1 

рых имеет порядок ^ и т. д. 

Впрочем, это лишь самые общие установки, так как при любом порядке 
общего члена для п —>- оо в данном вопросе может оказаться существенным 
поведение первых членов ряда. 

Если ряд 

^1 + 02 + • • •• • • ( 18 ) 

сходится медленно, то часто стремятся перейти к более быстро сходящемуся 
ряду. Один из способов этого такой. Подбирают ряд 

+ • • • + ^« + • • • = *^ 

с известной суммой так, чтобы ~ при п —>-оо (п. III.7—8). Тогда 
= где ІѴпІ^^НпІ’ потому ряд (18) можно представить в виде 

+7і) + (&2+72)4^- •• = 

= (&]+&г+---) + (Ѵі+72+ ••.) = ^ + 7 і+72 + ---+7«+.. •, 


а у этого ряда общий член стремится к нулю быстрее. 

Для применения этого способа выделения особенности надо иметь набор 
рядов с известными суммами. Обычно пользуются геометрической прогрес¬ 
сией (III.7), рядами, указанными в п. IV.16, и их комбинациями, а также 
рядом 

СО 

сэ» 

п-і 


Последняя сумма, зависящая от р, называется дзёта-функцией Римана по 
имени выдающегося немецкого математика Б. Римана (1826—1866) хотя ее 
впервые ввел Эйлер в 1737 г.; таблицы значений этой функции имеются, 
в частности, в книге [53]. 

Рассмотрим, например, ряд 




1 


( 20 ) 


Его члены эквивалентны при п —► со членам ряда (19) при р~ — , т. е. 
ряд (20), хотя и сходится, но очень медленно. С помощью оценки (5) легко 
проверить, что остаток ряда (19) эквивалентен 

ряда (20) имеет порядок 2/г”^''®, и чтобы получить 5 с точностью до 0,01, 
надо взять около 40 000 членов! Но если воспользоваться методом выделения 
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ѴпЗ-\-1 


уГЛз 


_ 1 _ 

Уп^ Уп^~У\ {Уп^-{- у « 3 + 1 )’ 


а потому ряд (20) можно представить в виде 


5 = ^ 


утг^ Упз^\{УпЧ~Уп^+\) 


( 21 ) 


По таблице первое слагаемое равно 2,612, а общий член последнего 
ряда эквивалентен (2«®^®)~^, а потому его остаток эквивалентен (7Аг’^2)-і, 
т. е. для точности до 0,01 надо взять три члена! Если 5 требуется с боль¬ 
шей точностью, то из ряда (21) надо вновь выделить особенность, что даст 
(проверьте!) 



+Б 


_ 24п^-{-7п<і—2п^—] _ 

2 УТІ» А {УпЗ-{-А) (3«з+ 1+ УТ^ Л) (2 ]/^ЛЗ + 2«б —3«з_і) ’ 


где для краткости положили Ѵ^«*+1=Л. Выделенная часть по таблице 
равна 2,085, а остаток последнего ряда асимптотически равен (т. е. экви- 
11 

валентен) ^ . Значит, для вычисления 5 с точностью до 0,001 доста¬ 

точно взять всего два-три члена. 

Это последовательное выделение особенностей можно усовершенствовать, 
если воспользоваться рядом Тейлора (IV.60) для бинома: 


=п . (22) 

Обрывая этот ряд на любом члене, например на третьем, получим 

і"1'о77в1 Ѵп> (23) 


откуда 


^ — „-3/2 Л_^ 

" V 2/гЗ ‘ 8/гѴ 

' '' ^ ^ ' п =1 п= 1 


причем которые можно выразить точно с помощью (23), асимптотически 
равны » на основе (22). 
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Аналогично преобразуются и другие ряды, причем наряду с (19) приме¬ 
няются ряды 


пР 


~'^п-Р '^(2п)Р 2Р-^)* 


(24) 


Хп(п+1 )~Х(л п+і) 




Е п 


=іу Г_I 

I 2 ^ іп{п- 


(п-4-1) (п-4“ 2) 2 [^«(л + І) (^+1)(^ + 2) 

п =1 П =1 


Жп -^) + ( 5 Ь - 3 ^) + -]=Т 


= 1 , 


Т. д. 


Формула (24) справедлива и при 0 < р < 1, причем ^ (р) для таких р 
определена не по формуле (19), так как ряд расходится, а иным способом, 
о котором мы здесь не будем говорить. При р=1, как вытекает из формулы 
(IV.61), левая часть ряда (24) равна 1п 2. 

Для знакочередующихся рядов (п. 2) имеется большая опасность потери 
точности. Рассмотрим для примера степенной ряд (IV.56) для косинуса при 
л: =100: 


С08 100= 1 


1002 100 ^ 

2! 4! 


1008 1008 

6! 8! 


(25) 


Ряд, стоящий в правой части, сходится и даже абсолютно (почему?), но 
практическое его использование невозможно. Действительно, хотя члены, 
начиная с 51-го, убывают, причем, в конце концов, достаточно быстро, что 
существенно для теоретической сходимости, но до этого они успевают кош¬ 
марно возрасти. А так как вся сумма должна получиться по абсолютной 
величине меньше единицы, то все эти члены «почти» взаимно уничтожаются. 
Как известно (п. 1.9), такая ситуация очень опасна, так как все вычисления 
пришлось бы проводить с огромным числом значащих цифр и объем вычис¬ 
лительной работы был бы неоправданно велик. Поэтому рядов типа (25) надо 
избегать, а если они появляются, надо преобразовывать их в другие ряды, 
поддающиеся практическому вычислению; так, в данном примере можно 
воспользоваться периодичностью косинуса и перейти к значительно меньшему 
аргументу. 

5. Ряды с комплексными, векторными и матричными членами. 

Определение сходимости и суммы ряда с комплексными членами 

^п = ^п'\-^Уп (« = 1. 2, 3, ...) (26) 


дается в точности так, как для ряда с вещественными членами 
(п. III.6). При этом иногда разбивают ряд (26) на два: 

+ • • •» 1/і + 1/2+ •••+!/«+•• * (27) 


Если оба ряда (27) сходятся и имеют сумму соответственно х у, 
то и ряд (26) сходится и имеет сумму г = х-\-іу. Если хоть один 
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из рядов (27) расходится, то и ряд (26) расходится. Так как ряды 
(27) вещественные, то к ним применимы методы п. 2. 

Применяется также следующий простой признак: если 

СО 

2к„|<оо, (28) 

П = 1 

ТО оба ряда (27) абсолютно сходятся, а потому ряд (26) также 
сходится; в этом случае ряд (26) называется абсолютно сходящимся^ 
К ряду (28) можно применять методы п. 1. 

Аналогично рассматриваются ряды с векторными членами 

+ Нг + ... + 4* • • • (29) 

Если все и„— векторы в трехмерном пространстве х, у, г, то для перехода 
к скалярным рядам надо произвести проектирование ряда (29) на все три 
оси X, у, г. 

Рассматриваются также ряды вида 

Аі4- Аз + • • • + • ••» (30) 

членами которого служат матрицы (п. XI.2) одного и того же размера. Для 
сходимости ряда (30) необходимо и достаточно, чтобы сходился каждый из 
рядов, состоящих из соответственных, т. е. одинаково расположенных эле¬ 
ментов этих матриц. 

Свойства рядов (26), (29) и (30) те же, что и вещественных 
рядов (п. 3). 

6. Кратные ряды. Конечные суммы могут иметь не только один, 
но и два и более индексов суммирования. 

Например, 

2 3 

2 2 ^І/~ ^11 4" ^12 4" 4" ^21 4" ^22 4" Огз* 

1=1 1=1 

"Ѵ "Ѵ — — — 4-—4-—4- ——4- —4- —4- —Л- ^ 

2а 2^ і/ Н 2 Ѵ 22 31 32 "Г 33 "Г 41 42 "Г 43 4--^ 

1 = 1 1=1 

и т. п. (ср. п. XVI.8). 

Бесконечные ряды также могут иметь более одного Индекса сумми¬ 
рования; такие ряды называются двойными, тройными и т. а., вообще 
кратными. Мы рассмотрим только двойной ряд простейшего вида 

00 СО 

2 2 а,;; (31) 

1=1 1=1 

рассмотрение рядов высшей кратности, а также рядов, у которых 
пределы суммирования во внутренней сумме переменные, как в 
приведенном выше примере, проводится аналогично. 

Пусть сначала все Расположим все члены ряда (31) 

в простой, однократный ряд в каком-либо порядке, например 

^11 1^12 4* 4~ 1^13 “Ь 1^22 4~ 1^31 “Ь 4~ 1^23 4~ ^32 4-1^414- ■ • • (32) 
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Сумма этого ряда, не зависящая от порядка слагаемых (свойство 4 
п. 3), и называется суммой ряда (31). При этом могут быть два 
случая, сходимости и расходимости, т. е. 

СО со 00 СО 

2 2 ^і, < или 2 2 й/у== оо. 

-=і/=і /=1 

Таким образом, при сумма ряда (31) не зависит от спо¬ 

соба суммирования, лишь бы при этом ни один член не был забыт. 
В частности, можно суммировать так: 


2 2 <«,•,= 2 2 


:1 /=1 


1 = 1 \/ = 1 




= 2(2«,-: 

/=1 


(33) 


Если члены любого знака или даже комплексные, то наиболее 
просто рассматривается случай абсолютной сходимости 

СО со 

2 2|«,>1<оо- (34) 

1 = 11=1 

Тогда и ряд (31) сходится, и для подсчета его суммы можно вос¬ 
пользоваться любой из формул вида (32) или (33), формулой 

00 00 М N 

2 2 «// = Ііт 2 2 

1=1 1=1 М, N 1=1 і=і 


и т. п. Если условие (34) нарушено, то при суммировании ряда (31) 
может играть роль порядок суммирования (п. 3) и положение зна¬ 
чительно осложняется. 

Двойной ряд получается, в частности, при перемножении двух 
абсолютно сходящихся рядов 

00 00 00 

5і=2а/ и 5,= 2*, = 2*/; 

1=1 1=1 І =1 


перед умножением мы изменили обозначение индекса суммирования 
в одном из рядов. Умножение производится так: 


1=1 


22 2(«/2 ^•)= 2 ( 2 2 2 


1 = 1 


г = 1 \/ = 1 


*=1 1=1 


при этом абсолютная сходимость использована в последнем равен¬ 
стве, так как применена формула (33). Итак, умножение таких рядов 
производится по тому же правилу, что и умножение конечных сумм 
(каждый член первого ряда умножается на каждый член второго 
ряда), после чего получается абсолютно сходящийся двойной ряд. 
Аналогичный результат получится, если множителей больше. 
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§ 2. Общие функциональные ряды 

7. Уклонение функций. Если членами ряда являются не числа, 
как в § 1, а функции, то возникает вопрос, в каком смысле част¬ 
ные суммы, которые являются функциями, сходятся (приближаются) 
к полной сумме, которая также является функцией, т. е. как оценить 
отличие двух функций друг от друга? 

Оказывается, это можно делать раз¬ 
личными, неравносильными способами, 
тогда как отличие двух чисел а ѵі Ь 
друг от друга всегда оценивается ве¬ 
личиной \а — Ъ\. 

Пусть две функции, /(л:) и ф (л:), 
заданы на одном и том же конечном 
интервале а ^ л: ^ Равномерным или 
чебышевским уклонением их друг от 
друга называется величина 

Р-У-{Лф}= тах 1/(л:)—Ф(л:)|, (35) 

а < < Ь 

геометрический смысл которой показан на рис. 336, Это уклонение 
применяется только для ограниченных функций, причем, как правило, 
для непрерывных. Если равномерное уклонение двух функций друг 
от друга мало, то в каждой точке интервала значения 

/[X) и ф (л:) мало отличаются друг 
от друга, и наоборот. 

Средним интегральным уклонением 
функций I (х) и (р(л:) друг от друга на¬ 
зывается величина 
Ь 

с. и. у. {^ = 5 |/(х)— (р(д:)1сід:; (36) 

а 

ее геометрический смысл — это площадь, 
заштрихованная на рис. 336, без учета 
знаков Для вычислений более удобно 
среднее квадратичное уклонение 


с.к.у.{/.(рН|/ (37) 

а 

которое во многом аналогично с. и. у. Эти уклонения применяются не только 
для непрерывных, но и для разрывных функций, и даже для неограниченных 
функций, если интеграл, который тогда будет несобственным, сходится 
(п. XIV.16). Имеются и другие виды уклонений. 

Если в формулах (36) и (37) заменить подынтегральную функцию ее 
максимальным значением (35), то от этого интеграл может только увели¬ 
читься, и мы получим 




с. и. у. ф} ^(6—а)-р. у. {/, ф}; с. к. у. {/, ф} ^ а-р.у. (/, ф). (38) 
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Значит, если равномерное уклонение двух функций друг от друга малб, то 
и среднее интегральное и среднее квадратичное уклонение тоже малы. Однако 
может так получиться, что равномерное уклонение двух функций велико, 
тогда как среднее — мало (рис. 337). 

8. Сходимость функционального ряда. Рассмотрим ряд 

/і +/ 2 + • • • +/и (■^) + • • •> (39) 


членами которого являются функции, заданные на одном и том же 
конечном интервале Говорят, что этот ряд сходится на 

данном интервале к функции 8 (л:) — сумме ряда, если уклонение 

П 

частной суммы 8^ (л:) = 2 /а І^) (■^) стремится к нулю при 

к = 1 

возрастании п. В зависимости от вида уклонения (п. 7) получается 
вид сходимости ряда (39). Так, ряд (39) сходится к сумме 5 (л:) 
равномерно, если 

тах [^(л:) —(л:) I->■ 0. 

а<лг<Ь и->оо 


Подобным образом этот ряд сходится к 5 (х) в среднем или в среднем 
квадратичном в зависимости от того, будет ли 


или 


и 

Г ] 5 (х)—5„ (х) 1 йх ->0 

Л СО 

а 

1/ П5(х)—5„(х)]2^х->0. 

^ П л -> со 


Из оценок (38) видно, что если ряд (39) сходится равномерно, то он 
сходится и в среднем и в среднем квадратичном и притом к той же сумме. 
Обратное не обязательно. 


Если ряд (39) на интервале равномерно сходится 

к сумме (л:), то для любого числа с из этого интервала будет 


/і (^) +/2 (^) • • • ~Ь/и (^) 1^)5 


в самом деле, отличие л-й частной суммы этого ряда от 5 (с) не 
превосходит равномерного уклонения (л:) и 5 (л:) (почему?) и тем 
самым стремится к нулю при п —► оо. Это свойство дает возмож¬ 
ность получить из функционального ряда с известной суммой число¬ 
вые ряды с известными суммами. 

Для проверки равномерной сходимости чаще всего применяется 
следующий достаточный признак, предложенный Вейерщтрассом; если 

СО 

все а„(п = 1,2,3, а ^ х ^Ь), причем (40) 

Я = 1 


то ряд (39) равномерно сходится. Для доказательства заметим, что 
в данных условиях по признаку сравнения (п. 1) ряд (39) при каж- 
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дом зафиксированном х абсолютно сходится к сумме 5 (л:). При этом 
тах [5 (л:)—(л:) [ = тах 

а<л:<Ь а<л:<Ь 

< тах 2 )ЛИІ< 2 «6, 

а^л:<Ьй=п + і к = п + і 

а последняя сумма, как остаток сходящегося ряда (п. Ш.б), стре¬ 
мится к нулю с возрастанием номера. 

Условие (40) иначе можно записать так: 

2 тах |/„(х)|<оо, 

П — X ^ ^ ^ 


2 л (л:) 

й = Л + 1 




так как члены этого ряда можно обозначить через а,,. Аналогичный вид 
имеют достаточные признаки для сходимости ряда (39) в среднем и в среднем 
квадратичном: 


00 

2 \\!п(х)\ах < со 

П=1 а 


и соответственно 



[!п{х)]^(іх < со. 


Мы не станем их доказывать. 


Иногда бывает, что ряд (39) на интервале является 

расходящимся, но этот ряд сходится на некотором внутреннем ин¬ 
тервале где а Тогда назы¬ 

вается интервалом сходимости ряда (39). 

Заметим в заключение, что, как и для числовых рядов (п. III.6), 
произвольное изменение конечного числа членов ряда (39) не может 
изменить характера его сходимости. 

9. Свойства функциональных рядов. 1. Сумма равномерно схо¬ 
дящегося ряда из непрерывных функций также не может иметь 
разрывов. Действительно, если 

/,іх)+Мх) + ...+/Лх)+...=8(х) (а<лг<й), (41) 

то 

‘5’ (л:) = [/і(-^)+ ■ • • +/и(-^)] + [/и + і(-^)+/и+2(-^)+ • • •] = 

=^8,{х)-\-І^,{х). (42) 

Если члены ряда — непрерывные функции, то 5„(л:), как сумма конеч¬ 
ного числа непрерывных функций, также непрерывна (п. III. 14). 
С другой стороны, если ряд (41) сходится равномерно, то для доста¬ 
точно больщого п остаток (л:) будет как угодно мал на всем 
интервале Поэтому при малом изменении х как 5„(л:), 

так и /?„(л:), а потому и вся сумма (42) изменяются мало, т. е. 
эта сумма не может иметь разрывов. 

Иногда рассматриваются ряды вида (41) на конечном или беско¬ 
нечном интервале а < л: < &, которые равномерно сходятся не на 
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всем этом интервале, а на каждом «строго внутреннем» интервале 
где а < < ^. Тогда доказанное свойство можно 

применить к интервалу «і ^ л; ^ а затем, приближая к а, а 
к Ъ, заключить, что сумма ряда не имеет разрывов и на всем 
интервале а <і х <СЬ. Аналогичное замечание справедливо и для 
дальнейших свойств. 

Если члены ряда (41) имеют разрывы, то, рассуждая подобным образом, 
получим, что если ряд (41) сходится разномерно, то его сумма может иметь 
разрывы только в тех точках, в которых имели разрывы слагаемые. В отли¬ 
чие от этого, если ряд сходится в среднем, его сумма может иметь новые 
разрывы; она может иметь разрывы, даже если все члены ряда были непре¬ 
рывными. Это связано с тем, что непрерывные функции 5,,, (х) могут схо¬ 
диться в смысле среднего интегрального к разрывной функции (рис. 270). 


2. Ряд, сходящийся равномерно, можно почленно интегрировать, 
т, е. из (41) вытекает, что 

XX X X 

5/,(ол+5л(0‘г^+-..+5/„(ол+-..=55(ол, 

«о лго Хц Ха 


причем полученный ряд сходится равномерно на интервале а ^х ^Ь. 
Действительно, 


5 Д(0л| = |5 5 (ч-2л(0 

Ха ^“1 лго Хо Т 

X X 

= |5[5(<)-5„И]й<|<|5|5(0-5„(0|л|< 

X^ Х(^ 

Ь 

5„(<)|гі<<(*-а). тах | (О 1 0. 


То же доказательство, с отброшенным последним членом в цепи нера¬ 
венств, показывает, что и ряд, сходящийся в среднем, можно почленно 
интегрировать, приче.м полученный после интегрирования ряд сходится рав¬ 
номерно на интервале а^х^Ь 

3. Ряд из непрерывных функций, сходящийся равномерно, мооісно 
почленно дифференцировать, если после этого получится ряд, схо¬ 
дящийся равномерно, т. е. из (41) следует, что 

/і (•^) +/2 {^) + • • • +/и 4" • • • = (-Л^). 

Для доказательства надо обозначить сумму последнего ряда 
через Р(лг) и произвести его почленное интегрирование на основе 
свойства 2; получится равенство 

X 

3{х) — 3 {х^) = 5 ^ (О йі, 

Хц 

дифференцируя которое, найдем, что ^{x) —3' {х). 
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Если уточнить понятие сходимости функционального ряда, воспользо¬ 
вавшись обобщенными функциями (п. XIV.27), то все оговорки о характере 
сходимости отпадают, т. е. любые сходящиеся ряды будет возможно почленно 
интегрировать и дифференцировать любое число раз. 


§ 3. Степенные ряды 


10. Интервал сходимости. Степенной ряд имеет вид 

^0 + ^2-^^ + • • • + + • • • (43) 

Такие ряды уже встречались в нашем курсе, начиная с п. IV. 16. 
Излагая общую теорию этих рядов, мы для простоты предположим, 
что существует конечный или бесконечный предел 


Ііт 

Л СО 





(44) 


хотя окончательные результаты справедливы в самом общем случае. 

Легко выяснить, для каких численных значений х ряд (43) схо¬ 
дится. Так как 


Иш 

Л СО 




Ііт 

Л СО 


|аЛ+іІ 



(45) 


то по признаку Даламбера (п. 2) при [д;] </?, т. е. при 


—Рі<х <;?, 


(46) 


ряд (43) абсолютно сходится; интервал (46) служит интервалом 
сходимости степенного ряда (43), а ^ называется радиусом сходи¬ 
мости. При |лг|>/?, т, е. при —сх> < д; < — П. или /?<д;<оо, 
вне интервала сходимости, предел (45) больше единицы, т. е. ряд (43) 
расходится. При х — ±П, т. е. на концах интервала сходимости, 
предел (45) равен 1 и признак Даламбера неприменим. В разных 
примерах здесь может получиться сходимость или расходимость. 

Если предела (44) не существует, то и тогда интервал сходи¬ 
мости иногда можно выяснить по признаку Даламбера. 


Например, для сходимости ряда 


2^22 


X® 


у 12 


где предела (44) не существует (почему?), должно быть 


Ііт 


|д.3(« + і)| |;СЗ«| \ |Х)3 

(п-Ь2)22<«+1)'(п+1)22«/“ 22 


Значит, ряд сходится при |хЗ| <22 = 4, т. е, интервал сходимости его таков: 
— ІХ 4 < X < }/^ 4. На концах этого интервала при х = — ^ 4 ряд расхо¬ 
дится, а при х—}/^ 4 неабсолютно сходится (проверьте!). 
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Если признак Даламбера применить нельзя, то и тогда можно 
доказать, что ряд (43) сходится на некотором интервале вида (46), 
хотя И найти сложнее. 

Если Н = оо, то ряд (43) сходится при всех х, т. е. на всей 
оси, хотя при больших I лг [ сходимость будет очень плохой (см. ко¬ 
нец п. 4). Теоретически возможен также случай Н = 0, но тогда 
ряд (43) сходится только для х = 0, и потому мы такие ряды здесь 
не будем рассматривать. 

Проверьте, что для разложений (ІѴ.55 —^\) радиусы сходимости 
соответственно равны Н — оо, со, со, со, со, 1 и 1. 
Рассматриваются также степенные ряды вида 

Йо + йі (лг — а) + Па (л: — а)2 4-... -1- (л: — а)” +... (47) 

Если обозначить х— а = Хі, то видно, что ряд сходится при 
— Н<Сх — а<СН, т. е. а~І^<Сх<Са-\-І^. 

11. Свойства степенных рядов. 1. Ряд 

Й0 -|— а^х -|— йаЛг^ -|—. •. -|— а^х -|—... (48) 

сходится равномерно (п. 8) на любом интервале — 

где ОаРіаР; Н — радиус сходимости ряда (48). Действительно, 

на таком интервале можно написать 

1йо1 = 1йоі, 1 йіЛГ 1 ^ |йі/?1 1, { Й2Л'2 1 ^ 1й2/^[ 1, 1 йдЛ;» I ^ 

т. е. члены ряда (48) по абсолютной величине не превосходят соот¬ 
ветствующих членов числового ряда 

1 Йо 1 + 1 й^/^і 1 + \Я2^1 1 + 1 1 + • • • 

Последний ряд сходится, так как лежит внутри интервала схо¬ 
димости. Значит, по признаку Вейерштрасса (п. 8) ряд (48) равно¬ 
мерно сходится на указанном интервале. 

Равномерной сходимости сразу на всем интервале — Р<Сх аР 
в общем случае не будет. Однако Абель доказал, что если ряд (48) 
сходится на каком-либо из концов интервала сходимости, то ин¬ 
тервал, на котором гарантируется равномерная сходимость, 
можно считать продолженным до этого конца. 

2. Сумма ряда (48) непрерывна внутри его интервала сходимо¬ 
сти. Действительно, это следует из свойства 1 п. 9. Кроме того, 
из указанной только что теоремы Абеля вытекает, что если ряд (48) 
сходится на каком-либо из концов интервала сходимости, то сумма 
будет непрерывной и в этом конце. 

3. При почленном интегрировании или дифференцировании 
ряда (48) его радиус сходимости не меняется. Например, пои 
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почленном интегрировании получится ряд 

, ««-1 




п 


X 


п -\-1 


г«+1 


+ ... 


Вычислим его радиус сходимости по формуле (44): 


Ит 

а ^ 09 


\ап-і\Іп 

1 /(« + 1 ) 


Ііт 

Л 09 


(д+1) |а^-іІ _ 
« 1««1 


Ііт —Ит 
. _ ^ п „ _ о 



т. е. получается то же значение (44). 

4. Формулу 

<^0 “И -)- ... “И ... — (л:) (— X <С 


можно почленно интегрировать и дифференцировать любое число 
раз на интервале сходимости. Это вытекает из только что доказанных 
свойств 1 и 3 и из свойств 2 и 3 п. 9, так как если при одно¬ 
кратном дифференцировании или интегрировании радиус сходимости 
не меняется, то он не меняется и при повторении этих действий. 

Из свойств 4 и 2 вытекает, в частности, что сумма степенного 
ряда имеет внутри своего интервала сходимости непрерывные произ¬ 
водные всех порядков. 

Рассмотрим, например, ряд 


его можно получить из ряда (IV.60), положив а = —1, либо же просто вос¬ 
пользовавшись формулой (II 1.7) для суммы бесконечной убывающей геомет¬ 
рической прогрессии. Почленно интегрируя, получим 


X 

^х=агс1§ х = х —(—1 <а:<1). (49) 

о 


Так как ряд в правой части сходится и при х=1, то в силу теоремы 
Абеля формула (49) справедлива и при х=1, т. е. мы находим сумму инте¬ 
ресного числового ряда 


і_і+і_і+±_. 

3^5 7^9 


.. = агс1ё 1= —. 


При помощи почленных интегрирований и дифференцирований иногда 
удается свести заданный ряд к известным рядам и тем самым найти его 
сумму. Например, найдем сумму ряда 

=5 (х). 


На основании признака Даламбера легко проверить, что ряд сходится на 
всей оси, т. е, ^=оо. Умножим обе части на х и проинтегрируем результат 
от нуля до некоторого х: 


X 

С X® ( X Х^ \ 

]х5(х)йх = х^-Ь^-1-^-Ь^-Ь... = х^(^1-(-^Н-|^-Ь|,Н-...] = 


2й-Ѵ 


ХЧ 
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Отсюда, дифференцируя, получим 

х5 (х) = (х^е^У = 2хе^ + х^е^, 

т. е. окончательно 

5(;с) = (2 + л:)е^. 

Приведем пример иного характера. Найдем сумму ряда 

ѵ2 уЗ у4 у5 

і^+^3 + 3-4 + 4^ + -=“М' 

Для этого продифференцируем его почленно: 

у у2 уЗ у4 

а'И = -|- + у + -3 +^+...=-1п(1-х) 

(см. формулу (IV.61)). Отсюда 
о (х) = — ^ Іп (1 —х) с1х = 

= —х\п (1—X)—^у^йл: = x+(1—х)1п(1—х) + С. (51) 

Чтобы выяснить, чему равно в данном случае С, положим в формулах (БО) 
и (51) а: = 0; получим, что 0 = а(0) = С. Окончательно, 

о (х) = а: -г (1 — х) Іп (1 — х). 


В других примерах часто получаются интегралы, не выражающиеся 
через элементарные функции. 

Иногда в результате аналогичных действий мы получаем дифференциаль¬ 
ное уравнение для суммы ряда, решив которое, мы и находим сумму. Най¬ 
дем, например, сумму ряда 


ТУТГтТЖГ ІТГ ^ 


(52) 


Для этого трижды продифференцируем формулу (52): 


0І+ д1+Т^+...=Р' {х). 


х^ 


к*8 


Д1 


71 


,.10 




Мы видим, что получился исходный ряд, т. е. 

Р'" (х)—р(х) = 0. 

Решая это уравнение по методу п.ХѴ.17, найдем 
р(х) = Сіе^ + е 2 ^Са соз^^^^^ + Сз 


(53) 

(54) 


(55) 
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Для вычисления Сі, Сд и С 3 подставляем л; = 0 в формулы (52), (53) и (54), 
получим, что р( 0 ) = 0 , р'( 0 )= 1 , р''( 0 ) = 0 ; это — начальное условие для р{х). 
В силу (55) выводим, что 


Сі+Сг = 0, 


откуда 


г _ ]_Г I - г _[ 



Сз — о, 




Сз — 


I 

Гг- 


и окончательно находим сумму ряда (52): 


X 

ГГ 


у4 у7 уЮ 

+ 4Г+7Т+Т0Т + 



X 

2 




Гг 


81 П 



В некоторых случаях аналогичными способами удается «свернуть» сумму 
заданного числового ряда в интеграл или даже в простую комбинацию ма¬ 
тематических констант (целых чисел, я, е и т. п,) и функций от них. Про¬ 
делаем это, например, с суммой 


Для этого рассмотрим вспомогательный ряд 

+ ^ + —Я{х) (— 


При помощи дифференцирования найдем (проверьте!) 

= сіх. 

о 

Отсюда, подставляя х=1, получим сумму ряда (56) 

Пп(1—х) . 

^ = (57) 

о 

Соответствующий неопределенный интеграл не является элементарной 
функцией, однако все же иногда предпочтительнее иметь ответ в «свернутом» 
виде, а не в виде ряда. Кстати, в п. 25 мы совершенно другим методом най- 

дем, что сумма ряда (56) равна отсюда, в частности, получается значе¬ 
ние интеграла (57). 

12. Конечные действия над степенными рядами. Так как сте¬ 
пенные ряды внутри своих интервалов сходимости абсолютно схо¬ 
дятся, то их можно, в частности, почленно складывать, множить на 
общий множитель (п. 3) и множить друг на друга по правилу умно¬ 
жения многочленов (п. 6). 
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Рассмотрим, например, как происходит умножение рядов: 

==''+(тт“т)(■^“2^+т) 

[\ _1__4 . /"і __ 

“^ѴЗ! 2-2!'^3-1.' 4 у ■^"^1,4! 2.3!'*‘3-2! 4.1!5 У 




причем здесь можно подсчитать столько коэффициентов, сколько понадобится. 
У первого ряда радиус сходимости равен оо, у второго равен 1, т. е. полу¬ 
ченный результат справедлив при —1 <х < 1, где абсолютно сходятся оба 
ряда. 

Аналогично осуществляется деление ряда на ряд, которое мы покажем 
на примере 


іё х = 


ЙІП X 

созх 


л _. 

1! Зі'^'б! 1 \'^" 


х^ 

^~2!+4!"б! 

, _^4. 

120 5040 

у5 у 7 

2Г 


30 '^840"^' 

у5 у7 

— — + — 4-. 
6 ^ 72 ^ 


4х’ 

'315 


+ • 


2x5 
15 

2 х® 1 


+ 


•) 


17 

315 

~(~ 

Ѵ315 


х’ + ... 

х’ + ... 


1 6*^120 5040 "^ •" 


1 __ 4- —_ —л. 

2'^24 720 

X® X* X® 
хЗ 9 17 

^+3+Гб^‘+ЗГ5^’+- 


Итак, разложение тангенса в степенной ряд начинается с членов 

Для вычисления дальнейших членов надо было продолжить разложения зіпх 

и созх. Можно доказать, что формула (58) справедлива при 1х|< , 

Разложение (58) можно получить также с помощью метода неопределен¬ 
ных коэффициентов. Для этого заметим, что 1§ х как нечетная функция 
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должна разлагаться в ряд по нечетным степеням 

Но так как соз а:*1§ а: = зіП л:, то 

/ \ 

( 1—^ + ^ —+ + + ...) = 

-±-^4.--—-и 
1! Зі'^'б! 7!"^'** 

Раскрывая скобки и приравнивая коэффициенты при одинаковых степенях х, 
получим 

_ 1 ^ 1 ^ ^3 I ^і_ 1 , ,йз ^ 

«1 —1!*. ^3 3,; «5 у,.***» 

откуда последовательно найдем коэффициенты аі, а^, а^, ... 

Наконец, применяется подстановка ряда 

у = / (д:)=:ао + «і^+«2^®+ ... 

в ряд 

ф(У) = &о + &1^+М®+.-» (59) 

или, в более общем случае, в ряд 

Ф ІУ) = Со +Сі (г/—а)+Са (г/—0)2 + ... 


Например, для ряда (59) это даст 

ф (/ (^^)) = («о + аіх + 02^2 (оц -[- аіх + а^х^ )2 ^ 


причем в правой части надо раскрыть скобки и привести подобные члены. 
Чтобы результат имел смысл при х = 0, нужно, чтобы ряд (59) сходился при 
у = ао (почему?), т. е. чтобы а^ попало на интервал сходимости ряда (59); 
впрочем, если это условие не выполнено, то вычисления сами покажут 
ошибку. 

Приведем пример: 


1п (1 -фзіп Х): 


81П X 


1 


(8ІП Х)2 (зІПх)З 

7) Г ■ 


■ 6"^Ш' 


5040 


3 

+ •' 


X® X® 

"6 ■*‘Т20' 


..V 


X® х^ 
■"6 


X® х^ 


5040 


+ ... 


■ 3 +45^ 


+ 


г 13 7 . 

■ 2 + 120 ^ + 




‘+... 


х^—^х^ + ... 


х® + . . . 


+- 


+ ... 


здесь при вычислении последовательных степеней ряда мы множили очеред¬ 
ную степень на основной ряд для зіпх по правилу умножения многочленов, 
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ппичем слишком высокие степени х~б данном примере начиная с х® —про¬ 
сто отбрасывали. Приводя подобные члены, получим окончательно 


1п (1 -^-8іп д;) = 


.V® д::^ а:^ дс» бідс^ 

І2‘^Й“45‘^5040‘^"* 


При помощи методов пп. 11 — 12 оказывается возможным, исходя 
из простейших рядов (п. ІѴ.16), получить разложения многих других 
функций. Часто оказывается затруднительным написать выражение 
для общего члена, однако всегда можно вычислить любое число 
первых членов, чего обычно бывает достаточно. 

13. Степенной ряд как ряд Тейлора. Рассмотрим сумму ряда 

/(лг) = во + аі-Лг^++ + і—Н<х<.Н). (60) 

Коэффициенты этого ряда легко выразить через его сумму. Для 
этого, как в п. IV. 15, будем последовательно дифференцировать 
формулу (60) и подставлять лг = 0; получится 

/( 0 ) = ао, 

/' (лг) = 1 аі + 2а2Х + За^х^ +..., /' (0) = 1 а^; 

/"(^^)= 1.2а2+2.3азх + 3-4а4х2 + ..., /"(0)= 1 • 2а2; 

/"(лг)= 1 .2.3аз + 2-3.4а4Лг+3.4.5а5х2 + ..., Г'{0)= 1 • 2 . Здд 

и т. д. 


Находя отсюда а^, 


и подставляя их в -{60), получим 


/(х)=/(0) 


/' (0) ^ , г (0) 


1 ! 


X 


х^ 


/"' ( 0 ) 


2 ! 

( 0 ) 


-ф. 




а 


ХС.Я), 


(61) 


т. е. уже знакомый нам ряд Тейлора (ІѴ.54). Итак, степенной ряд 
есть ряд Тейлора для своей суммы. 

Так как коэффициенты ряда (61) однозначно выражаются через 
его сумму, то получаем в частности, что если суммы двух степен¬ 
ных рядов тождественно совпадают, то их коэффициенты при оди¬ 
наковых степенях х также равны; если сумма степенного ряда 
тождественно равна нулю, то и все его коэффициенты равны нулю 

Выше мы считали, что степенной ряд задан. На практике часто 
ставится противоположная задача о разложении заданной функции 
ф{х) в степенной ряд. При этом возникает вопрос, на каком интер¬ 
вале будет справедлива формула (61). На основании пп. ІѴ.15 —16 
это равносильно вопросу о том, при каких х остаточный член ко¬ 
нечной формулы Тейлора стремится к нулю при возрастании номера. 

Непосредственно исследовать этот остаточный член удается лишь 
в редких случаях. К счастью, такое исследование является излиш¬ 
ним: можно доказать, что, например, для элементарной функции 
/(лг) формула (61) имеет место на всяком интервале; на котором 
ряд сходится если все значения /(0), /'(0) /'"(0) ... получаются 
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непосредственной подстановкой значения лг = 0 в выражения для 
/(х), Г Г '••• Отсюда, в частности, вытекает, что разло¬ 
жения, приведенные в п. ІѴ.Іб, имеют место на интервалах сходи¬ 
мости соответствующих рядов. 

В то же время далеко не каждую функцию можно разложить в 
степенной ряд (ряд Тейлора). Например, степенной ряд не может пред¬ 
ставлять функцию на интервале, на котором она или производная от 
нее какого-либо порядка имеют разрывы, а также если она на различ¬ 
ных частях этого интервала задается различными формулами (п. 1.13). 

Все сказанное непосредственно переносится на ряды по степеням 
х~а вида (47) и на соответствующие ряды Тейлора (ІѴ.53). 

14. Степенные ряды с комплексными членами. Эти ряды имеют 
вид 

ао + аіг + а 2 г 2 + ... + алг" + ..., г = х-\-іу, (62) 

где коэффициенты и независимая переменная г принимают любые 
комплексные значения. Теория таких рядов соверщенно аналогична 
теории вещественных степенных рядов, 
однако неравенство выделяю¬ 

щее те 2 ', для которых ряд (62) схо¬ 
дится, определяет на плоскости г круг 
сходимости ряда (62) (рис. 338). По¬ 
добным образом, для ряда по степеням 
2 ' — а, где а — какое-нибудь комплекс¬ 
ное число, неравенство \ г ~ а \ <.Я. 
определяет круг радиуса Н с центром 
в точке а. Если Я. = оо, то ряд схо¬ 
дится на всей комплексной плоскости. 

Свойства, указаные в п. И и 12, без 
существенных изменений переносятся Рис. 338. 

на ряды вида (62); при этом сумма 6" {г) 

будет комплексной функцией от комплексного переменного 

(п. ѴІІІ.11); интеграл понимается как неопределенный (первообразная). 
Примеры определения функций для комплексных значений аргуменіа 
с помощью рядов вида (62) были приведены в п. ѴШ.4. 

В п. VIII.4 мы говорили, что при этом тождества, справедливые для 
вещественных значений аргумента, сохраняют силу и для комплексных его 
значений. Покажем это на примере равенства 

= 1-Ех. (63) 

Для вещественных х оно справедливо в силу определения логарифма. Зна¬ 
чит, если в ряд для еУ подставить ряд для 1 / = 1п(1-{-х) (п. 12), то после 
тождественных преобразований получится Если провести эти же пре¬ 

образования, но считать X комплексным, т. е. писать г вместо х, то полу¬ 
чится 



что и требовалось доказать. 


+ І-фг, 


(64) 
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Из этой формулы, в частности, следует, что определение логарифма с 
помощью степенного ряда (IV.61), где вместо х надо писать г, соответствует 
определению логарифма комплексного числа, данному в п. VIII.5. При этом 
сумма ряда дает лишь одну ветвь бесконечнозначной логарифмической функ¬ 
ции, именно ту, которая при 2=1 обращается в нуль. 

Подобным образом доказываются формула (VIII.7) и другие аналогич¬ 
ные формулы. 

15. Понятие о числах Бернулли. В теории рядов, в частности степенных, 
а также в других отделах математики применяются так называемые числа 
Бернулли, открытые Я. Бернулли. Эти числа Ра. Рз> Р 4 > ••• определяются 
с помощью символического рекуррентного соотношения 

(Р+1)й+і_Р«+і=0 (п=1. 2, 3, ...). 

где в левой части после раскрытия скобок надо в каждом члене заменить 
р* на Р;^. 

Покажем, как это делается, на первых номерах; 

п=\', Р 2 + 2 Р 1 +І —Р 2 = 0 » т. е. Рі= — 


п = 2- Рз+зр 2 + ЗРі+ 1 -Рз = 0 . т. е. 


1 


6 ’ 

п=3; Р 4 + 4 Р 3 + 6 Р 2 + 4Рі-}- 1—Р 4 = 0» т. е. Рз=- 


Дальнейшие вычисления дают 


6 — 0» Р?—0. Р8==—Рэ—о, 


30 


в 

Рю-ёё’ 


691 

'11 = 0» Рі2= 2730* Різ~0, Рі4 = '0'» ••• 

Можно доказать, что все р„ с нечетными п^З равны нулю. Обозначив 
В„=(-1)”-ф2« (п=1, 2, 3. ...), 


получим 




42’ 




30’ 




66 ’ 


Я 691 
® 2730 ’ 


Эти числа также называются числами Бернулли. 

Приведем некоторые формулы, содержащие числа Бернулли: 


-Д 1 В*(2я)а* 

2 ( 2 /г)! 

п=1 


(/г= 1 , 2 , ...)? 


(65) 


в частности. 




1 _Ві (2я)2_^ 


2 - 2 ! 


6 ’ 


V 


1 Ва (2я)^ 


^ я* 

п= 1 


2.4! 


90 


и т. д. 


Из формулы (65) вытекает, что все числа В„ положительные. Далее, 


(ср. с формулой (58)) и т. д. 
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16. Применение рядов к решению разностных уравнений. Разностное 
уравнение связывает неизвестную величину и ее разности (п. Ѵ.7). Рассмот¬ 
рим сначала случай, когда искомой является последовательность а^, а^, 

... Тогда разностное уравнение, скажем, второго порядка в общем 
случае имеет вид 

/(я, а„, Аа„, АХ)==0 {я = 0, 1, 2, ...), (66) 

где Аа„ = а„+і —а„, А^а„ = Аа,,+і —Аа„. Если подставить 

Аа„ = а„+і— а„, АХ = ^п+2— 2ап+і + ая» 
то взамен (66) получится уравнение вида 

Ф(я, а„, а„+і, а„+2) = 0 (я = 0, 1, 2, ...). (67) 

Конечно, в частных случаях в левые части уравнений (66) и (67) могут 
входить не все выписанные там аргументы. 

Чтобы решить уравнение (67), можно, например, произвольно задать 
и О]; затем, положив я = 0 в (67), найти Оа; далее, положив п=\ в (67) и 
подставив найденное значение Оа, найти и т. д Таким методом шагов 
можно найти сколько угодно членов последовательности 

Если уравнение (67) является линейным однородным с постоянными 
коэффициентами, т е. имеет вид 

аа„+ра„+1 + уа„+2 = 0 (я=0, 1,2, ...; а, р, 7 = соп5І), (68) 


то решение можно найти в общем виде, как мы сейчас покажем; аналогич¬ 
ный метод применим для уравнений любого порядка. 

Рассмотрим производящий степенной ряд для искомой последователь¬ 
ности, т. е. ряд 

д = ао + аіХ+а2х2 + ...+а„х”+..., 

коэффициенты которого равны ее членам. Мы будем интересоваться только 
коэффициентами этого ряда и не будем придавать х никаких числовых зна¬ 
чений; тогда степенной ряд называется формальным. Легко найти произве¬ 
дение 

(Ѵ + Рх+ах®) д = 

= Ѵ^о + (Р^о + Ѵ^і) ^+(оОо + Роі +уоа) х2-}- (аоі + ^а^ -}-уоз) 


В правой части все коэффициенты, начиная с коэффициента при х^, 
равны нулю в силу уравнения (68). Производя деление, получим 


ѴОо+ІЁ^оііѴаіМ 

у -}- р X -}- ОІХ® 


(69) 


Так как а^ и Оі заданы, то в правой части получается отношение двух 
многочленов с заданными коэффициентами. Его можно разложить на сумму 
элементарных дробей первого типа по методу п.VIII.10. Каждая из них 
имеет вид 

А А _ В Л . _І.Ѵ 

(х—а)“ (1 —ух)* V (—0)“’ а]' 


для дроби (69) а = 1 или 2, но для разностных уравнений высшего порядка 
а может получиться большим, ^и дроби разлагаем в степенные ряды по 
формулам, получающимся из суммы геометрической прогрессии при помощи 
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дифференцирования: 

= В 4- Вух 4- ВуЧ ^+... + Вупхп 4-.. 

= у (г~:^) ^В + 2Вух + ^ВуЧ^+... + (п+\) Ву«д;« + ... 

и т. д. Суммируя коэффициенты при х^ у всех полученных рядов, мы 
тем Самым находим коэффициент а„ ряда т. е. решение уравнения (68) в 
общем виде. 

В качестве примера мы предлагаем читателю вывести общую формулу 
для чисел Фибоначчи ао = 0, аі=1, 02=1» аз = 2, а^ — Ъ, «5 = 5, каждое 
из которых, начиная с третьего, равно сумме двух предшествующих: 

(1+/5)”-(1-|/Т)” 


Рассматриваются также разностные уравнения, в которых искомой яв¬ 
ляется функция у{х), т. е. когда взамен (66) и (67) уравнение имеет одну 
из форм 

/(х, у, Длі/, ^^у) = 0, 

(^{х, у(х), у{х + Н), у{х+2Н)) = 0. (70) 

Этот случай сводится к предшествующему, в котором искомой является 
последовательность. Пусть, например, 0:^х<‘со. Тогда надо обозначить 0.^== 
=■ у {п=0, 1, 2, ...), где ^ — какое-либо постоянное число, 

Если в уравнении (70) положить х = ^ + то оно перепишется в виде 

^(1+пН, йп, а„ + і, о„+2) = 0, 

т. е. при постоянном ^ будет иметь форму {67). Найдя а„ и пользуясь про¬ 
изволом в выборе мы и получаем искомое решение у{х). В частности, 
отсюда следует, что для уравнения (70) значения у{х) при 0^х<2/і можно 
задавать произвольно (почему?). 

17. Кратные степенные ряды. Кратные степенные ряды играют для функ¬ 
ций нескольких переменных такую же роль, как простые степенные ряды 
для функций одной переменной. Рассмотрим для простоты двойные степен¬ 
ные ряды; рассмотрение степенных рядов высшей кратности проходит ана¬ 
логично. 

При записи двойного степенного ряда, как и при записи двойного чис¬ 
лового ряда (п. 6), удобно пользоваться двойными индексами: 

оо оо 

5{х,у)='У атпХ^У^ = аеп + а^оХ + ао 1 У + а 2 оХ^ + аиху-\-ао 2 У^ + ... (71) 

т=0 га=0 

Оі такого ряда требуется абсолютная сходимость, так что порядок его сум¬ 
мирования несуществен. 

Область сходимости ряда (71)—это некоторая область на плоскостях, 
у (ею может оказаться, в частности, вся эта плоскость); эта область может 
иметь вид, изображенный на рис. 339. При каждом зафиксированном у по¬ 
лучается ряд по степеням х, радиус сходимости которого Я может зависеть 
от у, т. е. Я = Я{у)^со. Значит, область сходимости симметрична относи¬ 
тельно оси у, аналогично проверяем симметрию относительно оси х. Так 
как рассматривается абсолютная сходимость ряда (71), то Я {у) приу^О 
является невозрастающей функцией у (почему?). 
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Аналогично рассматриваются ряды вида 
00 00 

2 '^а^.іх-аГіу-Ы. 


Здесь получается область сходимости с центром симметрии в точке (а; Ь) 
Свойства кратных степенных рядов подобны свойствам простых степѳЕі- 
ных рядов (п.11—12). Кратные ряды подучаются, в частности, при разло¬ 
жении функции нескольких переменных 
в ряд Тейлора (п.ХІІ.6). і/ 


Пх, у) = !{0, 0) + 


/;(0, 0) 


. /.( 0 - 0 ) /..( 0 . 0 ) _ 

Н-- У-\ -2!- ^ ^ 

+ ^ху (0. 0) /уу (0. 0) . 

1 ! 1 ! 2 ! ^ ^ ■**’ 



штт 


аналогично получаются ряды (72). Они 
рассматриваются также при применении 
метода малого параметра (пп.Ѵ.5 и 
XV.27), если уравнение содержит не¬ 
сколько параметров, и в других во¬ 
просах. 

18. Функции от матриц. Пусть А — 
квадратная матрица (гл. XI), для оп- 339. 

ределенности, третьего порядка; ре¬ 
зультаты, которые мы получим, спра¬ 
ведливы для матриц любого порядка. В пп. XI.2—3 мы видели, что такое 

и А“і. Но что надо понимать, например, под Значение экспонен¬ 
циальной функции в математике подсказывает, что этот вопрос далеко не 
праздный. 

Оказывается, что разумный ответ на поставленный вопрос можно дать 
с помощью степенных рядов, наподобие тою как в п.VIII.4 были опреде¬ 
лены функции от комплексного переменного. Пусть некоторая функция / (х) 
допускает разложение в ряд 

/ (х) = Оо -Ьаіх+аахз -І-азхЗ-і- ... ... (73) 

Тогда по определению 

/ (А) = + 02^^ Н~ ■ • • "ЬОлА”-!- ..(74) 

где 1 — единичная матрица того же порядка, что и А. Например, 

. А А2 лз 

е ==Ч-ІТ+2Т+зГ-Ь 

Приведенное определение имеет см-оісл, если ряд (74) сходится. Можно 
указать простое условие для этой сходимости. Для этого допустим, что ряд (73) 
имеет радиус сходимости /?, и предположим для простоты, что все собствен¬ 
ные значения (п.ХІ.4) матрицы А различны. Тогда, как было по¬ 

казано в П.ХІ.8, матрицу А можно привести к диагональному виду, т. е. 
существует невырожденная матрица Н, для которой 

Н-1 АН = Л = с1іа§(>.і, к^, к^). 
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Но тогда 

А= НЛН-1, А2= (НЛН-і).(НЛН-і)= НЛ^Н-і, 

Аз=А2А = (НЛ2Н-і)(НЛН“і)=НЛзН-і и т. д. 

и ряд (74) можно переписать в виде 

НаоІН”іЧ-НаіЛН”і+На2Л2Н”і+-..= 

= Н(аоІ + йіЛ + агЛ® + ...)Н”^. (76) 

Однако диагональную матрицу очень просто возводить в степень: 

Л2= аіа§ ( ХІ, Хі ХІ), Л3= аіа§ ( ХІ ХІ >ь|) и т. д. (77) 

(проверьте, что вообще при перемножении диагональных матриц получается 
диагональная матрица, элементы которой равны произведению соответствую¬ 
щих элементов матриц-множителей). Поэтому 

а^І -{-а^Л + ОаЛЗ-}" • •. = 

= 6іа§ (ОоЧ" ^ 2 ^ 2 "Ь • • •» Оо"Ь '|"^г ^2 Оо"Ь(78) 

Если ряды, стоящие на диагонали, сходятся, то сходится и ряд (76), а с ним 
и ряд (74). Отсюда мы приходим к выводу: если все собственные значения 
матрицы А по модулю меньше Я (радиуса сходимости ряда (73)), то ряд (74) 
сходится и притом абсолютно; если хотя бы одно из этих собственных зна¬ 
чений по модулю больше Я, то ряд (74) расходится. Можно доказать, что 
этот результат верен и в том случае, когда матрица А имеет кратные собст¬ 
венные значения. 

Из (76) и (7$) вытекает также формула, справедливая для матрицы А, 
приводимой к диагональному виду с помощью матрицы Н: 

/(А)=Н(1іа§(/(>ьі), /(> 02 ), /(Яз))Н-і. 

Из доказанного вытекает, например, что ряд (75) сходится для любой 
матрицы А, так как соответствующий ряд (IV.55) имеет бесконечный радиус 
сходимости. Другой важный ряд 

1 + А + А2+...+А”+... (79) 

сходится, если все собственные значения матрицы А по модулю меньше еди¬ 
ницы (почему?). 

На функции от матриц распространяются многие свойства обычных функ¬ 
ций; эти свойства можно доказывать с помощью действий над рядами, напо¬ 
добие того как мы вывели формулу (64) из формулы (63). Например, из тож¬ 
дества 

вытекает, что 

(«+А + А3-Ь...)(1-А)=1, 

т. е. сумма ряда (79) в случае его сходимости равна (1— А)~і. П то же время 
надо иметь в виду, что при доказательстве ряда свойств с помощью рядов 
применяется перестановка сомножителей, скажем, равенства вида аЪ-\-Ъа = 2аЪ, 
которая для матриц не всегда возможна. Например, это делается при дока¬ 
зательстве формулы 

__ ^А-|-В 

которая, таким образом, справедлива для перестановочных матриц А « В. 

В качестве примера применения введенных понятий найдем условие схо¬ 
димости метода последовательных приближений при решении системы линей- 


СТЕПЕННЙЕ РЯДЫ 


551 


§ 31 

ных алгебраических уравнений. Систему (VI.19) можно в векторно-матричной 
форме переписать в виде 

х=Ах-|-б, (80) 

где б — заданный вектор, А — матрица коэффициентов, а х—искомый вектор. 
Метод итераций дает, начиная с некоторого х=Хо: 

Хі = б + Ахо; 

Ха — 6-|-Ахі=б-|-А (б -|-Ахо) = б +Аб-|-А^ХоЗ 
Хз = б-|- Аха = б + Аб + А^б А^хо 

и т. д., вообще 

х„ = (І+А-ЬА2+...+А”-і)б + А”хо. (81) 

Для сходимости процесса требуется, чтобы влияние нулевого приближения 
в пределе сошло на нет, т. е. чтобы А” —>■ 0. А для этого в силу формул (77) 

га-»-оо 

требуется, чтобы все собственные значения матрицы А были по модулю меньше 
единицы. Это и есть условие сходимости метода итераций, Если оно выпол¬ 
нено, то, переходя в формуле (81) к пределу при п —»• оо, получим 

х= Ііш х„ = (1+А + А2-|-.. . + А"+...)б = (1— А)”іб, 

я-»-* 

Легко проверить с помощью непосредственной подстановки, что полученный 
вектор X удовлетворяет уравнению (80) (проделайте это!). 

Подобно векторным функциям от скалярного аргумента (п. VII.23) можно 
рассматривать матричные функции от скалярного аргумента, В==В(х), на 
которые легко распространяются многие обычные свойства. Например, часто 
применяется функция 

В = е^ (—оо<х<оо; Ах = хА), 

где А—некоторая постоянная матрица. С помощью рядов легко доказать 
свойство {е^^)' = ке^^і из которого, в частности, следует, что для любого 
постоянного вектора с будет (а^ с)' = Аа^'*' с. Но это значит, что векторная 
функция от X, 

У=е^^с, (82) 

является решением матричного уравнения (XV. 149) с постоянными коэффи¬ 
циентами 

у' = Ау. (83) 


Если дано начальное условие У |д:=;,;о = Уо, то из (82) получаем 
Уо = е'^ос, т. е. с = а“^''Уо, 
и мы получаем явную формулу для решения 

У _ дАд: ^-Адго ^д{х-х^) А у^^ 

Так как мы смогли удовлетворить любому начальному условию, то формула (82) 
дает общее решение уравнения (83). 

19. Асимптотические разложения. Асимптотические разложения, изучен¬ 
ные крупным французским математиком А. Пуанкаре (1854—1912), широко 
применяются в настоящее время. Мы будем рассматривать более распростра¬ 
ненные ряды по степеням —, а не х; впрочем, это не принципиально. 
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так как замена ~=Хі переводит разложение на бесконечности в разложение 
в нуле. Например, из ряда (ІѴ.55) сразу получаем 

*' = '+ТГ.+ 2!Іі+-+жТ»+- 

Начнем с примера. Рассмотрим функцию 

^-5 




й$ 


(О < л < оо) 


при х~^со. с помощью правила Лопиталя легко проверить, что }(х)'^х~^^ 
т. е. (см. пп. III.8 и III.11) 

/(*)='7+о(4) (*-со). (85) 

Чтобы уточнить это разложение, произведем интегрирование по частям: 

ех-8 


8 V 8 




(І8. 


Аналогично проверяем, что последний интеграл эквивалентен х~^, т. е пО' 
лучаем 

1 

і-а 


^(х)=—-\ + о 

' X х^ ^ \л:" 


( 86 ) 


Это более точное асимптотическое выражение, чем (85), так как при х—^со 

неопределенное слагаемое в (86), т. е. быстрее стремится к нулю, 

чем неопределенное слагаемое в (85). Дальнейшие интегрирования по частям 
дают все более точные асимптотические выражения (проверьте!): 


1 1 , 2 ! , / 1 
/(^)—+ 


х^ 




(87) 

( 88 ) 


Казалось бы, мы должны получить в пределе разложение функции І(х) 
в ряд 

1 1 * 2 ' 3 ' 41 

Однако с помощью признака Даламбера легко проверить, что этот ряд имеет 
нулевой радиус сходимости, т. е. расходится при всех хі Поэтому рядом (89) 
«целиком» пользоваться нельзя; но формулы (85) —(88) показывают, что можно 
пользоваться его, частными суммами. Такие ряды называются асимптотиче¬ 
ски сходящимися. 

Общее определение таково. Говорят, что функция } (х) допускает при 
X—* со асимптотическое разложение 


1(х) 


д: ^ х^^ ^х'^^ ’ 


(90) 
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если для любого п = 0, 1, 2, ... имеет место представление 

/(дс) = ао + ^+...+^+о (придс->со). 

Для обычных разложений в степенные ряды вида (84) это свойство удовлет¬ 
воряется автоматически. Однако оно может выполняться и в том случае, если 
ряд (90) всюду расходится (тогда он называется асимптотически сходящимся 
или просто асимптотическим пядом) или же сходится, но не к / (х). 

При практическом применении ряда (90) его обрывают на некотором 
члене, а затем, оценивая величину последних членов, заключают, начиная 
с какого X можно пользоваться выбранной частной суммой. 

§ 4. Тригонометрические ряды 

20. Свойство ортогональности. Две вещественные функции ^(л:) 
и Л(лг), заданные на конечном или бесконечном интервале а < л; < й, 
называются ортогональными друг другу на этом интервале, если 

ь 

^ §{х)к{х) (іх = 0. (91) 

а 

При этом функции предполагаются конечными либо бесконечными, 
но обязательно с абсолютно сходящимся интегралом (91). Название 
«ортогональные» объясняется тем, что, как оказывается, формула (91) 
во многом аналогична условию перпендикулярности двух векторов, 
заданных своими декартовыми проекциями (п.VII. 10). 

Система функций называется ортогональной на некотором интер¬ 
вале, если каждые две функции из этой системы ортогональны друг 
другу на этом интервале. Исторически первым и наиболее важным 
примером ортогональной системы функций явилась система функций 

1, созлг, 5ІП лг, С05 2л;, зіп 2д;, ..., С05пх, зіп/гл;, ... (92) 

на интервале—я^лг^зх. Легко убедиться в том, что она дейст¬ 
вительно ортогональная: 
л я 

^ созлл; соз тх = у ^ сов{т-\- п) х] йх~ 

-я -я 

_ 1 р 5Іп(т — п) X , зіп(т-}-п)х' 

2 |_ т — п т-\-п 

(при тфп) и аналогично 

Я 

^ зіп лл; зіп /ил; с?л; = о (при тфп), 

-я 
л 

^ соз пх зіп тх йх = 0 

-я 


= 0 (93) 


(при любых /и, л=0, 1, 2, ...). 
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Система (92) ортогональна также на интервале 0^х^2л и вообще на 
любом интервале длины 2я. Это вытекает из свойства 10 п.ХІѴ.4, если взять 
в качестве / (х) произведение двух функций (92), а А=2л. 

Если воспользоваться свойством интеграла от четной функции 
(п.ХІѴ.4, свойство 9), то из (93) получим 

я я 

^ соз/IX С 08 тх (іх—2^ соз пх соз тхйх = 0 

{т, /2 = 0, 1, 2, т^/2), 

т. е. система функций 

1, соз X, соз 2х, ..., соз пх, ... (94) 


ортогональна на интервале Аналогично проверяется, что 

на том же интервале система функций 

зіплг, зіп2л;, 8т пх, ... (95) 


также ортогональна. (Проверьте, что на интервале О^лг^я си¬ 
стема функций (92) не ортогональна.) 

Если «растянуть» вдоль оси х каждую из функций (92) в — 
раз, мы получим систему функций 


1, соз 


лх 


зш 


соз 


2лх 


51П- 


2лх 


соз 


плх 


. плх 

зш—, (96) 


ортогональную на интервале —Подобным образом можно 
равномерно «растянуть» системы функций (94) и (95) и вообще лю¬ 
бую ортогональную систему функций. Применяется также сдвиг ор¬ 
тогональной системы функций вдоль оси абсцисс, отчего она не 
перестает быть ортогональной (на сдвинутом интервале). 


Свойством ортогональности могут обладать не только тригонометрические 
функции. Например, сейчас мы построим систему ортогональных полиномов 
на интервале — 

Будем исходить из системы функций 

1, X, хЗ, х", ,,, (—1<х<1). (97) 


Первые две функции ортогональны друг другу; 


1 

Р х® 

\ \'Хйх =-2 

-1 


1 


-1 


= 0 . 


поэтому положим Ро{х) = \, Рі{х) = х. в то же время третья функция не 
ортогональна первой (проверьте!). Поэтому в качестве Р^іх) возьмем линей¬ 
ную комбинацию первых трех функций (97), т. е. Р 2 {х)=ах^-\-Ьх-\-с, причем 
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§ 41 

коэффиииенты а, Ъ, с подберем так, чтобы (х) был ортогональным к ул<ѳ 
построенным полиномам Ро (дс) и (х), т, е. 

1 1 

^ {ах^-\-Ьх-\-с)Л>(іх — 0^ ^ {ах^-\-Ьх-\-с)‘Х^Лх = ^, 

-і -1 

Отсюда найдем (проверьте!) 

6=0, а = — Зс, т. е. Р^(х)=с {— Здс^ф-І). 

Здесь с —произвольная постоянная. Обычно она выбирается так, чтобы 
Р2(1) = 1. (Такой выбор из равноправных объектов какого-либо одного на¬ 
зывается нормировкой.) Получим с ~—т. е. окончательно 

Рі іх)=^х^—^. 

Для построения Р^ (х) берем комбинацию первых четырех функций (88), 
т. е. Р^{х) = ах^-\-Ьх'^-\-сх-\-(1, причем коэффициенты а, Ь, с, й подбираем 
так, чтобы Рз (х) был ортогональным к уже построенным полиномам Рд (х), 
Рі(х) и Р^іх). Отсюда при дополнительном условии Рз(1)=1 найдем по¬ 
добно предыдущему (проверьте!) 

Рз — 

Аналогично строим 

Р4(л:)=4(35л:«— 30x2+3), Ре (х).= 4-(63х5 —70хЗ + 15х) и т. д. 

О О 

Эти многочлены ортогональны друг другу на интервале —1 Они 

были исследованы Лежандром в 1783—1785 гг. и их называют теперь ^имого- 
членами Лежандра. Они играют важную роль в различных областях мате¬ 
матики и физики. 

Подобный процесс ортогонализации, который мы проделали над системой 
функций (97) на интервале — І^х^І, можно проделать над любой линейно 
независимой системой функций на любом интервале, если интегралы от квад¬ 
ратов этих функций по рассматриваемому интервалу сходятся. 

21. Ряды по ортогональным функциям. Пусть задана система 
функций 

ортогональная на некотором интервале а <С.х <СЬ. Может возникнуть 
задача о разложении произвольной функции /(лг) на этом интервале 
в ряд по функциям (98), т. е. в ряд вида 

СО 

/ = « 1^1 (■^) + « 2^2 (АГ) + ... + (Л^) + ... = 2 (л:), (99) 

п = 1 

где —числовые коэффициенты. При этом возникают вопросы; воз¬ 
можно ли разложение для любой функции /{х)7 как найти коэффи¬ 
циенты а^? как сходится ряд (99)? 
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Будем считать для простоты все рассматриваемые функции, а 
также интервал а <С.х <^Ь конечными. Ответ на первый вопрос за¬ 
висит от выбора системы (98). Если разложение (99) возможно для 
любой функции /(лг), то система функций (98) называется полной. 
Можно доказать, Что все приведенные в п. 20 ортогональные си^ 
с гемы функций являются полными на указанных там интервалах. 

Перейдем теперь к нахождению коэффициентов разложения 
(99), причем будем считать, что ни одна из функций (98) не равна 
тождественно нулю. Для этого умножим обе части (99) на (л;) и 
проинтегрируем результат по интервалу 

ь 

с 

ь ь ь 

= (ЛГ) (лг) + ^2 5 ^2 іх) ёп ІХ) йх^^х) ^лг+... 

а а а 


В силу ортогональности системы (98), в правой части последнею 
равенства все интегралы равны нулю, за исключением интеграла от 
^п{х)і и мы получаем формулу для коэффициентов 

ь 

^ / (^) іп (^) 

= Ч2. 3, (100) 

5 ёі (^) йх 

а 

Так как коэффициенты находятся однозначно, то мУ заключаем 
в частности, что если суммы двух рядов (99) тождественно равны 
то и коэффициенты при одинаковых функциях (л;) в этих рядах 
также одинаковы-, если сумма ряда (99) тождественно равна нулю, 
то и все коэффициенты равны нулю. 

22. Ряды Фурье. Эти общие результаты можно применить к кон¬ 
кретным ортогональным системам функций. Так, для системы (92) 
получаем, что любую конечную функцию, заданную при —я^лг^зх, 
можно разложить в ряд вида 

/ (лг) = 4- ^2 С05 лг 4- зіп х-}~а^ соз 2х + О 5 5 Іп 2лг . 

Здесь удобнее обозначить коэффициенты по-другому и написать 
/ (л*) ™ «о + «1 соз л; 4 - зіп л; 4 - соз 2х 4 - зіп 2 л; 4 - ... = 

СО 

= ^о+2 (®лСоз лл;4-^»„зіплл;). (101) 

л-1 
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Коэффициенты этого ряда находятся по формулам (100): 

Л 

^ 1 {х)-Ых 
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2я 

^ ІЧх 


^ /іх) ах. 


5 Пх) 


С05 пх йх 


= 


^ С05® пх йх 

—п 

п 

^ }(х) &іт\ пх йх 


п 

— С /"(л:) соз пхйх^ 

^ К! 




-Я 


п п д 

5ІП® пх йх 

—л 


5 


л 

“ ^ /(а:) зіп пх (іх {п"^ \ ). 


( 102 ) 


Аналогично получаются ряды по системам функций (94) или (95) 

/{х) = а^-{-а^со5пх (0^а;^л;), (103) 

п = 1 

я я 

= /"{х) ах, а^==~ ^/{х) С05 пх ах {п^\); 

о а 

/^{х) = Ь^5іппх (О^лг^я), ^/"(а:) зіпялгс/лг. (104) 

П— 1 о 

Часто применяются ряды по функциям (96) и по подобным же 
образом растянутым системам функций (94) или (95): 

/М = ао + Іі + (105) 

Я ві 

і I 

= а„ = у ^/(а:)со5 2^йГл:, 

-/ -г 

I 

Ь„ = ~[Г{х)іт’!^ах (/г>1); 

/(лг) = й„ + ^ «„соз!^ (0<л;</), (ЮС) 
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I 1 

ао = -]-^/{х)сІх, й« = у ^/{>^) со8~^лг (/г>1); 

о о 


/(л:) = ;^*„8іп^ (0 <а:<0, (107) 

П =1 

К^-^^/(х)віп^ах (Я>1). 


Ряды (101), (103) И (104) являются частными случаями рядов 
(105), (106) и (107), именно, первые- получаются из вторых при 1 — п. 
Все они называются рядами Фурье по имени выдающегося французского 
математика Ж. Фурьё(1768—1830), который в 1811 г. впервые их ши¬ 
роко использовал в своих исследованиях по теплопроводности, хотя 
такие ряды иногда применялись и ранее. Формулы (102) для коэффи^ 
циентов Фурье и другие подобные формулы были получены еще Эйле¬ 
ром в 1777 г. 


Приведем примеры разложения в ряд Фурье. Пусть функцию у=х тре¬ 
буется разложить при в ряд (106); для втого подсчитываем коэф¬ 

фициенты: 

( 

Я(( = ^ X йх = , 

о 

I I 

2 Р ппх . 2 1. ппх и 2 р / . ппх , 

а„=-г \ хсоБ —г-йх=-гх — 81П—7— —-т- \ —51П—г-а:^=» 

” / ^ / I лп / о / о л/г / 


2 I лпх 

-С08—г- 

лѣ лп I 


о л^п 


|з(С08ПЛ-1)=-5^[1-(-1)») (Л&1). 


Отсюда получаем 
Сі = 


4/ 

’лЧ^^ 


С2 = 0, Оз: 


4/ 

■^232 


, 04 = 0, ... 


И окончательно 


, Г 1 4/1 лх , \ 

К-1 С05-у--|-^ 


Злх , 1 5ял: , М .X 

со5-р4--^соз —(0<л:</)* (108) 


В качестве второго примера возьмем функцию, заданную несколькими 
формулами (график ее составляет среднюю часть рис. 340, 6): 

І (х) = 1 {—I < X < — =0 (—/-1-а < х < 0), 

= 1 (0 < дс < а), = о (а < дс < /), 
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где а —некоторое число, О < а < /, и разложим ее в ряд (105)і 
I у—/+а о а /ч 

I +1 

-/ ^ -/ —І+а о а' 

.-1+а о а I . 

^ I 0гі;« + ^М;« + ^0йЛ=1(а+0 + а+0) = |-. 

\ і -І+а о а / 

(Аналогичным образом находят интеграл от любой функции, заданной 





н 


П П і 1 11 і 1 

I ! I 11 I II 

* * *- 1 ^-т— 1 I ' '1 




21 


несколькими формулами.) Далее, 


/ . —I+ 0С (X . 

^ 1 г ,. . клх . 1 / Г «ігх , , С ппх . \ 

= \ 1{х)С0В—^ (1х = -р( \ С08 -у—ЙХ + \ С08 -у-ЙХ I: 

1 Г . пя(—/+а) , . пяа] 

=- БШ -Ь-51П -г- =3 

ПЯ I ‘ / ^ 

1 / . ппі пяа , плі . пла , . пла\ 

е=- — 81П -7- С08 -г- 4-С08 -т- 51П —у- + 8Ш —у- = 

ЯЛ I I * I I I ) 

-^+(Х 

^ БІП^гіХ+С 


^ Г/ 1 ’і п I II ■ лхюь 

=яні(-‘)“+іі=.п-г- 


, плх ,, г . плх . 

5ІП —р СІХ-^ \ 8Ш-у- (Іх 
~1 О 


1 г ял (—/+а) , , , лла Л 

соз :—= С05(—ЛЛ) + С08—^-1 = 

- . . плі . пла . . яла 

.соз 
ял 


ял 7 

1 Г ял/ яла , . плі . гіл{л , , «л,1л , 

у-СОЗ-у- + ЗШ5Ш —^-(— 1)" + С05-у- 1 


Таким образом, при я нечетном все а^=Ь^ = 0, тогда как 

^ 1 2кла , 1 Л 2кла\ , о ч ѵ 

(А = 1, 2. 3, ...). 

Особенно простой результат получается, если а = -^; тогда 

Я2А = ізіпйл=0, />аь=^(1 — со8/гл)=^[1—(-!)*] 
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и ряд принимает вид 


Цх)- 


1 + 1(1 

2^ п\1 


. 271Х , 1 . бялс , 1 . Юял: , 

81П -7 —ь 8т -у- 4- 8т —у— + 



(109) 


Таким образом, функцию, заданную несколькими формулами, ока¬ 
зывается возможным представить в виде единого ряда. Открытие 
Фурье этого факта сыграло в истории математики большую роль, 
так как привело к значительному расширению содержания понятия 
функции. 

При практическом разложении функции (особенно, заданной таблично 
или графически) в ряд Фурье обычно для подсчета коэффициентов пользуются 
формулами численного интегрирования (п.XIV. 13). Пусть, например, рас¬ 
сматривается разложение в ряд (107) и мы хотим воспользоваться формулой 
трапеций, разбив отрезок интегрирования на 24 части. Тогда, обозначив 
кі 

= = 1.24), получим 


. 2р.,,. плх . 

6„ = —\ !{х)&\п — (1х 

о 

7о 


2 I 


I 24 \ 2 


ПЛХ0 


7і 8ІП 








-Г-) 


1 5Іп0° 5ІП 7,5° П-І -/2 5ІП 15° П-|- .. . 4-^ 5ІП 180° . 


( 110 ) 


Нетрудно видеть, что здесь при любом п требуются только следующие зна¬ 


чения синуса: 


аіп 0° = 0,0000, 
8ІП 7,5° = 0,1305, 
5ІП 15°=0,2588, 
5ІП 22,5° = 0,3827, 
5ІП 30° = 0,5000, 
8ІП 37,5° = 0,6088, 
зіп 45° = 0,7071, 


8ІП 52,5° =0,7934, 
5ІП 60° = 0,8660, 

8ІП 67,5° = 0,9239, 
5ІП 75° = 0,9659, 
аіп 82,5° = 0,9914, 
8ІП 90° = 1,0000. 


При применении формулы (ПО) для данного п нужно подставить значения 
синуса из этой таблицы, пользуясь тригонометрическими формулами приве¬ 
дения; затем сгруппировать члены с одинаковыми вторыми множителями, 
сложить в этих членах значения и, после умножения, подсчитать полную 
сумму. 

23. Разложение периодической функции. Ряды Фурье применя¬ 
ется не только для разложения функции, заданной на конечном 
интервале, но и для разложения периодической функции, заданной 
на всей оси. Предположим сначала, что функция /{х) задана при 
— и разложим ее в ряд (101). Его члены имеют смысл 

и вне данного интервала, причем их период равен 2я (п. 1.16), так как 

соз п{х-\- 2.и) = С05 (пх 4- 2пп) = соз пх\ 
зіп л (л; + 2я) == 8ІП лл; (л = 1, 2, 3, ...). 
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Значит, и вся сумма периодична с периодом 2я. Но так как на 
интервале —она равна /{х), то сумма ряда (101) дает 
периодическое продолжение функции /{х) с интервала — 
на всю ось X с периодом 2я. 

Аналогично, так как все члены ряда (103) — четные функции, то 
его сумма дает четное периодическое продолжение функции /{х) 
с интервала на всю ось с периодом 2я; сумма же ряда 

(104) дает нечетное продолжение с тем же периодом. Аналогичный 
результат получается для рядов (105)—(107), где, однако, период 
равен 21. 

Так, на рис, 340 изображены рассмотренные на всей оси х суммы рядов* 
разобранных в примерах п, 22; отметим, чго во втором примере, хотя 21 
и являются периодом, наименьший период равен I, 

Пусть теперь функция /{х) с самого начала задана на всей оса 
X как периодическая функция с периодом 2я. Если тогда составить 
ряд (101), где коэффициенты вычислены по формулам (102), то он, 
как мы показали, дает периодическое продолжение /{х) с отрезка 
—я^лг^я на всю ось с периодом 2я, т. е. совпадает с /{х) на 
всей оси X. 

При этом коэффициенты можно вычислять такл<е и по формулам 
а+л 2п 

Со =-^ ^ /(х)с[х (а любое); в частности, ао=-^ ^/(л:)гіх, и аналогично 

а-п о 

для коэффициентов а^, Ь„', это вытекает из периодичности подынтегральной 
функции (свойство 10 п, XIV,4). 

Подобным образом четная (нечетная) периодическая функция 
с периодом 2я разлагается в ряд (103) (соответственно (104)); длл 
периода 21 получаются ряды (105)—(107). 

Разложение (105) часто преобразуют с помощью формулы (1,18). Полу¬ 
чится 


І(х) = а^+'^ Л1„5іп . 


Постоянная равна среднему значению функции /(х) на всей оси 
(п. ХІѴ.5), так как средние значения прочих слагаемых равны нулю (про¬ 
верьте'). Первое непостоянное слагаемое называется основной гармоникой"} 
оно имеет период как раз 21. Дальнейшие слагаемые называются верхними 

21 21 21 

гармониками", их наименьшие периоды равны последовательно "з"» 

и т. д. Поэтому само разложение периодической функции в ряд Фурье, т. е. 
в сумму гармоник, называется также гармоническим анализом. 

Если независимая переменная истолковывается как время, то лучше пе¬ 
риод обозначить через Т, а формулу (111) переписать в виде 

СО 

/(0 = Со+^ Л1„5Іп(п©/4-а„) 
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Таким образом, ряд Фурье осуществляет представление произвольного перио¬ 
дического колебания в виде суммы гармонических колебаний с кратными 
частотами. Это разложение, в частности, хорошо известно в акустике, где 
основное слагаемое Мі зіп (о)іН-аі) определяет высоту звука, основной тон, 
а дальнейшим слагаемым соответствуют обертоны, от которых зависит тембр 
звука. 

В разложении (112) все периоды слагаемых соизмеримы между собой, т. е. 
их отношения равны рациональным числам. Это связано с тем общим фактом, 
что, как можно доказать, сумма периодических функций с различными перио^ 
дами будет периодической в том и только в том случае, если периоды 
у слагаемых соизмеримые. Суммы периодических функций с несоизмеримыми 
периодами принадлежат к более широкому классу почти периодических 
функций, которые сейчас широко применяются, в частности, при рассмотре¬ 
нии результата наложения несинхронизированных колебаний. 

24. Пример. Функции Бесселя как коэффициенты Фурье. В теоретической 
радиотехнике рассматривается функция 

С 08 ^ О + * {х С05 і). (112) 

При фиксированном х она периодична по і с периодом 2я и четна, а потому 
разлагается в ряд Фурье вида (103). Чтобы получить это разложение, можно 
перемножить ряды 



(т)"*“+•••• 


После умножения слева получится функция (112), а справа объединим 
члены с одинаковыми экспонентами. Именно, при и при е~^^^ получится 
коэффициент 


1. 




IX 


2 Лй+І) 

к I 




1 [іх\^ 1 

гги;(й+2)!и; ^ — 

1 


\ Й+2 


\0\к\\2) 1!(й + 1)!Ѵ2/ ^2!(й + 2)!Ѵ2/ ^ 


(х) 


(п. XV.26). Итак, 


^ = /о (^) + 2 

к=1 


Ш 




ЛМ + 2 2 (ИЗ) 

к = 1 


Это и есть требуемое разложение в ряд Фурье. Отделяя в нем вещест¬ 
венную часть от мнимой, получим также разложения 

С05 {х СОБ І) = (х) — 2/а (х) СОБ 2/4 (х) СОБ 4і — ..., 

БІп (х собі) = 2/і (д:) собі — 2/3 (д:) собЗі-1 -2/5 (д:) соб5і —... 


Из формулы (113) вытекает, в частности, интегральное представление 
функций Бесселя целого порядка (проверьте на основе формул для коэффи¬ 
циентов ряда (103)); 

п 

о 


С08 пі йі. 
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25. Характер сходимости ряда Фурье. Пусть ограниченная 
периодическая функция/(лг) периода 2/разложена в ряд Фурье (105). 
Легко проверить, что все коэффициенты Фурье ограниченье напри¬ 
мер, оценим коэффициенты а^: 

I I 

I /{Х)С05~(1Х Г |/(^) 1 ісоз^и.^^ 

' -I _/ * * 

I 

<“ 71 

Тот же результат получится, если функция /(лг) не ограничена, но 
абсолютно интегрируема на своем периоде, т. е. если 

I 

^ |/(Лг) I й?ЛГ < оо. 

-1 

Пусть функция /(лг) ограничена и разрывна. Тогда ее коэффи¬ 
циенты Фурье убывают со скоростью ~ , как во втором примере п. 22. 

В самом деле, допустим для определенности, что /(л) имеет на своем 
периоде два разрыва, при х = х^^ и х = Х 2 , причем < х^ < х^ <1. Тогда 

і 

1 Г* г, , пш , 

Нх)со5 — (1х = 

-I 

І{х)соѣ^^^йх-\-~^ / (л) со5^^с?д:+-|-(лг) сОБ^^ (/лг. 
—I Хі Хг 

Каждый из этих интегралов проинтегрируем по частям: 

= [^/(^1—0) зіп ^^^—/(—/) (х)ѣ\п^ах'^ +...« 

— [N ^1 + 0)-/ (X, -0)] Зіп ^^ [/ (х^ +0)- 

ІХз —0)] БІП ^ / [X) БІП ~ йх. (114) 

Последний интеграл отличается от коэффициента Фурье для I' (д:) лишь 
постоянным множителем I. Однако ^ |/'(л) | гіх < оо, так как на каждом 

Іі 

интервале (а, Р) монотонности и непрерывности функции /(х) производная/'(х) 
сохраняет знак и потому 

^ I/ (X) 1сіх=| ^ (х)йх [ = 1 /(Р —0)—/(а + 0)1 < со. 
а а 
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(При этом мы исключаем функции, имеющие бесконечное число интервалов 
монотонности на конечном интервале изменения х (рис. 102), как чрезвычайно 
редкие.) Согласно предыдущему последний интеграл в формуле (114) ограни¬ 
чен, откуда и следует наше утверждение о скорости убывания коэффициен¬ 
тов Фурье. 


Пусть теперь сама функция /(х) непрерывна, но ее производная 
имеет разрывы и ограничена, как в первом примере п. 22. Тогда 

коэффициенты Фурье убывают со скоростью 


В самом деле, интегрируя по частям выражение для коэффициента Фурье, 
получим 

I I 


1р.,, ппх . 
0„ = у \ 1{х)С05—^(1х 


~1 


1 Р « , ч . ппх . 

ах. 

НЛ ^ і 


применяя к интегралу, стоящему в правой части, рассуждения послед¬ 
них абзацев, получим, что при п —► со он убывает со скоростью а зна¬ 
чит, и аналогично убывают со скоростью . При помощи двукратного 
интегрирования по частям доказывается, что если ^(х) и /'(х) непрерывны, 
а Г (х) имеет разрывы, то коэффициенты убывают как ^ и т. д. Итак, чем 

функция «глажен, т. е. чем больше она имеет непрерывных производных, 

тем быстрее убывают коэффициенты, т. е. 
тем быстрее сходится ее ряд Фурье. 

Ряд Фурре для разрывной функции 
/(х) сходится очень медленно и вычисле¬ 
ния с его помощью практически затруд¬ 
нительны. Поэтому иногда поступают так: 
подбирают какую-либо по возможности бо¬ 
лее простую функцию ф(х), имеющую раз¬ 
рывы в тех же точках, что и /(х), причем 
с такими же скачками (рис. 341). Тогда раз¬ 
ность /(х)—ф(х) уже не имеет разрывов 
и потому разлагается в ряд Фурье, схо- 
Дх). Поэтому Дх) равно сумме простой 
неплохо сходящегося тригонометрического 
ряда. Аналогично можно устранить разрывы у первой производной и т. д. 
(Ср. метод выделения особенностей в п. 4.) 

Итак, если функция /(лг) непрерывна, а ее производная ограни¬ 
чена, то коэффициенты Фурье убывают со скоростью не менее ^ . 
Но так как 

П=1 



дящийся Лучше, чем ряд для 
функции ф(х) и сравнительно 


(п. 1), то в силу признака Вейерштрасса (п. 8) ряд Фурье сходится 
равномерно на всей оси х. Более детальное исследование показывает, 
что при этом условие, наложенное нами на /' {х), является излиш- 
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ним, так как для применимости признака Вейерштрасса коэффициенты 
могут стремиться к нулю с еще меньшей скоростью. В данном 
случае при подстановке в ряд численных значений х мы получим/(лг) 
тождественно. 

Если функция /(х) разрывна, то ее ряд Фурье заведомо не может 
сходиться равномерно, так как его члены — непрерывные функции 
(п. 9, свойство 1). Можно показать, что в этом случае при подста¬ 
новке в ряд численных значений х получается /{х) во всех точках 
непрерывности функции / и 

/(^-0) + /и+0) 

2 

в ее точках разрыва. Так, ряд (109) при лг=0 имеет сумму 

так как в данном случае /(—0)=0, /(+0) = !. 

Если функцию разлагать в ряд Фурье на конечном интервале 
(п. 22), то скорость сходимости ряда определяется разрывами этой 
функции и ее производных после ее продолжения на всю ось лг, 
описанного в п. 23. Так, в первом примере п. 22 коэффициенты 

имели порядок так как после продолжения (рис. 340, а) полу¬ 
чилась функция с разрывами у первой производной. Если ту же функ¬ 
цию у—х раскладывать в ряд по синусам (ряд (107)), то коэффи¬ 
циенты имели бы порядок , так как тогда после продолжения 
имела бы разрывы сама функция (почему?). 


С помощью рядов Фурье можно найти суммы многих интересных число¬ 
вых рядов. Так, если в ряд (109) подставить х = то получится 
1.2/1 л . 1 . Зл . 1 5л 


2 V 1 3^5 ■ 


откуда 


1 1 1 

3 5 7 


л 

т* 


Если в ряд (108) подставить л:=0, то получится 


т. е. 



_4_ 

л® 


1 . 1 


1 


1 


12“Ь 32“1~ 52“1~ 72“1~''" 


1 _1_ і_, 1., 

12 + 32+52+72+-8 • 


Отсюда в свою очередь можно найти значение ^ (2) (формула 

= 12+ 22+ 32+ 42”!“ 52+ 02+ •• • 

_ 1 1 1 /_ 1 _ 1 1 
— 12+32+ 52+--‘ + 22 I 12 + 22 + 32+ 


(19)): 


у ~ 8 4 ’ 
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откуда 

?(2)-^=1,645. 


26. Комплексная форма ряда Фурье. В ряде Фурье можно с по¬ 
мощью формулы Эйлера перейти от тригонометрических функций 
к показательным, что иногда бывает предпочтительнее. Например, 
если проделать такое преобразование над рядом (105), то надо 
воспользоваться формулами 


С05 


тпх тпх 

ппх е ^ + е ^ 
__ _ 


8ІП 


ппх 

~т 


тпх 



тпх 

I 


После подстановки и приведения подобных членов в правой части 
получится сумма ряда по всем этим экспонентам, другими словами, 

тпх 

ПО экспонентам е ^ , где л = 0, ±1, ±2, ... Итак, 


® ІППХ 

п= — со 

тпх 

Чтобы найти коэффициенты с^, умножим обе части на е ^ 
при каком-либо фиксированном п и проинтегрируем результат от 
— / до /. Для членов, номер которых не равен выбранному л, инте¬ 
грал равен 

^ т (т-п) 


I 

-/ 




ттх тпх 

'■ е ^ йх = с 


® іл(т — п) 


-I 




1 п(т — п) 




т (тп—п) 




2с„1 


Я (/72 — п) 


8 ІПЯ {т — л) = 0. 


тогда как для члена с номером п интеграл равен 2/с„. Итак, коэф' 
фициенты ряда (115) вычисляются по формуле 


'«“2/ 


тпх 

'■ йх. 


(116) 


в общем случае разложение ію комплексным ортогональным функциям 
происходит так. Две комплексные функции §{х) и Л (х) называются ортого¬ 
нальными друг другу на отрезке а^х<^Ь, если 

ь 

^ ё{х)Н* (х)йх=0, 
а 


(117) 
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где звездочкой обозначена сопряженная функция (п. VIII.3). В частном слу¬ 
чае, когда 5 и /і вещественные, это определение переходит в определение (91). 
Отметим, что если взять от обеих частей (117) сопряженные величины, то мы 
получим 

ь \ * 6 ь 

^ Я(^) 5^ — О» 


т. е. условие ортогональности является взаимным: если ^ ортогональна п, 
то к ортогональна §. 

Если имеется система комплексных функций 

§1 (^). §2 іх), ..ёГп , (118) 

ортогональных на отрезке а^х^Ь, и если какую-либо комплексную функ¬ 
цию / (^:) можно разложить в ряд по этим функциям (так будет всегда, если 
система (108) полная), то 

СО 

! {X) = СіЯі (X) +Саё^а (^) + • • • (^) + • • • = 2 

П=1 

Чтобы найти коэффициенты разложения, надо обе части умножить на ё^{х) 
при каком-либо фиксированном п и проинтегрировать результат от а до Ь. 
В силу условия ортогональности в правой части останется только один член 
и мы получим формулу 

Ь Ъ 

I ! {Х) ёп (а:) ах / ! (х) я* (х) йх 

а а 


I ёп (х) ё*п (^) (^х 1 1 (X) [а ах 

а а 


В частности, разложение (115)—это разложение по ортогональной си¬ 
стеме функций 


1271Х іпх іпх І2ПХ 


^ \ е ^ 


ПОЛНОЙ на отрезке — І^х^І. Оно пригодно для любой ограниченной или 
даже неограниченной, но абсолютно интегрируемой (п. XIV.16) комплексной 
функции /(х). 

27. Равенство Парсеваля. Будем опять считать функции вещественными. 
Пусть система функций 

ёГіИ, ёгіх) . ёп(х), ... (120) 

ортогональна и полна на интервале а^х^Ь. Рассмотрим разложение (99) 
произвольной функции / (х) в ряд по этим функциям. Возводя обе части этого 
разложения в квадрат и интегрируя результат от а до 6, получим в левой 
части 

ь 

5 {X) ах\ 

а 


будем предполагать, что этот интеграл имеет конечное значение. В правой 
части после возведения в квадрат получится сумма квадратов отдельных 
членов и их попарных произведений. Интегралы от этих произведений равны 
нулю в силу ортогональности функций (120), а интервалы от квадратов 
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останутся, т. е. 

Ь 05 & 

а п=1 д 

Эта формула называется равенством Парсеваля. В частности, для ряда 
Фурье (101) получаем 


^ Ріх)(1х = 2лаІ-{-п 2 

-я 


а для ряда (105) 


^ 00 

\ Ріх)Лх=2ІаІ + 1 2 К + і';)- 

-I п = 1 


Эти равенства были установлены в 1805 г. Из них между прочим следует, 
что при п —>■ со будет а„ —► О и &„ —0. 

Если система (120) не полна, то, как можно доказать, ее можно расши¬ 
рить до полной. Так как после такого расширения справедливо равенство 
вида (121), а все члены в правой части ^0, то до расширения имело место 
неравенство 

« ь ь 

П=1 д д 

при этом знак равенства здесь имеет место только для тех функций [(х), 
которые можно разложить по системе функций (120). 

Равенство Парсеваля (121) дает возможность по-новому подойти к по¬ 
строению ряда по ортогональным функциям. Пусть дано конечное число 
функций 

ёі ёг (^). ёп (^). (122) 

ортогональных на отрезке а<^х^Ь. Поставим задачу: для данной функции 
/(х) составить линейную комбинацию функций (122) так, чтобы ее среднее 
квадратичное уклонение (п. 7) от / (х) было минимальным. 

Для решения этой задачи будем рассматривать функции (122) как часть 
полной ортогональной системы (120). Тогда 

п се п 

і (^)— 2 2 (^)— 2 

Й=Ч1 *=! к = 1 


= 2 ~ ёк (X) + 2 ^кёк (X), 

к—1 к=іп + і 

где а/і —коэффициенты разложения ^(х) по функциям (ПО), а —произ¬ 
вольные постоянные. В силу равенства (121) 

к п ^ л ® л 

\ [^ (^) — 2 ^кёк (^)]^ 2 (^й —\ ёк (X) + 2 ^і\ёІ (^) 
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Если произвольно менять коэффициенты Сі, Сг. Сд, то из послед¬ 

ней формулы видно, что минимальное значение правой части получается, 
когда 

Сі~Оі, С2 = а2, ..., С 11 = 0/1. 

Итак, минимальное среднее квадратичное уклонение линейной комбинации 
функций (122) от / (л:) осуществляет отрезок разложения функции } (х) в ряд 
по системе ортогональных функций, т. е. линейная комбинация, коэффици¬ 
енты которой определены по формулам (100). 

Аналогичное исследование полной системы комплексных ортогональных 
функций (118) и ряда (119) по ним приводит с учетом равенства аа* = \аІ^ 
к формуле 

Ь со Ь 

^ 1 / м 1^1= 21 а, р ^ I (X) р ах. (123) 

а п — 1 а 

28. Пространство Гильберта. Вернемся к вещественным функциям, за¬ 
данным на интервале а^^хг^Ъ. Оказывается, что аналогия таких функций 
с векторами, упомянутая в п. 20, является весьма далекой. Так как над ука¬ 
занными функциями можно осуществлять линейные действия по обычным 
правилам, то эти функции образуют линейное пространство в смысле 
п. VII. 17. Более того, если ввести понятие скалярного произведения двух 
функций по формуле 

ь 

а, ё)=^ Нх) ё Шх, (124) 

а 

то нетрудно проверить, что все аксиомы п. VI 1.20 выполнены, так что 
здесь получается не только линейное, но даже евклидово пространство. К нему 
причисляются не только ограниченные, но также и неограниченные квад¬ 
ратично суммируемые функции, т. е. такие функции /(х), что 

ь 

а, !)=\р{х)йх<со. (125) 

«У 

а 

Для таких функций из простого неравенства 2 1 / (х) ^ (х) ] ^ /2 вы¬ 

текает, что интеграл (124), если несобственный, то сходящийся. 

Совокупность функций, удовлетворяющих условию (125), со скалярным 
произведением (124) называется пространством Гильберта по имени не¬ 
мецкого математика Д. Гильберта (1862—1943). Условие (91) в силу (124) и 
есть условие ортогональности векторов в этом пространстве. Полная ортого¬ 
нальная система функций—это ортогональный базис в пространстве Ь"; от¬ 
метим, что при определении полноты (п. 21) сходимость ряда (99) надо было 
понимать в смысле І®, т. е. в смысле среднего квадратичного (п. 8). Фор¬ 
мулы (100) для коэффициентов разложения —это те же формулы (VII.29), 
процесс ортогонализацин, описанный в п. 20, —это тот же процесс, что был 
описан в п. VII.21. Равенство Парсеваля (121)—это аналог теоремы Пи¬ 
фагора в пространстве Гильберта: квадрат диагонали прямоугольного парал¬ 
лелепипеда равен сумме квадратов всех его измерений. (Попробуйте дать гео¬ 
метрическое истолкование доказанному в п. 27 минимальному свойству отрез¬ 
ка ряда (99).) 

Характерной чертой пространства Гильберта является его бесконечномер- 
ность. Это, в частности, значительно затрудняет проверку полноты ортогональ¬ 
ной системы функций. Система из к попарно ортогональных ненулевых век¬ 
торов в п-мерном евклидовом пространстве является полной, если к = п, и 
неполной, если кСп. В отличие от этого в бесконечномерном пространстве 
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ортогональная система, состоящая из бесконечного числа функций, не обя¬ 
зана быть полной, так что здесь только по количеству функций в системе 
вопрос о ее полноте решить нельзя; этот вопрос сложный, и мы не будем его 
рассматривать. 

Можно доказать, что всякая ортогональная неполная система представ¬ 
ляет собой часть некоторой ортогональной полной системы. Поэтому в ряд 
по первой системе можно разложить те и только те функции, для которых 
при разложении по второй системе коэффициенты при дописанных функциях 
равны нулю. 

В п. Ѵ1І.20 мы показали, что в евклидовых пространствах имеет место 
важное неравенство (VII.26), которое теперь принимает вид, после возведе¬ 
ния в квадрат, 

\2 


( о \ 2 о О 

1нх)ё (х) ^ /2 (х) ^ я® (х) йх, 

а у а а 

Если в него вместо / и я подставить [ /1 и 1, мы получим 

( Ь ч а Ь 

а / а 


Отсюда видно, что все функции из являются суммируемыми, а также что 
из сходимости в среднем квадратичном вытекает сходимость в среднем 
(п. 8); обратное не обязательно. Впрочем, можно доказать, что ряд Фурье 
любой суммируемой функции сходится к ней в среднем. 

29. Ортогональность с весом. При обычном интегрировании функции /(х) 
по интервалу а^х^Ь все значения х из этого интервала выступают как 
равноправные. Если хотят подчеркнуть большую роль «вклада» одних значе¬ 
ний по сравнению с другими, то рассматривают интегрирование с весом 

ь 

^ / (х) р (X) йх, 

а 

где р(х)^0 —заданная весовая функция, принимающая большие значения для 
тех X, которые должны сыграть большую роль. 

Функции ^(х) и Іі{х) называются ортогональными с весом р на интервале 
(а, 6), если 

ь 

5 Нх)ё{х)р{х)ах=(і. 

а 

Вся общая теория рядов по ортогональным функциям (п. 20, 21, 26, 27) не¬ 
посредственно переносится на функции, ортогональные с весом; при этом во 
всех участвующих интегралах надо под знаком интеграла дописать весовой 
множитель р (д;). 

Интеграл с весом р легко преобразовать в интеграл без веса (т. е. с ве¬ 
сом 1) при помощи замены независимой переменной 

X 

р (х)(іх=(іх, х = ^р{х){1х = х(х), х{а)=а, х (Ь)=Ь, (126) 

Хо _ 

так как если обозначить / (х) =/(х (х)) =/(х), то получим 
ь Т 

5 Нх) 9 Іх)сІх = ^1 ('х)(Іх. 
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При таком преобразовании любая система функций, ортогональных с ве¬ 
сом р, переходит в систему функций, ортогональных в обычном смысле 
(п. 20). Тем не менее иногда удобнее такой замены не делать, а рассматри¬ 
вать все интегрирования с весом. 

Обратно, с помощью замены (126) можно из любой ортогональной сис¬ 
темы функций получить систему, ортогональную с весом р. Так как при 
таком преобразовании разложения в ряды также соответственно преобра¬ 
зуются, то полная система после этой замены остается полной. Например, 
исходя из полной ортогональной системы функций 

1 , созд:, со82д:, ..., созпд:, ... (О^х^Л) 

(см. систему (94)) и совершая преобразование 

X—п —агссозд: (“1 с1х=—р — ^ -- сіх, 

/ 1—ха 

получим после несущественной перемены знаков (проверьте!) 

7о (•«)== 1. Ті (х)=со8агссо8д: = д:. Га (х) = со8(2 агссо8х) = 2д:2 —1, 

Гз (д:)==со8(Загссо8х) = 4д:®—Зх.Г„(х) = со8(п агссозх), ... 

Эти многочлены были введены Чебышевым в 1857 г,, они и наз^^ваются 
многочленами Чебышева. Мы видим, что Они образуют полную систему функ¬ 
ций, ортогональных с весом ^ ^ ^ на отрезке — І^х^І. Их можно 

получить также из системы функций (97) с помощью процесса ортогонали- 
зации с данным весом (проделайте это!). 

Избавиться ОТ весовой функции можно также с помощью следующего 
простого замечания: если система функций 

^і(^). ^2(^).••• (127) 

ортогональна на интервале а < х <Ь с весом р (х), то система функций 

^і(л:)Т^^), ё2Іх)Ѵ'^) . ёпМѴ^), ••• (128) 

ортогональна на том же интервале без веса (проверьте!); чтобы разложить 
функцию [{х) в ряд по системе (127), достаточно разложить функцию 
/ (X) Ѵ^р(д:) в ряд по системе (128), а затем сократить результат на Ѵ^р(л:). 

30. Кратные ряды Фурье. При разложении в ряды функций от несколь¬ 
ких аргументов обычно применяются системы функций, зависящих от не¬ 
скольких индексов, число которых равно числу аргументов. Тогда ряды 
получаются кратными, как в п. 17. 

Теория кратных рядов по ортогональным функциям развивается совер¬ 
шенно аналогично теории простых рядов. Рассмотрим для простоты случай 
двух аргументов. Тогда ортогональные в некоторой области О функции, 
образующие полную систему, должны зависеть от двух индексов, т. е. иметь 
вид Ф/я„(д:, у), где тип принимают некоторые дискретные значения. Ряд 
по такой системе функций имеет вид 

/ {Х, У) = 2 (х. уУ. 

т, п 

здесь подразумевается двойная сумма. Коэффициенты вычисляются, как в 
п. 21; 

5 5 / (^. У) Ф/я ,п (х, у) ах йу 
і ^ Тт.піх, у)(іхау 

о 


(129) 
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Обычно примеры систем ортогональных функций от нескольких аргумен¬ 
тов строятся по следующему принципу. Пусть даны две полные ортогональ¬ 
ные системы функций одного переменного 

ёі{х), .Яп(^)» и Ні{х), (ц{х) .... 

(с х ^ й). 

Тогда система функций 

Ч>тпіх.У)=§т(х)Іг^{у) {т, п=1, 2, ...) (130) 

будет ортогональной и полной в прямоугольнике П: а^х^Ь, с^у^іі 
Ортогональность этой системы вытекает из того, что 

(> 4 

5 5 Ф/ля {X, у) ф-.^^ {X, у) Сіх сіу ^ ах ёт (^) К <у) Я- (^) {у) Лу = 

П а с 

Ь сі 

= [ёт {X) Я- (^) сіх ^ Л„ ІУ) Н- {у) ау, 

а с 


т. е. получается нуль, за исключением случая, когда т = т и одновременно 
п — п. Полнота следует из того, что произвольную функцию / (х, у), заданную 
в П, можно при любом фиксированном х разложить по функциям (у): 

ОО 

их, «/)= 2 ^гг(хЖ (у), 

п=1 

где коэффициенты разложения зависят от х. Если эти коэффициенты Л„(г) 
разложить по функциям ^,п(х), то и получится разложение функции / (х, у) 
в двойной ряд по функциям (130): 

Их, У)== 2 2 (X) Ііп {у), 

т=1п =1 


которое, таким образом, возможно. 

Так, исходя из растянутой системы функций (95), можно построить 
такую полную ортогональную систему функций на прямоугольнике О^х^ 
/і, О^у^І^'. 

, , . тлх . ппу , 1 о о \ 

^ті{х, г/) = 81П-у—81П (ш, п= 1 , 2 , 3 , ...). 

Разложение по этой системе имеет вид 


Их, у)- 


^тп у 
т=іп = і ^ 


тпх . пли 
8111 — 

»2 


(0^х^/і, о^1/^4). 


Коэффициенты этого ряда в силу формулы (129) равны (проверьте!) 

4 С ^ С г, ч • >^^х . пли . 
атп =7^ “7Г 




31. приложение к уравнению колебаний конечной струны. Ряды Фурье 
имеют многочисленные приложения к решению уравнений математической фи¬ 
зики. Мы здесь покажем только один пример такого приложения к реше¬ 
нию уравнения малых свободных поперечных колебаний натянутой струны. 
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Будем пренебрегать весом струны и направим ось х вдоль положения рав- 
норесия струны так, чтобы концы струны имели абсциссы а:=0 и х = 1\ 
будем считать колебания происходящими в плоскости и обозначим через 
и — и{х, і) поперечное отклонение точки с абсциссой х в момент і. Тогда в 
курсах уравнений математической физики доказывается, что функция и {х, I) 
должна удовлетворять уравнению с частными производными 


здесь а — постоянная, а = ^ —, где Т —сила натяжения струны, а р —ее 

линейная плотность. Условие закрепления концов струны можно записать в 
виде 

и|;к=о==0, и\х<=1 — ^ (при всех 1)\ (132) 

кроме того, будем считать, что известны отклонения и скорости точек стру¬ 
ны в начальный момент времени: 

Таким образом, получается следующая математическая задача: нужно ре¬ 
шить уравнение (131) при граничных условиях (132) и начальных условиях (133). 

Для решения этой -задачи разложим искомое решение при каждом фик¬ 
сированном в ряд вида (107); когда коэффициенты будут зависеть от 

і, т. е. мы получаем 

ОО 

и {X, 0=2 Ьп (0 8ІП (134) 

П—\ 

Чтобы найти коэффициенты (0. подставим это выражение в уравнение (131). 
Мы получим 

ОО ОО 

. ППХ о . /л 

2^ ь; (0 8Ш - а2 2^ (0 ' 


Решив это обыкновенное линейное уравнение с постоянными коэффициентами 
по методу п. XV. 17, получим 


. апп , , „ . апп , 

К (0 = ^п С08-р^ + В„ 81П 


т. е. в силу (134) 


. алп, , „ . апп .\ . пп 

и— У {ЛпС05—-^^-]-Вп5\п—^-і]$т-^■x. (135) 

« = 1 ' 

Чтобы найти коэффициенты Л„, Д„, воспользуемся начальными условиями 
(133); получим (проверьте!) 

ОО ОО 

V ;і • I /іч 'Ѵ ту . пп /Л ^ ^ П 

Ф (0 = 2 т "Ф (0 = 2 “Г Т ^ (0 ^ ^ /). 
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Получилось опять разложение в ряд Фурье вида (107), из которого нахо» 

ДИМ 

I I 

, 2 Р . тіпх , „ 2 Р , ,,, , ппх , 

“Г*'- 

о о 

Подстановка этих величин в (135) и даст искомое решение. При этом гра¬ 
ничные условия (132) удовлетворяются автоматически. 


§ 5. Преобразование Фурье 

32. Формулы преобразования Фурье. Будем исходить из формулы (ІІ5), 
которая дает представление любой конечной функции }(х) на интервале 

— I < X < I. В этом представлении уча¬ 
ствуют гармоники, т. е. функции ви- 
Н.} Нд Л/ Кд К„ к да діКх 2 волновыми числами к, равными 

О о ^ ^ О " ' о - ч ' -Оя I и ^ г 

т ^ ^ = (136) 

Рис. 342. (п=..., —2, —1, о, 1, 2, ...). 

Набор этих значений, изображенный на рис. 342, называется спектром вол¬ 
новых чисел; он дискретен, т. е. состоит из отдельных точек, каждой из 
которых в разложении (115) отвечает гармоника е^Кп^ с комплексной ампли¬ 
тудой с„, определяемой по формуле (116): 

I 

-I 

Допустим сначала для простоты, что функция ^(х) вне некоторого ко¬ 
нечного интервала а^х^Ь тождественно равна нулю, и обозначим 

СО 

(138) 

— СО 

фактически этот интеграл берется лишь по интервалу а^х^Ь. Тогда при 
достаточно больших I формулу (137) для коэффициентов Фурье можно пере¬ 
писать в виде 

Ь со 

і {к^)Ак, (139) 

а — со 

где Дй = -^-расстояние между соседними волновыми числами в спектре 

(СМ. формулу (136) или рис. 342). Поэтому формулу (115) для представления 
I (л:) можно переписать в виде 

=2 =2 ^ ® і—1<х<1), 

п п 


(140) 
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Допустим теперь, что I весьма велико. Тогда спектр (рис. 342) стано¬ 
вится очень густым, т. е. Д/е—очень малым. В пределе при /-> оо сумма 
(140), которая является интегральной суммой, переходит в интеграл, т. е. 
мы получаем 

СО 

/(д:)= ^ } (к) (ік {—оо<х<со). (141) 

— СО 

в этом представлении волновое число к принимает все значения от —оо до 
00 , т. е. б пределе при I-*- со дискретный спектр волновых чисел переходит 
в непрерывный спектр. 

Из первого равенства (139) видно, что при 1-*-со амплитуды т. е. 

в пределе каждая отдельно взятая гармоника присутствует с нулевой ампли¬ 
тудой. Формула (141) означает, что в пределе амплитуда оказывается «раз¬ 
мазанной» по всему непрерывному спектру волновых чисел, так что на каж¬ 
дый бесконечно малый интервал от к до к-\-(1к приходится бесконечно малая 
амплитуда 

(к~}{к)йк. (142) 

Ситуация здесь несколько напоминает ту, которая получается при перехода 
от дискретной модели материального тела к его непрерывной модели, когда 
принимается, что масса каждой отдельно взятой точки равна нулю, а масса 
оказывается «размазанной» по всем точкам с определенной плотностью. По¬ 
добно этому формула (142) означает, что } (к) —это плотность амплитуды 
гармоник на бесконечно малом интервале волновых чисел, причем плотность 
берется в расчете на единицу длины этого интервала; поэтому функция / (/е) 
называется также спектральной плотностью функции / (х). 

Формулы (138) и (141) называются формулами преобразования Фурье, 
причем (138 )—прямой формулой, а (141)— обратной. При их выводе мы 
предполагали, что функция / вне некоторого конечного интервала тождест¬ 
венно равна нулю; такие функции называются финитными. Более детальное 
исследование показывает, что формулы справедливы и в том случае, если 
интеграл (138) понимается как несобственный, но для его сходимости надо 
потребовать, чтобы 

СО 

^ \!{х)\йх < со, (143) 

-»оо 


Таким образом, каждой функции /(х), удовлетворяющей условию отве¬ 
чает ее афурье-образ'>> } (к) (т. е. результат преобразования Фурье), который 
определяется формулой (138); обратно, функция / (х) выражается через свой 
фуръе-образ по формуле (141). 

Если функция / (х) четная, то при вычислении интеграла (138) можно 
воспользоваться свойством 9 п. ХІѴ.4, и мы получаем 



00 00 

І(Х) СОѣкхйх—-^ ^ /(х)8ІП/!ХгіХ = -^ ^/(х)со8/ехгіх. 


Отсюда функция I (к) также четная, и из (141) мы получаем 

СО 

^ (х) = 2 ^ I (к) С 08 кх йк; 
о 
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это— формулы косинус-преобразования Фурье. Если функция ^(х) нечетная, то 
мы подобным образом получаем формулы синус-преобразования Фурье: 

СО СО 

Ц {к) = ^ ^ / (х) 8ІП кх йх, / (д:) = 2 ^ і / {к) зіп кх йк', 

о о 

впрочем, в этом случае фурье-образом от / (х) обычно называется не / (к), 
а /7 (й)- 

Если функция / (д:) рассматривается на интервале О < д; < оо, то ее можно 
продолжить на интервал —со <д: < О как четным, так и нечетным образом. 
Поэтому если считать как х, так и к положительным, то можно пользоваться 
как косинус-, так и синус-преобразованиями Фурье; однако образы, полу¬ 
ченные при этих преобразованиях, будут, вообще говоря, различными. 

Рассмотрим пример. Пусть / (х)—четная функция, равная 1 на интервале 
— 1<;д;<1 и нулю вне его. По формуле косинус-преобразования Фурье 

( 1 (Ю 

^ 1 • С08 кх (іх-\- II О-со&кх йх 
Применяя обратную формулу, получаем 

ОО 

/ (х) = 2 ^ С 08 кх сік. (144) 

Подобно ряду Фурье (п. 25), если подставлять в формулу для обратного пре¬ 
образования числовые значения х, мы получим значение / (х) во всех точках 
непрерывности этой функции и значение [/(х —0)-{-/(д:4-0)]/2 во всех точ¬ 
ках, где она имеет конечный скачок. В частности, подставляя в (144) значе¬ 
ние х—о, при котором функция / непрерывна, мы получим 

СО ОО 

, _ (* зіп к (* зіп к л 

о о 

Интегральная формула, равносильная формулам преобразования Фурье, 
была получена Фурье в 1811 г. 

33. Свойства преобразования Фурье. Преобразование Фурье обладает ря¬ 
дом полезных свойств; некоторые из них мы здесь перечислим. Прежде всего, 
ЯСНО, что преобразование Фурье является оператором (п. XIV. 26), для кото¬ 
рого функция /(х) является прообразом, а функция / (^) —образом. 

1. Оператор Фурье является линейным, т. е. 

(М-72)=/і + 4. а/ = а7 (а = сопз1). (145) 

Это сразу следует из формулы (138) и из того, что интегрирование является 
линейной операцией. 

Из формулы (145) вытекает, в частности, что если функция / зависит не 

только от X, но и от некоторого параметра ^ и потому / также зависит от 
этого параметра, то 




§ 5 ] ПРЕОБРАЗОВАНИЕ ФУРЬЕ 

Переходя к пределу при Д^—►О, получаем, что 
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ді ді ’ 

т. е. производная по параметру от прообраза преобразуется в производную 
по параметру от образа. Доказательство показывает, что это свойство спра¬ 
ведливо для любого линейного оператора. 

2. Если функцию / продифференцировать по х, то ее образ / умножится 
на ік. В самом деле, образом функции (х) служит 

оо оо 

— ОО — оо 

00 


-ЛГ = —00 — 00 

(мы произвели интегрирование по частям). Однако из условия (143) следует, 
что / (± оо) = 0, и потому первое слагаемое в правой части пропадает. Но второе 
равно 

оо 

^ ^ пx)е-^^^йx=^ік^{к), 

— 00 




л 

2 л: 


!іх){ — ік)е 


—ікх 


йх 


что и требовалось доказать. 

Преобразуя подобным образом обратную формулу (141), можно доказать, 
что если функцию / продифференцировать, то ее прообраз / умножится на — ік. 

3. Если функция / (х) преобразуется в / (^), то функция / (ах) (а = сопзі; >0) 
преобразуется в — / В самом деле. 


— ОО — оо 


Таким образом, при растяжении прообраза в несколько раз вдоль оси неза¬ 
висимой переменной образ сжимается во столько же раз. Это значит, что 
невозможно одновременно локализовать, т. е. сосредоточить на оси незави¬ 
симой переменной, как функцию-прообраз, так и ее спектральную плотность. 
Этот принцип неопределенности имеет многочисленные применения в физике. 

4. Если функцию / (х) сдвинуть ка ^ = сопзі;, то ее образ умножится на 
В самом деле, 

ОО ОО 

— ОО — 00 

Обратно, если образ сдвинуть на р, то прообраз умножится на 

5. Равенство Парсеваля. Если формулу (123) применить к ряду (115), мы 
получим 

I со 

I 1/МігЛ:=2( 2 |с„іа. 

- I п = — СО 
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Пользуясь формулой (139), получаем отсюда 

^ со 

С|/(;е)|>(і;г=2( 2 I ? (^ 1М«)г=2я21 И*.) 1” 

П=-оо п 

Переходя к пределу при /-> оо, мы подобно п. 32 получаем 

СО СО 

5 |/(х)1Мд: = 2аг ^ {к)\^ йк. 

— 00 —со 

Это и есть равенство Парсеваля для преобразования Фурье. 

34. Приложение к уравнению колебаний бесконечной струны. Интегралъ* 
ное преобразование Фурье применяется к решению задач математической 
физики для бесконечных сред. Покажем это на примере уравнения (131), но 
теперь будем струну считать бесконечной, т. е. —оо < х < оо, так что гра¬ 
ничные условия отпадают; в начальных условиях (133) мы для простоты 
будем считать ф(х) = 0. Обозначим через и {к, і) фурье-образ решения при 
любом фиксированном ^^0. Совершая преобразование по Фурье обеих частей 
уравнения (131), на основе свойств 1 и 2 п. 33 получим 

(ік)^и= — а^кЧі. 


При любом фиксированном к —это обыкновенное линейное дифференциальное 
уравнение с постоянными коэффициентами, откуда стандартным методом 
п. XV. 17 получаем 

и = Сі(А)е-'«^^+С2(/г)е'«*‘. (146) 


Теперь преобразуем по Фурье начальные условия (133): 

= 0 . 


^=0 


- ... ди 

= 9 ( 4 , 


Ыо 


Поэтому формулы (146) дают (проверьте!) 




На основе свойств 1 и 4 п. 33 возвращаемся к прообразу: 

^ (^—«0 + у Ф (х + аі). 


Это и есть искомое решение. Оно имеет весьма простой смысл: начальное 
отклонение делится пополам и одна половина в момент і сдвигается на рас¬ 
стояние аі в положительном направлении оси х, а другая — на то же рас¬ 
стояние в отрицательном направлении. Другими словами, по струне бегут 
две волны со скоростью а, в положительном и в отрицательном направле¬ 
ниях, без изменения своей формы, причем наблюдается все время результат 
сложения этих волн. Тем самым выяснен физическии смысл постоянной а 
в уравнении (131): она равна скорости распространения возмущений по 
струне. 


ГЛАВА XVIII 


ЭЛЕМЕНТЫ ТЕОРИИ ВЕРОЯТНОСТЕЙ 


§ 1. Случайные события и их вероятности 

1. Случайные события. Теория вероятностей — это наука о слу¬ 
чайных событиях. Понятие события принадлежит к числу основных 
и потому с трудом поддающихся определению. -На первом этапе 
событием можно считать все то, что может произойти или не про¬ 
изойти при осуществлении определенного комплекса условий] каждое 
такое осуществление называется испытанием. Например, событие 
может состоять в выпадании герба при бросании монеты; в этом 
случае испытанием будет служить бросание монеты. Событие может 
состоять в том, что некоторое изделие, выбранное из партии готовых 
изделий, окажется бракованным; в этом случае испытанием будет 
служить акт выборки изделия из партии. Однако не обязательно 
«испытание» в том смысле, как это понимается здесь, надо связы¬ 
вать с человеческой деятельностью. Например, событие может со¬ 
стоять в том, что в какой-либо день над Байкалом пройдет дождь; 
тогда испытание будет состоять просто в наступлении дня. 

Характерной чертой случайного события является то, что в ре¬ 
зультате испытания оно происходит не обязательно; это отличает 
случайное событие от детерминированного, которое происходит обя¬ 
зательно. Случайность события связана с тем, что многие факторы, 
сопутствующие испытанию и существенные для его исхода, не зада¬ 
ются. Эта неполнота информации в одних случаях является принци¬ 
пиальной (например, в азартных играх или в военных действиях) 
или недоступной современному уровню развития науки (например, 
при прогнозировании погоды). Предположение о принципиальной не¬ 
предсказуемости результатов отдельных испытаний лежит в основе 
ряда наук, таких как квантовая механика, генетика, социология и 
т. д. В других случаях точное предсказание результата испытаний 
является принципиально возможным, но нецелесообразным практи¬ 
чески, так как оно потребовало бы неоправданных затрат на до¬ 
полнительные точные и сверхточные измерения и т. п. 

Закономерности случайных событий проявляются при многократ-^ 
ном повторении испытаний. Например, нельзя предсказать результат 
единичного бросания монеты: может выпасть как герб, так и цифра. 
Никого особенно не удивит, если при десятикратном бросании герб 
выпадет всего два раза. Но если при 1000-кратном бросании герб 
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выпадает всего 200 раз, то всякий с основанием скажет, что что-то 
не в порядке либо с монетой, либо с бросанием; ведь при симмет¬ 
ричных условиях ни герб, ни цифра не имеют преимуществ друг 
перед другом, т. е. они должны выпадать примерно одинаково часто. 
Конечно, после 1000 бросаний герб не обязательно выпадает ровно 
500 раз, он может выпасть и 490, и 525 раз, но не 200! Подобным 
образом результат однократной выборки из партии изделий не позво¬ 
ляет сделать заключение о качестве партии, это можно сделать только 
при многократной выборке, как говорят, при большом объеме вы¬ 
борки, и т. п. Поэтому, уточняя первую фразу этого пункта, часто 
говорят не вообще о случайных событиях, а о массовых случай¬ 
ных событиях, понимая под массовостью многократную повторяе¬ 
мость. 

Отметим, что повторные испытания можно понимать двояко. 
Например, можно 1000 раз подбросить одну и ту же монету, но 
можно и разновременно или даже одновременно подбросить незави¬ 
симо друг от друга 1000 одинаковых монет, — это совершенно рав¬ 
ноценно. Мы не будем делать различия между этими видами повто¬ 
рений. 

2. Вероятность. Даже в обыденной жизни мы часто называем 
одно событие очень вероятным, а другое маловероятным; при воз¬ 
можности многократного повторения испытаний это означает, конечно, 
что первое событие будет происходить часто, а второе — редко. Важ¬ 
нейшей чертой теории вероятностей является то, что в ней гово¬ 
рится не просто о большой или малой вероятности события, а о 
точном численном значении этой вероятности, т. е. вероятность 
считается величиной, характеризующей частоту наступления события 
при многократном повторении испытаний. 

Допустим, что монету бросали 1000 раз и герб выпал 490 раз. 

490 

Тогда отношение= 0,49 называется относительной частотой вы¬ 


падания герба в данной серии испытаний. Пусть монету бросали 
10 000 раз и герб выпал 5027 раз; тогда относительная частота 
будет равна 0,5027. Ясно, что если монета симметричная и число 
бросаний увеличивается, то относительная частота выпаданий герба 
должна приближаться к 0,5, так как ни одна сторона монеты не 
должна иметь предпочтения перед другой. Это число 0,5 и называ¬ 
ется вероятностью выпадания герба при бросании монеты. 

В общем случае определение аналогичное. Пусть случайное со¬ 
бытие, которое мы обозначим буквой л, после осуществления серии 
из N независимых испытаний, произошло Ма раз; тогда отношение 


N 


называется относительной частотой события А в данной серии 


испытаний. Предел 


N 


А 
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к которому стремится относительная частота события А при неогра¬ 
ниченном увеличении числа испытаний, называется вероятностью 
случайного события А. Буква Р происходит от французского ргоЬа- 
ЬіИіе — вероятность. 

Таким образом, если число испытаний велико, то относительную 
частоту события практически можно просто принять за его вероят¬ 
ность. Это дает метод эмпирического подсчета вероятностей в тех 
случаях, когда их теоретический подсчет затруднен. Например, из 
статистики рождений известна с большой точностью вероятность 
рождения мальчика: она равна 0,512, хотя в отдельные годы и не¬ 
сколько отклоняется от этой величины. Это число не дает возмож¬ 
ности в каждом отдельном случае предсказать, кто именно родится — 
мальчик или девочка, можно только сказать, что появление маль¬ 
чика чуть вероятней. Но можно утверждать, что из миллиона 
родившихся детей число мальчиков будет близко к 512 тысячам 
(наскрлько именно близко, можно заключить после прочтения п. 20). 

В некоторых случаях вероятность можно вычислить с помощью 
подсчета шансов. Поясним этот метод на примере. Пусть бросается 
игральный кубик, грани которого отвечают числу очков от 1 до 6, 
и надо подсчитать вероятность того, что выпавшее число очков 
будет делиться на 3. Произведем большое число N бросаний и обо¬ 
значим через 1, 2, 3, 4, 5, 6) число появлений к очков. Тогда 

Л^ 1 -НЛ^ 2 + • • •= т. е. ^ + .+^=1. Но так как 

ни одно число очков при своем появлении не имеет предпочтения 
перед другим, то все эти шесть дробей приближенно, а в пределе 

точно равны друг другу, т. е. равны . Однако выпавшее число 

очков будет делиться на три, если оно равно трем или шести, т. е. 
в Л^з + Л^в случаях; относительная частота этого события равна 

N 6“3' 

Это и есть искомая вероятность. Полученный результат выражают 
короче такими словами: при бросании кубика имеется шесть шансов 
в соответствии с числом выпавших очков, из них два благоприят¬ 
ных шанса, отвечающих трем и шести очкам, остальные неблаго¬ 
приятные', значит, вероятность рассматриваемого события равна 

Л. = -1 

6 — 3 • 

Общая схема такого подсчета такова. Пусть в результате испы¬ 
тания должен произойти какой-либо один и только один из п исхо¬ 
дов, результатов, причем все эти исходы равновозможны. Тогда эти 
исходы называются шансами. Пусть рассматриваемое событие А 
происходит при каких-либо у исходах, которые называются благо¬ 
приятными шансами, и не происходит при остальных п — у неблаго- 
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приятных шансах. Тогда рассуждение, аналогичное проведенному 
в предыдущем абзаце, показывает, что 




т. е. вероятность события равна отношению числа благоприятных 
шансов к числу всех шансов. 

С помощью шансов легко подсчитать вероятность выитрыша 
в лотерее (надо разделить число выигрышей на число всех билетов) 
и другие подобные вероятности. При этом надо тщательно следить 
за тем, чтобы шансы были действительно равновозможными, т. е. 
равновероятными. Например, нельзя было рассуждать так: число 
очков, выпавшее при бросании кубика, может либо делиться на три, 
либо нет, а потому для первого случая имеется один шанс из двух, 

т. е. его вероятность равна (в чем здесь ошибка?). Конечно, 

предположение о равновозможности шансов является схематизацией 
действительности и в реальных случаях выполняется лишь с боль¬ 
шей или меньшей степенью точности. Оно возможно лишь при опре¬ 
деленной симметрии рассматриваемого испытания. 


Схема с шансами имеет следующий вариант, который мы поясним на 
примере. Пусть на поверхности однородного шарика зачернена некоторая 
фигура, причем площадь всей поверхности равна 5, а площадь фигуры — 5о. 
Пусть этот шарик произвольно бросается на горизонтальную плоскость 
и требуется подсчитать вероятность того, что шарик ударится о плоскость 
зачерненной частью своей поверхности. Для подсчета вероятности допустим, 
что вся поверхность разбита на маленькие участки равной площади й8. 
Тогда точка столкновения может принадлежать любому из этих участков, 

причем с равной вероятностью. Однако всего имеется ^ участков, из них 


■^0 


зачернено. Значит, для удара зачерненной частью имеется ~ шансов из 

ио ио 

5 5 5 5 

—, а потому искомая вероятность равна ~ : - 7 ^==-^. Интересно, что реше- 

ние аналогичной задачи с эллипсоидом вместо шара зависит не только от 
площади, но и от расположения зачерненной фигуры и получается с по¬ 
мощью интегрирования, что мы предоставляем сделать читателю. 

В заключение отметим, что в обиходе термин «вероятность» иногда 
употребляется по отношению к событиям, которые даже мысленно нельзя 
считать повторяющимися: например, говорят о вероятности жизни на Марсе. 
Здесь лучше говорить не о вероятности, а о степени правдоподобия гипотезы. 
Теория правдоподобия разработана пока еще недостаточно. 


3. Основные свойства вероятности. 1. Вероятность любого со¬ 
бытия есть безразмерная величина, заключенная между 0 и 1: 

0<Р{Л}< 1. 

Это сразу вытекает из определения вероятности (п. 2), из которого 
также видно, что чем Р{Д} больше, тем событие возможней, вероят¬ 
ней в обычном понимании этого термина. 
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2. Вероятность достоверного события^ т. е. такого, которое при 
испытании обязательно произойдет, равна единице. Таким образом, 
мы считаем достоверное, детерминированное событие частным случаем 
случайного, наподобие того как в п. 1.5 мы объявили постоянную 
величину частным случаем переменной. Аналогично вероятность невоз~ 
можного события равна нулю. 

Если имеется лишь конечное число шансов, то справедливы и обратные 
утверждения: если вероятность равна единице (нулю), то событие достоверно 
(невозможно). Однако в общем случае здесь имеется некоторое различие. 
Например, из п. 2 вытекает, что вероятность падения произвольно брошен¬ 
ного шарика на заранее заданную точку плоскости равна нулю. Хотя такое 
событие и не противоречит законам механики, но практически является 
совершенно невозможным. 

3. Сумма вероятностей двух противоположных событий равна 

единице. При этом два события называются противоположными, если 
наступление одного из них равносильно ненаступлению другого, 
иначе говоря, каждое из этих событий является отрицанием другого. 
Например, если вероятность попадания в мишень при каких-либо 
условиях равна 0,2, то вероятность промаха при тех же условиях 
равна 0,8. Для доказательства этого утверждения в общем случае 
обозначим через А п А два взаимно противоположных события. 
Пусть произведено N испытаний и при этом Л/д раз произошло 
событие А и Л^д раз — событие А. Тогда ясно, что — 

N А л/- 

откуда Переходя к пределу при N—>■ оо, получаем, 

что 

Р{Л} + Р{Л}=1. (1) 

4. Аналогично доказывается более общее утверждение: если 
в результате испытания должно произойти одно и только одно из 
некоторых событий Лз» •••! 

Р{Лі) + Р{Л}+--.+Р{Л1 = 1- (2) 

5. Пусть каждое из двух событий Л, В может произойти или не 
произойти в результате одного и того же испытания. Пусть произ¬ 
ведено N испытаний; обозначим через Ыд и в число испытаний, при 
которых оба события произошли, через Л^д — число испытаний, 
при которых Л произошло, а 5 не произошло, и т. д. Тогда 

^А и В и В "Ь Л^д и В "Ь и В* 

Кроме того, общее число испытаний, при которых событие Л про¬ 
изошло, равно 

и В + Л^д ив> 


аналогично Л/д = Л/л и в+А/д 


( 3 ) 
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Далее, обозначим через іѴд в число испытаний, при которых про¬ 
изошло по крайней мере одно из событий А В\ тогда 

или В “ и В ^А и В и В* (4) 

Из формул (3)—(4) получаем 

^А или В ^А 1 ^В ^А и В 

N "'7/““^ "Ж ІѴ • 

Переходя к пределу при 7Ѵ-^оо, получаем формулу 
Р{А или Д} = Р{Л} + Р{Д}-Р{Л и В}, 

в которой смысл отдельных членов естественно расшифровывается. 

В частности, если события А ѵі В несовместны, т. е. не могут 
произойти одновременно, получаем правило сложения вероятностей: 

Р{Л или .в} = Р {Л[ 4"Р {^[ {А ѵі В несовместны). 

Аналогично доказывается более общее правило: если события Лі, 
Из» • • • > попарно несовместны, то 

Р{Ир или Из, .... или И4 = Р{Иі}4-Р{И2}-Ь... + Р{И4. (5) 

4. Правило умножения вероятностей. Пусть И и .в —два собы¬ 
тия. Тогда условной вероятностью Р {И1В[ события И при усло¬ 
вии В называется вероятность события И, вычисленная в предполо¬ 
жении, что событие В произошло. Таким образом, при подсчете 
этой вероятности с помонтью относительной частоты (п. 2) отбираются 
только те испытания, при которых событие В произошло: 

Р{Л!В}=Ііт^^^. 

Л'-*оо В 

Пусть, например, имеется две урны, причем в первой содержатся три 
черных шара и один белый, а во второй — один черный и три белых. Мы 
наугад подходим к одной из урн и вынимаем один шар; какова вероятность, 

что он будет черным? Из соображений симметрии ясно, что Р{Ач} = -^, где 

Агі — событие, состоящее в появлении черного шара. Но пусть известно, что 
мы подошли именно к первой урне; обозначим это событие через Ві, тогда 

3 

ясно, что Соответствующая условная вероятность Р{^ч|Ві}=-4 . 

Из простой формулы 

^АтлВ _^В^АтлВ 

N ~~ N Мв 

после перехода к пределу прш М-^со получаем правило умножения 
вероятностей’. 

Р{А и ^} = Р{Б}Р{Аіт = Р{А}Р{БІЛ} 


( 6 ) 
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(последнее выражение получается после перемены ролей А и В). 
Итак, вероятность совмещения двух событий равна произведению 
вероятности одного из них на условную вероятность другого в пред¬ 
положении, что первое событие произошло. 

Формула (6) особенно упрощается, если события А и В незави¬ 
симые; это значит, что информация о том, произошло или нет одно 
из этих событий, не влияет на вероятность другого, т. е, 

Р{Л|В} = Р{Л}, Р{Л|В}=Р{Л}, Р{В1И}=Р{Л}, Р{В!Л}=Р{В}. 

(Впрочем, из равенств (1), (5) и (6) нетрудно вывести, что любое 
из этих четырех равенств влечет за собой остальные три.) Для 
независимых событий мы получаем 

Р {Л и Л[~Р{Л[Р{Л[ {А VI В независимые). (7) 

Эту формулу нетрудно распространить на случай любого числа 
независимых событий, т. е. таких, для которых информация о том, 
произошла или нет часть из этих событий, не влияет на вероятность 
оставшихся. Например, 

Р{Л и В и С}=Р{Л и {В и С)} = Р{Л}Р{В и С} = 

= Р{Л}Р{В}Р{С}. (8) 

С помощью приведенных правил можно подсчитывать вероятности для 
ряда простых задач. Приведем пример. Пусть по мишени стреляют три 
стрелка, причем первый поражает ее с вероятностью 0,2, второй — с вероят¬ 
ностью 0,3, а третий — с вероятностью 0,5; какова вероятность того, что цель 
будет поражена хоть раз^ Если обозначить через (і — 1, 2, 3) событие, 
состоящее в поражении цели {-м стрелком, то нас интересует вероятность 
Р{Лі, или Ла, или Лз}. Пользоваться формулой (5) здесь нельзя, так как 
события Л,* совместные; в цель могут попасть сразу два или три стрелка. 
Проще вычислить вероятность того, что все стрелки сделают промах, так как 
отдельные промахи независимы. В силу формул (1) и (8) получаем 

Р{Лі, или Ла, иля Лз} = 1— Р{Лі, и Ла, и Аз\ — 

= 1 —Р { Хі } Р {Та} Р = 1 - 0,8.0,7.0,5 = 0,72. 

Рассмотрим еще пример. Пусть из урны, в которой имеется три черных 
шара и один белый, дважды извлекается шар; какова вероятность того, что 
оба раза будет черный шар? Возможны два варианта этой задачи. Именно, 
если производится выборка с возвращением, т. е. первый шар после осмотра 
возвращается в урну и не исключено, что при второй выборке опять попа- 

3 3 9 

дется он же, то по формуле (7) искомая вероятность равна — . 

Если же производится выборка без возвращения, т. е. первый шар после 
осмотра в урну не возвращается и потому во второй выборке не участвует, 

3 2 1 

то искомая вероятность по формуле (6) равна — 

5. Формуля полной вероятности. Рассмотрим сначала пример. 
Пусть имеется три урны, причем в первой из них имеется три чер¬ 
ных шара и один белый, во второй—один черный и три белых, 
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В третьей — только три черных шара. Мы наугад, с равной вероят¬ 
ностью, подходим к одной из урн, а затем наугад берем из нее шар; 
какова вероятность, что этот шар черный? Ясно, что если появился 
черный шар, то это значит, что либо мы подошли к первой урне 
и вынули из нее черный шар, либо подошли ко второй урне и сде¬ 
лали то же, либо подошли к третьей урне и сделали то же, причем 
эти три варианта попарно несовместимы. Вероятность первого ва- 

1 3 

рианта по формуле (7) равна -о- * х > вероятность второго равна 

О 4 

и третьего Значит, вероятность того, что произойдет 

какой-либо из трех вариантов, по формуле (5) равна 

3 4^3 4^3 3 

Это и есть искомая вероятность. 

Рассмотрим теперь общий случай. Пусть в результате испытания 
должно произойти одно и только одно из некоторых событий 
^ 2 , (в примере это были подходы к одной из урн). Пусть, 

кроме того, рассматривается некоторое событие А (в примере это 
было вытягивание черного шара). Оно равносильно тому, что про¬ 
изойдет и А, либо ^2 и А, либо Вд и Л и т. д., причем все эти 
варианты попарно несовместны. Значит, по формуле (5) 

Р{Л}=Р{(Ві и Л), или {В^ и Л), ..., или (Вд. и Л)} = 

= Р{Ві и Л} + Р{В, и Л1+...+Р{В4 и Л). 

Отсюда по формуле (6) получаем окончательно 
Р {Л} = Р (Л|Ві} Р {Ві} + Р {Л1В,( Р + ... + Р {Л IР {В,}. (9) 

Эта формула называется формулой полной вероятности. Она приме¬ 
няется к задачам, аналогичным разобранной в предыдущем абзаце. 

6. Формула вероятностей гипотез. Начнем опять с тех же трех урн п. 5. 
Пусть мы наугад подошли к одной из урн, не зная их номеров, хотя и зная, 
что находится в первой урне, что — во второй, что — в третьей. Тогда если 
содержимое урн не проверяется, то все три гипотезы о том, что мы нахо¬ 
димся у первой урны, у второй или у третьей, совершенно равноправны, 

1 и 

т. е. вероятность каждой из них равна Но пусть мы наугад вытащили 

один шар из урны, у которой мы стоим, и он оказался белым. Тогда ука¬ 
занные гипотезы придется пересмотреть: например, ясно, что наша урна не 
может быть третьей, кроме того, вероятней, что она вторая, а не первая 
(почему?). Первоначальные вероятности гипотез называются доопытными, 
априорными (от латинского а ргіогі, изначально), а пересмотренные— 
апостериорными (а розіегіогі, из последующего). Как же найти эти пере¬ 
смотренные вероятности? 

Рассмотрим общий случай. Пусть имеется несколько гипотез Ні, Н^, 
причем известно, что на самом деле выполняется одна и только одна 
из них и априорные вероятности этих гипотез равны соответственно Р{Яі}, 
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Р {Яг}, .... Р {я*}. Пусть известны вероятности Р {ЛІЯ,-} (г = 1, 2. к) 

некоторого события А при каждой из этих гипотез. Тогда апостериорные 
вероятности — это как раз вероятности Р {Я,-|Л}. Чтобы их найти, напишем 
на основе (6) 

Р{Л}Р{Н,.|Д}=Р{Н,}Р{41Н,), 


откуда с помощью формулы (9) получим 


р{н,М}= 


_ Р{Л|Н,}Р(Д,) _ 

Р р {Нг)+Р {Л|Н4р {яд +... +Р {Д|Я4 р {яд • 


Это и есть искомая формула вероятностей гипотез или формула Байеса. 
Мы предоставляем читателю убедиться с ее помощью, что в задаче преды¬ 


дущего абзаца пересмотренные вероятности равны соответственно 


1 . 

4 ’ 



7. Принцип игнорирования маловероятных событий. Мы видим, 
что методы теории вероятностей дают возможность вычислять 
вероятности различных событий. Как же пользоваться этими резуль¬ 
татами? Вряд ли кого-нибудь удовлетворит такой ответ: данное 
событие либо произойдет, либо нет. 

Выход из этого затруднения типичен для прикладной математики. 
Он состоит в том, что если вероятность рассматриваемого собы¬ 
тия А окажется достаточно малой, Р {Л} < е, где е — достаточно 
малое число, то просто полагают Р{Л} = 0, т. е. считают событие А 
практически невозможным, возможность А игнорируют. Конечно, 
в принципе А не исключено, поэтому остается возможность того, 
что предсказание о ненаступлении А окажется ошибочным; однако 
чем 8 меньше, тем эта возможность будет появляться все реже. 

Какое же все-таки взять е? В различных областях приложений 
математики здесь существуют свои традиции. Если нет никакой 
опасности в том, что событие А произойдет, т. е. ошибка от непра¬ 
вильного предсказания легко исправима, то можно принять е = 0,1. 
Это означает, что в среднем из десяти прогнозов один будет невер¬ 
ным. Однако если достижение большей надежности не связано 
с существенными осложнениями, то чаще полагают 8 = 0,01. Это 
означает примерно, что игнорируется возможность падения монеты 
гербом кверху семь раз подряд, так как 2’ л: 100. Для еще более 
точных прогнозов можно принять 8 = 0,001, тогда в среднем будет 
один ошибочный прогноз из тысячи и т. д. Чем -меньше взять е, 
тем предсказание будет точнее, но тем сложнее обеспечить эту точ¬ 
ность. Особенно высокий критерий точности надо взять, если оши¬ 
бочный прогноз может быть связан с человеческими жертвами; при 
этом во многих случаях приходится переходить от вероятностных 
оценок к детерминированным. 

В п. 14 будут указаны более основательные соображения для 
выбора критерия маловероятности, т. е. е. 
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§ 2. Случайные величины 

8. Определения. Случайной величиной называется величина^ 
которая в результате испытания принимает определенное значе¬ 
ние', при повторных испытаниях эти значения, вообще говоря, 
различные. 

Случайными являются количество студентов на лекции, длина изде¬ 
лия из какой-либо партии изделий, продолжительность человеческой 
жизни и т. п. 

Как и любая величина (п. 1.5), случайная величина может быть 
непрерывной или дискретной. Так, первая из приведенных выше 
случайных величин дискретна, остальные две непрерывны. При этом 
существенно, что возможные значения количества студентов являются 
дискретными (целыми) до испытаний, тогда как дискретные значения 
для длин изделий до испытаний задать нельзя. 

Чтобы задать дискретную случайную величину, надо перечислить 
ее возможные значения и вероятности, с которыми они достигаются^ 
Получается таблица такого вида: 


Дискретная случайная величина | 


значения 


Х 2 

Хз 


вероятности 

Рі 

Рг 

Рз 



Эта таблица может быть конечной или бесконечной. При этом все 
вероятности должны быть положительными, а их сумма в силу 
формулы (2) должна равняться единице. В крайнем случае, если 
имеется всего одно возможное значение, оно должно достигаться 
с вероятностью 1, т. е. обязательно; это — случай детерминирован¬ 
ной величины. 

Непрерывная случайная величина | может принимать все значе¬ 
ния. Однако вероятность того, что такая величина будет в точ¬ 
ности равняться любому заданному значению л:, равна нулю. 
(Подобно тому как при рассмотрении непрерывно распределенной 
массы масса любой отдельной точки считается равной нулю.) Можно 
говорить о вероятности попадания величины | на заданный 
интервал оси х. При этом вероятность того, что ^ примет зна¬ 
чения из бесконечно малого интервала от х до х-\-йх, бесконечно 
мала, пропорциональна йх и зависит от х; таким образом, эта 
вероятность равна р{х)йх, где функция р{х)—плотность вероят¬ 
ности (плотность распределения) — полностью характеризует случай¬ 
ную величину |. Ясно, что р(х)'^ О (— оо < л; < оо). Из формулы (5) 
вытекает, что вероятность попадания случайной величины % на интер- 
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ь 

вал л, Ь равна ^р (а;) а из формулы (2) следует, что 
а 

со 

^ р{х) ах=\. (И) 

Впредь интеграл от —оо до оо мы будем записывать без обо^ 
значения пределов интегрирования^ так что формула (11) будет 

иметь вид ^р{х)ёх==>\. Неопределенных интегралов в этой главе 
не будет. (Укажем по этому поводу, что вообще в приложениях 
математики знак ^ для неопределенного интеграла применяется весьма 

редко. Обычно ^ означает определенный интеграл, для которого 
область интегрирования ясна из контекста, например интегрирование 
производится по максимальному диапазону изменения переменных 
интегрирования.) 

Если пользоваться дельта-функцией (п. XIV.25), то можно говорить 
о плотности вероятности и для дискретной случайной величины. Если эта 
величина задается таблицей (10), то 

Р(х) = РіЬ{х—Хі)-\-Рі8{х—Х2)-\-Рз8{х — Х2)-{-. .. 

С помощью дельта-функции можно рассматривать и случайные величины 
смешанного непрерывно-дискретного типа. В общем случае задание случай¬ 
ной величины равносильно заданию неотрицательной меры на прямой 
(п. XVI. 19), причем такой, что мера всей прямой равна единице. При этом 
мера любого интервала есть вероятность того, что случайная величина попа¬ 
дет в этот интервал, 

9. Примеры дискретных случайных величин. Пусть рассматри¬ 
вается случайное событие Л, причем Р{Л}=Р. Пусть будет прове¬ 
дено одно испытание, сколько раз произойдет событие Л? Ясно, что 
либо 1, либо о, т. е. получается случайная величина, принимающая 
два значения: 1 с вероятностью Р и 0 с вероятностью 1— Р (см, 
формулу (1)). 

Пусть теперь испытание будет проведено несколько раз, напри¬ 
мер, три раза и событие Л произойдет ѵ раз. Тогда ѵ —случайная 
величина, которая может принимать значения О, 1, 2 и 3. Подсчи¬ 
таем вероятности этих значений. Если ѵ=0, то все три раза собы¬ 
тие Л не произошло. Вероятность этого в силу независимости 
испытаний, согласно формуле (8), равна (1— Р)^. Значение ѵ = 1 
получается в трех вариантах; если событие Л произойдет при пер¬ 
вом (втором, третьем) испытании и не произойдет в двух других. 
Вероятность каждого из этих вариантов в силу формулы (8) равна 
Р(1—Р)2, а потому вероятность того, что встретится какой-либо 
один из них, по формуле (5) равна ЗР(1—Р)^, Аналогично разби¬ 
раются значения ѵ = 2 и ѵ = 3 и мы приходим к таблице: 
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значения ѵ 

0 

1 

2 

3 

вероятности 

(1-Р)3 

ЗР(1 —Р)2 

Зра(1_Р) 

рз 


{Проверьте, что сумма полученных вероятностей равна единице.’) 

Аналогично разбирается общий случай п испытаний. Событие А 
произойдет V раз, где ѵ — случайная величина, распределенная по 
биномиальному закону: 


значения ѵ 

0 

1 

2 

1 

п 

вероятности 

(1-Р)" 

(")р(і-Р)”-і 

(2 ) РМ1-Р)«-а 

1 

рп 


Здесь —биномиальный коэффициент, рав¬ 

ный числу вариантов, при которых событие А произойдет ровно к 
раз, т. е. числу сочетаний из п элементов по к. 


Пример Монета бросается шесть раз, 
она упадет кверху гербом ровно три раза? 

Ответ: { « ) 1 { 1-1)’ = ^. 


какова вероятность того, что 


Рассмотрим теперь, что получится из биномиального закона, если 
число п испытаний весьма велико, а вероятность Р события А 
весьма мала, причем так, что произведение а = Рп остается конеч¬ 
ным. Совершая в формуле 


переход к пределу при п —>-оо, что мы предоставим читателю, по¬ 
лучим в пределе 

р{ѵ = А)=|в- (А = 0, 1, 2, 

Таким образом, получается случайная величина, принимающая бес¬ 
конечное количество значений: 


значения ѵ 

0 

1 

2 

1 

к 

■ 

вероятности 

■ 

ѵ. 

ш 

1 

кГ 

1 
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Этот закон распределения называется законом. Пуассона по имени 
выдающегося французского механика, физика и математика С. Пуас- 
сбна (1781 — 1840). 

Типичным примером величины, распределенной по закону Пуас¬ 
сона, может служить число атомов некоторой порции долгоживущего 
радиоактивного вещества, распадающихся за промежуток времени, 
выбранный так, чтобы можно было регистрировать распад отдель¬ 
ных атомов. Этот закон получается из-за того, что отдельные атомы 
распадаются с равной вероятностью независимо друг от друга. 
Имеется и ряд других подобных примеров. 

10. Примеры непрерывных случайных величин. Одним из самых 
простых примеров служит величина, равномерно распределенная по 
некоторому интервалу а, Ь, т. е. принимающая все значения из этого 
интервала с равной вероятностью и не принимающая значений вне 
этого интервала. Плотность вероят¬ 
ности такой величины равна 

{а <Аг<^), 

{х <С. а или X > Ь). 


р{х) 


о 


Из 


( 11 ) 


условия 
^ График 


і 




Ь-а 

1 

1 

1 

г 

1 



а 

Ь 

X 


Рис 343. 


получаем, что 

^—-. ж этой плотности 

Ь—а ^ ^ 

показан на рис. 343. Этому закону подчинена, например, ошибка, 
получающаяся от округления числовой величины до ее ближайшего 
целого значения, в этом случае а = — 0,5, ^ = 0,5, с=а1 (почему?). 

Наиболее распространены величины, распределенные по нормаль¬ 
ному закону или, что то же, закону Гаусса. Плотность распреде¬ 
ления такой величины выражается 
формулой 

Р [х) = Ме~^ (дг-а)* — 

= ЛІ ехр [ — р (л; — а:)2], 





где а, о и р>0 —числовые пара- 
метры. Из някМ легко выразить че¬ 
рез Р с помощью формулы (11), подста- 
Рис. 344. новки ]/^Р (л: — а) = у и применения 

интеграла (ХІѴ.72), что даст (проверьте!) Лі= Кроме того, 

по причинам, которые будут ясны из п. 15, принято обозначать 


График этой плотности показан на рис. 344. О причинах распро¬ 
страненности закона Гаусса будет сказано в § 4. 
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Вероятность попадания величины распределенной по закону (12), 
на интервал а, Ъ равна 

Р{а<|<і} = :р^|ехр[_М]йд:. (13) 

а 

Она легко выражается через интеграл вероятностей 

о 

для которого имеются подробные таблицы (см., например, [9], 
[40], [53]). В самом деле, подставляя = 5 в (13), получаем 

(Ь-а)/а ,— ЛЬ-а)/а {а-а)/а 

= ^ = I - І )= 

(а-а)/а '■о о ' 

П4) 

и. Системы случайных величин. Мы ограничимся более важ¬ 
ным случаем непрерывных величин, причем для простоты будем 
рассматривать систему из двух величин. Дискретные величины и 
системы из большего числа величин исследуются аналогично. 

Пусть рассматриваются одновременно две случайные величины 
I, Г], которые в результате одного и того же испытания принимают 
определенные значения. Тогда вероятность того, что ^ окажется 
между X и лг + ^лг, а Г] — между у и у-{-йу, должна быть пропор¬ 
циональна как йх, так и йу, т. е. эта вероятность равна р{х, у)с1х йу. 
Функция р{х, у) называется плотностью совместного распределения 
величин і]. Эта функция полностью определяет пару случайных 
величин I, г|. Ясно, что она удовлетворяет условиям 

у)>0, ^ ах ^р{х, у)ау==1. 

Зная плотность совместного распределения, легко подсчитать 
плотности распределения каждой из величин Т] в отдельности. 
В самом деле, в силу формулы (5) вероятность того, что | примет 
значения между х и лг + ^лг, а Т] будет какой угодно, равна 

Р { л: ^ ^ ^ лгЧ-^ Р {х, у) йх йу = р {х, у) йу^ йх. 

у=-х, 

в силу п. 9 отсюда получаем, что плотность распределения вели¬ 
чины Рс (лг) = ^/? (л;, у)ау. Аналогично выводим, что р^{у) = 

=^р{х, у) ах. Обратно, зная только р^{х) и р^{у)у в общем слу- 
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чае восстановить функцию /?{лг, у) нельзя, так как существенно «взаи¬ 
модействие» величин I, Г]. 

Имеется важный частный случай, когда такое восстановление 
возможно. Это — случай, когда величины ті являются независи¬ 
мыми^ т. е. когда информация о значениях одной из них не влияет 
на вероятности значений другой. Тогда в силу формулы (7) 

р{х, у)ах ау = р у^ц^у + сіу\ = 

= Р {л; < І < лг + йл;} Р {у < т] < I/ + (х) ах{у) йу, 

т. е. 

У)=Рі^<х)р.^{у). (15) 

Обратно, если это условие выполнено, то легко проверить, что 
величины Г) независимые. 

С системами случайных величин связано понятие многомерной случай¬ 
ной величины, принимающей значения из некоторого многомерного прост¬ 
ранства (п. Х.2) (і?). Закон распределения такой величины задается неко¬ 
торой неотрицательной мерой в (і?) (п. XVI. 19), причем мера всего (і?) 
должна равняться единице, при этом мера какой-либо области просто равна 
вероятности того, что рассматриваемая величина попадет в эту область. 
Если в (/?) имеется некоторая «каноническая» мера, как мера Лебега в ко¬ 
нечномерном евклидовом пространстве, то с помощью дифференцирования 
по этой мере (п ХѴІ.7) можно перейти к плотности вероятности. Если 
в (/?) ввести обобщенные координаты іх, ..., то можно взамен мно¬ 
гомерной случайной величины рассматривать совокупность этих координат 
как систему обычных случайных вели.чин. 

В качестве простого примера приведем многомерный закон Гаусса. Это— 
закон распределения случайного вектора % в пространстве Е„ (п. VII. 18) 
с плотностью распределения 

р(х) —Л1ехр(—х'^Ах), (16) 

где А—некоторая симметрическая положительно определенная матрица 
(пп. XI,И и XI 1,7), а М — нормировочный коэффициент, необходимый для 
равенства интеграла от р (х) единице. Как известно из п. XI.И, после вве¬ 
дения нового декартова базиса в функция (16) приобретает вид 

р (х') = ЛІ ехр ( —Мг^—• • • —= 

^=М ехр (—ехр { — .ехр 

где ^ 1 , •••» —собственные значения матрицы А. Отсюда легко вычис¬ 
лить, что ЛІ = кроме того, из формулы (15) видно, что 

случайные координаты в новом базисе являются независимыми. 

12. Функции от случайных аргументов. Если т)=/(|), где 
I—случайная величина, то и т) будет случайной величиной, причем 
если I дискретна (непрерывна), то и т) дискретна (соответственно 
непрерывна). Если | определяется таблицей (10), то т) будет при¬ 
нимать значение /(лг^^) с вероятностью р^, значение /(%) с вероят¬ 
ностью Рч и т. д.; при этом надо иметь в виду, что если /(л;^) = 
=/(л:у), то соответствующие вероятности />,• и конечно, скла¬ 
дываются. Например, если | принимает значения —2, —1, 0, 1, 2 
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С равной вероятностью то принимает значения О, 1 и 4 
1 2 2 

с вероятностями я (почему?). 

Если т) = /(|) и ^—непрерывная случайная величина с плотностью рас¬ 
пределения р^{х), то если функция /(^) возрастающая, плотность распреде¬ 
ления р^{у) равна 

Рѵ) {У^У\^У+<^у}=^Р{х<1<х-\-с1х}=~р^ {х)ах=р~ , 


где в правой части х находится из равенства ^{х) — у. Если функция /(^) 
убывающая, то в правой части взамен /' (х) надо поставить | /' (х) [. Наконец, 
если функция /(х) не монотонная, то взамен правой части надо поставить 
сумму аналогичных выражений, взятую по всем решениям уравнения !{х) — у. 

Аналогично рассматриваются функции от нескольких случайных пере¬ 
менных. Пусть, например, С = "П). где пара случайных величин характе¬ 

ризуется совместной функцией распределения р {х, у). Тогда 


^ (АТ, у)^г 


Эта производная в общем случае вычисляется по методам п. XVI. 18. 

Покажем применение этого результата к вычислению плотности распре¬ 
деления рі,{г) суммы ^==1+11 двух независимых случайных величин. В силу 
формул (15) и (17) получаем (проверьте!) 

г-х 

Л I 

х+у^г —со 


Гг-х П Г г~х 

I Р-^^У^^У Р%^х)йх=^^ р-^{у)йу 

и.00 и—00 


р^ (х) йх = 



( 2 — х) йх. 


Мы предлагаем читателю в качестве упражнения доказать, что сумма 
двух независимых слагаемых, каждое из которых равномерно распределено 
на интервале О^х^І, имеет плотность распределения 

I О (х < О, X ^ 2), 
р(х)==і X (0<Х<1), 

I 2 —X (1 <х<2). 


§ 3. Числовые характеристики случайных величин 

13. Среднее значение. Пусть имеется дискретная случайная 
величина определенная таблицей (10), и пусть произведено большое 
число N испытаний; каково будет среднее арифметическое получен¬ 
ных значений Обозначим через число случаев, когда ^ при 
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этих испытаниях равнялось а:^. Тогда искомое среднее арифметическое 
равно 

N1X^-\-N2X2-\-NзX^-\-,., _ N-1 , ТѴа і і 

- ]Ѵ --^1 -Г -^2 -Г -^3 "7^ -Г • • • 

Однако мы знаем (п. 2), что в пределе, при N —*■ оо, будет 
N^ 

- -Значит, в пределе получается значение 

•^і^1 + -^2^2"1"-^3^3+ • • • (18) 

Оно называется средним значением {центром распределения, матема^ 
тическим ожиданием) случайной величины | и является ее важнейшей 
характеристикой; оно обозначается буквами М{^),М^. Среднее 
значение случайной величины есть величина неслучайная, детермини¬ 
рованная. (Проверьте, например, что среднее значение очков, выпада¬ 
ющих при бросании игрального кубика, равно 3,5.) 

Если ^ — непрерывная случайная величина с плотностью распре¬ 
деления р{х), то взамен (18) получится формула 

%='^хйР=і^хр {х) йх~^хр{х) йх. (19) 

(Знак суммы написан только для аналогии, на самом деле это, 
конечно, интеграл.) Мы предоставляем читателю проверить по этой 
формуле, что средние значения величин, рассмотренных в п. 10, равны 

соответственно - у - и а. Это, впрочем, ясно и из соображений сим¬ 
метрии. 

14. Свойства среднего значения. 1. Из определения очевидно, 
что среднее значение случайной величины. | имеет ту же размерность, 
что и и заключено между наименьшим и наибольшим возможными 
значениями 

2. Если случайную величину умножить на константу, т. е. 
детерминированную величину, то среднее значение умножится на ту 
же константу: М {С^) = СМ (С= сопзі). Это вытекает из п. 13, 
так как при умножении всех значений на константу и среднее ариф¬ 
метическое умножится на ту же константу. Аналогично доказывается 
следующее свойство: 

3. Если сложить две случайные величины, то их средние значе-і 
ния также сложатся: М т]) =М -{-М {т]}. В частности, если 
к случайной величине добавить константу, то к среднему значению 
добавится та же константа. 

С помощью этого свойства легко, в частности, получить значение 
среднего значения величины |, распределенной по биномиальному 
закону (п. 9). В самом деле, 
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где І 1 , Іи —независимые случайные величины, принимающие 

значение 1 с вероятностью Р и значение О с вероятностью 1— Р 
(I,- указывает, сколько раз событие А произошло при г-м испытании). 
Отсюда = + = Впрочем, это 

легко понять и непосредственно. Из полученного результата вытекает, 
что для распределения Пуассона (п. 9) М{^[ = а. 

4. Среднее значение произведения двух независимых случайных 
величин равно произведению их средних значений: М {|'п[ = М М {іі}, 
если I и т] независимы. В самом деле, если ^ принимают значения х- 
с вероятностями а т] — значения у^ с вероятностями то 
принимает значения ХіУ^^ вероятности которых в силу независимости 
I и т] равны (п. 4). Поэтому 

М = 2 ^іУ/ІРі^/) 2 (2 == 

= 2 ^іРі 2 У;Я/ = М {І} М {ті}. 

і I 

Свойства 3 и 4 немедленно распространяются на любое число 
слагаемых и сомножителей. Подчеркнем, что в свойстве 4 существенна 
независимость сомножителей; если от нее отказаться, то утверждение, 
вообще говоря, будет неверным. Например, если случайную величину 
умножить саму на себя, то среднее значение, как правило, вовсе не 
возведется в квадрат, т. е. так, в примере начала п. 12 

было М{|} — О, — 2 (проверьте!). 

5. Если случайная величина | принимает симметричные относи¬ 
тельно некоторой константы а значения с равной вероятностью, то 
^ = а (очевидно). 

6. Если случайная величина | характеризуется таблицей (10), то 
лш = 2/(-^і) Рй ^(^ли случайная величина | имеет плотность рас- 

І _ 

пределения р{х), то /{^) = ^/{х)р{х) йх (сразу следует из опреде* 
лений). 

Подсчет среднего значения дает, в частности, возможность подойти 
к выбору критерия маловероятности (п. 7). Мы приведем здесь самые простые 
соображения по этому поводу. Именно, допустим, что события с в^оятностью, 
меньшей некоторого е, считаются невозможными, игнорируются. Іогда возмо¬ 
жен неправильный прогноз, т. е. событие, объявленное невозможным, на 
самом деле произойдет. Пусть ущерб от неправильного прогноза равен к руб¬ 
лей, так что средний ущерб равен гк. Поэтому желательно уменьшить е» 
но повышение качества прогнозов требует расходов. Обозначим через ^(е) 
расход в рублях на одно испытание, необходимое для обеспечения прогноза 
«с точностью до 8»; эта функция, примерный график которой показан на 
рис. 345, в конкретных задачах может быть ориентировочно составлена. Таким 
образом, средний расход, связанный с неправильными прогнозами, равен 
/(8)~{-/ге; значение Е = ео надо выбирать из соображения минимизации этой 
суммы. 
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Скажем в заключение о многомерных случайных величинах (п. 11), при¬ 
нимающих значения в конечномерном линейном пространстве (і?) (п. ѴІІ. 17), 
т. е. о случайных векторных величинах. Формула для среднего значения 
такой величины выглядит аналогично (19): 

1 = ^ ^ хріх)(ІН, 

(Я) (Я) 

где интегрирование выполняется по всему 
пространству (/?). Все свойства среднего 
значения аналогичны скалярному случаю. 

При этом свойство 4 имеет место для всех 
видов произведений, для которых имеют 
место обычные правила раскрытия скобок 
(произведение вектора на скаляр, скаляр¬ 
ное или векторное произведения векторов), 

15. Дисперсия. Дисперсия харак¬ 
теризует степень рассеянности случай¬ 
ной величины вокруг своего среднего 
значения. Пусть дана случайная вели¬ 
чина тогда по определению ее ди¬ 
сперсией называется величина 

0^ = І>Ш = М(^-МІ)2. (21) 

Это — величина детерминированная и всегда положительная, за исклю¬ 
чением случая, когда сама | детерминированная, тогда 0^ = 0. 

Из (21) в силу свойства 6 п. 14 вытекают формулы 

І 

Из определения (21) легко следует, что если ^ умножить на кон¬ 
станту С, то 01 умножится на если к ^ прибавить константу^ 
то 0^ не изменится. Далее, если случайные величины, І м т] независи¬ 
мые^ то 

0{| + Ч[ = 0| + 0і1. (22) 

В самом деле, 

О 11} = М {[І + Г] -М (I + ц)]^\ = М {[(^-М^) + (ті-Міі)р} == 

= М (^ — МЕ)2 -I- 2М {(^ — М^) (т] — Мгі) } + М (Г)— Мті)2 = 

= В|-І-2М(І — М|)-М (11 — Мгі)-1-0ті = + 2.0-0 + 0гі = 05 + Вп 

(где использована независимость величин т]?). 

Подсчитаем дисперсии в примерах пп. 9—10. Дисперсия каждого 
слагаемого в формуле (20) равна (О— 7*)^ (1—Р)-|-(1— Р)^Р~ 
= Р(1— Р). Значит, в силу формулы (22) для биномиального закона 
Щ = пР{\ — Р). Отсюда, переходя к пределу при псю, получаем, 
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что для закона Пуассона 0^ = а. Для равномерного распределения 

01 =]' (^х-Ц^Ур(х) ах=^ (^х-Ц^у 

а 

(проверьте!). Наконец, для закона Гаусса 
0|=|(л;-а)^р=^ехр [-“] = 

^ ~ - = - Г5^ехр( — 8^)й8 — 

V л ^ 


X —а 


V 2о 

8 —и 5ехр( — 5^) = гі'Ц 
йз=йи —^ехр (— 8^)—ѵ 


~~= ^ ехр (— 5^) йз = а^. 


Часто наряду с дисперсией пользуются квадратным корнем 
ИЗ нее, называемым средним квадратичным отклонением величины 
так как имеет ту же размерность, что и Мы видим, что а 

в законе Гаусса (12) — это среднее квадратичное отклонение. 


Из формулы (22) вытекает важное следствие. Пусть случайные величины 
^ 3 » •••» независимы и распределены по одинаковому закону со средним 
квадратичным отклонением о. Тогда их сумма имеет дисперсию па® и потому 
среднее квадратичное отклонение У па. Однако, как видно из двух последних 
примеров и будет подробно разобрано в п. 19, основные значения случайной 
величины группируются на интервале, длина которого пропорциональна 
среднему квадратичному отклонению. Значит, у суммы п независимых слага¬ 
емых длина этого интервала пропорциональна не п (как было бы для равных 
слагаемых), а }/~п. Этому заісону подчиняется, в частности, погрешность 
суммы слагаемых, известных с одинаковой точностью (ср. п. 1.9). 

Две случайные величины, распределенные по различным законам, 
могут иметь соответственно равные средние значения и дисперсии. 
Поэтому в более полных исследованиях применяются и другие числовые, 
детерминированные характеристики случайных величин. В частности, при¬ 
меняются моменты распределения 

= 5 х^р{х)йх (&=1, 2, 3, ...); 

конечно, предполагается, что интеграл сходится. Первый момент — это как 
раз среднее значение, а дисперсия в силу формулы (21) выражается через 
второй момент; 

= М _2М + М {(МІ)2} = М 

Моменты высших порядков более полно характеризуют закон распределения 
рассматриваемой случайной величины. 

16. Корреляционная зависимость. Пусть задана совместная плотность 
распределения р{х, у) двух случайных величин I, (п. 11). Тогда задание 
любого значения ^ = а определяет условное распределение вероятностей с плот¬ 
ностью р {а, у) величины Т]. При изменении значения | закон условного рас¬ 
пределения величины Т], вообще говоря, меняется. Такая зависимость вели¬ 
чины т] от величины ^ называется корреляционной, в отличие от детермини¬ 
рованной, т. е. функциональной зависимости, которая изучалась в предыдущих 
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главах. Аналогично задание совместного распределения какого угодно числа 
случайных величин определяет корреляционную зависимость любой из этих 
величин от остальных 

Корреляционные зависимости встречаются очень часто. Например, когда 
мы говорим о зависимости веса человека от его роста, то речь идет, конечно, 
о корреляционной зависимости, так как вес не определяется ростом одно¬ 
значно, в то же время ясно, что закон распределения весов двухметровых 
людей совсем не тот, что полутораметровых. Когда мы говорим, что курение 
сокращает продолжительность жизни, то, конечно, речь также идет о кор¬ 
реляционной зависимости, так как имеются и противоположные примеры; 
однако закон распределения продолжительности жизни у некурящих такой, 
что среднее значение этой продолжительности выше, чем у курящих. Разпо- 
знание корреляционных зависимостей требует гораздо большего внимания, 
чем функциональных, так как на многих людей противоречащие примеры про¬ 
изводят слишком большое впечатление. (На непонимании разницы между функ¬ 
циональной и корреляционной зависимостями основано известное порицание; 
«А еще в очках’») 

Среднее значение условного распределения величины т] будет уже детер? 
минированной функцией от 

М {ли = ^}= 5 УР{х, У)Лу, 

которую мы обозначим через ^ (х). Она называется функцией регрёссии вели¬ 
чины на величину в примере с продолжительностью жизни, конечно, 
надо говорить именно о функции регрессии. Аналогично определяется функ¬ 
ция регрессии ф (у) величины I на величину 1 ( 1 ; интересно, что функции / (х) 
и ф {у), вообще говоря, не являются взаимно обратными, как это будет для 
детерминированной зависимости. Это особенно ясно для независимых случай¬ 
ных величин т), когда обе функции — константы. 

Сравнительно прост случай линейной корреляции, для которого обе 
функции, / (х) и ф (у), линейные. Обозначим 

г = 

У 

— это коэффициент корреляции между величинами | и т). Можно доказать, 
что всегда ] ^ 1 и что функции регрессии т) на ^ и ^ на т] в линейном 

случае имеют 'вид 

/М='-5,т) і/'щіх-Ъ+ѣ ф(«/)='-5,т) 

мы не будем на этом останавливаться. Отсюда видно, что при > О обе 
функции являются возрастающими, а при < О—убывающими. ’ 

Важный частный случай линейной корреляции дает двумерный закон 
Гаусса (п 11) с плотностью распределения р {х, у) — М ехр [ — {Ах^-\-2Вху-{- 
4-Су2)], где М — нормировочный коэффициент, а квадратичная форма в круг¬ 
лых скобках положительно определенная. Мы предоставляем читателю под- 

считать, что в этом случае /(х)=—— х, ф(у)=—^У, * 

17. Характеристическая функция. Характеристической функцией 
случайной величины ^ называется функция от вещественного число¬ 
вого параметра и 

(^^) = М (—оо<й<оо), 
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На основании свойства 6 п. 14 нетрудно написать более подробное 
выражение характеристической функции в виде суммы или интеграла: 

Ф- {и) = ^ или ф^ {и) ~ ^ (л:) йх. (23) 

к 

Впервые характеристические функции в теории вероятностей система¬ 
тически применил А. М. Ляпунов. 

Вторая формула (23), с точностью до обозначений, совпадает с интеграль¬ 
ным представлением Фурье (XVII.141). Значит, плотность (х) выражается 
через характеристическую функцию по формуле, аналогичной (XVII. 138); 

Рі Фг йа. 

Укажем некоторые простые свойства характеристических функций. Так, 
из (23) ясно, что всегда | (и) |<1, (0)= 1. Если гі = Сі^-|-С 2 (Сі,С 2 = 

= соП5І), то 

Ф^ {и) — М = М = {Сіи). 

Если С = 1 + причем величины | и т] независимые, то 

ф^ (і/) = М =М = М М = ф> («) ф^ (и). 


Из первой формулы (23) и последнего свойства легко получаем харак¬ 
теристическую функцию для биномиально распределенной величины (п. 9): 
ф^(и)=:(1—Р-фРе"*)”. Отсюда с помощью перехода к пределу получаем для 
закона Пуассона ф; (й) = ехр (—сс-фссе'"). Для равномёрного распределения 
(п. 10) ф^ («) = (е'^“—(6—а) ц. 

Для дальнейшего нам понадобится вычислить фурье-образ от функции 
[(л:) = ехр(— х^), что, впрочем, имеет и самостоятельный интерес. По фор¬ 
муле (XVII.138) имеем (проверьте') 


/ {к) = 




ехр (—х® — ікх) — ^ 




(іх. 


Однако последний интеграл, который мы обозначим через / (к), на самом 
деле не зависит от к: действительно. 


ак~ 


^ ехр — (^ + ^4) ^ 



1 

2 


йх — 


=^ехр 

(почему?). Значит, / (й) = / (0) == ^ ехр (— л2)гіх=|^л. Поэтому окончательно 
']{к)-^— ^— ехр ^- . Отсюда с помощью свойства 3 п. XVII.33 выте¬ 


кает, что образом функции ехр (— ах^) (с > 0) служит ехр 

ла 

Теперь легко вычислить характеристическую функцию для закона Гаусса 
(п. 10). Будем считать сначала, что а = 0. Так как формула (23) дает обрат¬ 
ное преобразование Фурье, то надо дополнительно помножить результат на 
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(и) = 2л 


Ѵ2ла 2 Г 


Если теперь совершить сдвиг на а, то по свойству характеристических функ¬ 
ций получаем 

(ц) ехр ^^| = ехр (ши 


Отсюда, властности, вытекает замечательное следствие. Пусть независимые 
величины |і, І 2 распределены по закону Гаусса с параметрами а^, и а^, О 2 
соответственно. Тогда для ^ = Ы-ё 2 получаем 

(р^ (и) = (и) ф ^2 (и) = ехр [іаіи -^^ ехр і^іПги -- і = 

= ехр («1 и — | • 


Таким образом, получился опять закон Гаусса с параметрами сс^а^-І-аз, 
а — Эта инвариантность закона Гаусса относительно сложения 

является одной из основных причин его распространенности. Для дискретных 
величин этим свойством обладает закон Пуассона. 


§ 4. Применения нормального закона 

18. Нормальный закон как предельный. Рассмотрим, как ведет 
себя биномиальный закон распределения (п. 9), если Р остается 
неизменным, а л со. Если обозначить через случайную вели¬ 
чину с таким законом распределения, то, как было уже показано, 
ее среднее значение. а„ = яР— >-оо и среднее квадратичное отклоне¬ 
ние 0 „=]/я ]/Р(1—Р)—>-оо. Это «размазывание» величины 
несколько затрудняет ее непосредственное исследование. Проще 
сначала сделать линейное преобразование величины после кото¬ 
рого среднее значение стало бы равным нулю, а среднее квадра¬ 
тичное отклонение — единице. Это преобразование называется норми¬ 
ровкой величины и осуществляется по простой формуле 

Замечательная теорема Муавра — Лапласа гласит, что закон 
распределения нормированной таким образом величины при п~^оо 
стремится к закону Гаусса, (П. Лаплас, 1749—1827 —выдающийся 
французский астроном, математик и физик.) 

В самом деле, в силу п. 17 

_ и( і “ 

(м) = е \1 —Р + Рб = 
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Разлагая выражение, стоящее в фигурных скобках, по степеням 
получим 


1 —Р + Р 


Р«3 


X 


2п(1 — Р) ' 
іи «2 


X 


ѴпР{\—Р) '2пР(1 — Р) ■*"•••) } 


1 

Ѵп^ 


2; 


(проверьте!). Но согласно п. 16 получилась как раз характеристическая 
функция закона Гаусса с а = 0, а=1. 


Мы уже отмечали в п. 14, что величина, распределенная по 
биномиальному закону, представляет собой сумму п независимых 
слагаемых, с одинаковым простейшим законом распределения. Оказы¬ 
вается, что тот же закон Гаусса получается в пределе при любом 
исходном законе распределения, кроме детерминированного. 

В самом деле, допустим для простоты, что у исходного закона с харак¬ 
теристической функцией Фо (“) среднее значение равно нулю, а дисперсия —- 
единице; так как проводится нормировка, то это ограничение несуществен¬ 
ное. Тогда из формулы (23) вытекает, что фо(0) = 0, фо(0) =—1, т. е. по 

«2 

формуле Тейлора сро(“)=1-При обозначениях, аналогичных при¬ 

мененным выше, получим 



Оказывается, что условие одинаковости законов распределения 
у слагаемых также необязательное. Так, А. М. Ляпунов доказал, 
что закон распределения нормированной суммы + 
независимых случайных слагаемых близок к закону Гаусса, если п 
велико, а отношение 

п / л \з/а 

2 К = му 

к=1 \к=і / 

малб. Это условие нарушается, если дисперсия небольшого числа 
слагаемых существенно превосходит дисперсию остальных слагаемых, 
которые поэтому после нормировки как бы отпадут; нарушается 
условие Ляпунова и в некоторых специальных случаях, например 
в случае, приводящем к закону Пуассона. (Проверьте!) 

Если после нормировки получился закон Гаусса, то это значит, 
что и до нормировки был закон Гаусса, но уже с произвольными 
средним значением и дисперсией. Итак, сумма многих независимых 
случайных слагаемых распределена по закону Гаусса, независимо 
от того, как были распределены слагаемые; исключение составляют 
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лишь случаи* указанные в предыдущем абзаце. Это и есть важней¬ 
шая причина огромного значения закона Гаусса. 

В частности, обычно принимается, что ошибки измерения под¬ 
чиняются закону Гаусса. В самом деле, такая ошибка обычно скла¬ 
дывается из многих независимых трудно контролируемых мелких 
ошибок, что и приводит к этому допущению. 

19. Доверительные оценки средних. Вернемся к задаче о бро¬ 
сании монеты, рассмотренной в п. 1. Ясно, что если из 1000 бро¬ 
саний герб выпадет 200 раз, то что-то не в порядке. А если 400, 
450 раз? Другими словами, может ли после 1000 бросаний относи¬ 
тельная частота выпадания герба равняться 0,4 или 0,45? Теперь 
мы в состоянии ответить на этот вопрос. 

Рассмотрим более общую задачу. Пусть рассматривается неко¬ 
торая случайная величина | (в предыдущем примере это было число 
выпаданий герба при одном бросании). Пусть проведено п испытаний, 
в результате которых она приняла значения х^, ..., x^^. Обо¬ 

значим среднее арифметическое этих значений через 

“ТГ (24) 

На основе п. 13 мы можем утверждать, что при п—уоо будет 
дг” —этот закон больших чисел при нашем изложении мы при¬ 
няли за основу определения среднего |. Но с какой скоростью 
д;‘">-^1? 

Рассмотрим случайную величину 

~ ПГ ^2 + • • • + Іп)> 

где все слагаемые независимые и распределены по тому же закону, 
что Тогда (24) — это одно из значений величины Однако 

в силу п. 18 при большом п можно принять, что величина рас¬ 
пределена по закону Гаусса. Притом 

где 0^ — среднее квадратичное уклонение величины Поэтому в силу 
формулы (14) можно принять, что 

Р {а < І'“' < *} = I [ф (У^- Ф (Г"л. 

Ограничимся для простоты симметричными интервалами вида 
Р{|Г"’-11<6} = Ф(-^). (25) 
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Эта формула и решает поставленную задачу. Практически ею 
можно пользоваться при любых п. Для ориентировки приведем 
самую грубую таблицу функции Ф (/): 


і 

0,0 
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7 девяток 

1 


Как же быть с бросанием монеты? Условимся начать сомневаться, 
если произойдет событие, вероятность которого меньше 0,01. Тогда, 
выбрав б таким, чтобы правая часть (25) равнялась 0,99, мы пол¬ 
ностью исчерпаем область значений, не вызывающих сомнения. 

Отсюда —- =2,6, и так как в нашем примере п— 1000, а- = -^ , 

мы получаем, что 6 = 0,041. Итак, мы получаем доверительные 
оценки 459^Ж^541 для числа М выпаданий герба, т. е. оценки, 
которые мы гарантируем, игнорируя события, маловероятные отно¬ 
сительно выбранного критерия (п. 7). 

20. Обработка эмпирических данных. В п. 19 мы считали, что 
закон распределения случайной величины | задан. Однако на прак¬ 
тике чаще встречаются задачи, в которых этот закон не задан, а 
числовые характеристики величины | требуется найти, исходя из 
результатов испытаний. Такая задача возникает, если требуется 
определить среднее значение какой-либо числовой характеристики 
(скажем, прочности, долговечности и т. п.) изделия в некоторой 
партии {генеральной совокупности) изделий с помощью проверки 
этой характеристики у выбранных наугад контрольных изделий. Та 
же задача возникает при повторном измерении какой-либо неизвест¬ 
ной физической величины, так как из-за возможных ошибок изме¬ 
рения его результат является случайной величиной, среднее значение 
которой при отсутствии систематических ошибок измерения равно 
точному значению измеряемой величины, и т. д. 

Пусть произведено п испытаний и величина | приняла значения 
лгі, ..., х^. Тогда из предыдущего вытекает, что за прибли¬ 
женное значение для | следует принять среднее арифметическое (24) 
из полученных результатов. Кроме того, оказывается, что за при- 
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ближенное значение для среднего квадратичного уклонения можно 
принять 







(26) 


Для доказательства этого воспользуемся обозначениями п. 19 и обозначим 
п 

дополнительно == ~ 2 . ^ ^ (Іі —Подсчитаем среднее значение (про- 
верьте!) 




М 


и?. • 






Представляя каждое Іі в виде (1,- —ё) + § и производя вычисления, получаем 

-^[’лОІ+пІ»—О| = о| . 

Кроме того, подсчет который мы предоставляем читателю, показывает, 
что при п-*со. Однако подкоренное выражение в (26)—это зна¬ 

чение случайной величины Отсюда и следует (26). 


Теперь можно, задавшись критерием маловероятности (п. 7), на 
основании формулы (25) получить доверительные границы для 
Например, будем игнорировать события, вероятность которых менее 

0,003. Тогда из (25) следует, что можно принять —^-^=3, и мы 

получаем довольно распространенную доверительную оценку для 
среднего значения 




Ѵп 




За% 


Ѵп’ 


(27) 


выполняющуюся с вероятностью 0,997. В этой формуле сг^ можно 
подставить из (26). 

Обратим внимание на одно следствие из оценки (27). Пусть для 
одной и той же величины | проведено две серии из п испытаний, 
что привело к средним значениям и Тогда с вероятностью 
0,997^=0,994 для обоих этих" значений выполнены оценки (27), 


откуда Значит, для больших я эмпирические 

У п 

средние х^'^> с большой вероятностью принимают вполне определен¬ 
ное значение в любой серии испытаний. Впрочем, этот результат, 
хотя и без количественной оценки, вытекает из самого определения 
среднего значения. 
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Если рассматривается пара случайных величин т], находящихся в ли¬ 
нейной корреляционной взаимосвязи (п. 16), то после испытаний получается 
система пар значений (Хц- і/і), (Ха; і/а), (х„; і/„). Можно поставить задачу 

о приближенном построении функции регрессии т) на | на основе этих дан¬ 
ных. Оказывается, что решение этой задачи приводит как раз к методу 
наименьших квадратов, описанному в п. XII.8. 

Теория вероятностей, зародившаяся в XVII в. в связи с анали¬ 
зом азартных игр, особенно развилась в XIX и XX веках и в на¬ 
стоящее время является весьма содержательной дисциплиной, 
богатой многочисленными приложениями. Большой вклад в нее внесли 
П. Л. Чебышев, А. М. Ляпунов, А. А. Марков, С. Н. Бернштейн, 
А. Н. Колмогоров, Ю. В. Линник и многие другие отечественные 
и зарубежные ученые. С теорией вероятностей непосредственно 
связана математическая статистика, изучающая методы обработки 
статистических данных. Имеется много курсов теории вероятностей, 
математической статистики и их приложений; из более кратких 
отметим [1], [9], [11], [40], [44]. 



ГЛАВА XIX 


О СОВРЕМЕННОЙ ВЫЧИСЛИТЕЛЬНОЙ ТЕХНИКЕ 


Простейшие вычислительные средства — логарифмическая линейка, 
конторские счеты, арифмометр, таблицы уже давно внедрены в прак¬ 
тику и широко известны. Однако для потребностей современной 
науки, техники, экономики эти средства недостаточны. Многие важ¬ 
ные задачи, в принципе разрешимые, требуют очень большой вычи¬ 
слительной работы, так что их решение с помощью указанных средств 
невозможно получить в практически приемлемые сроки. Для получе¬ 
ния решения часто приходилось не принимать во внимание многие 
существенные факторы, что приводило к количественным, а иногда 
и к принципиальным ошибкам. 

Поиски более эффективных вычислительных средств и достиже¬ 
ния современной техники привели к подлинному перевороту в этой 
области, который произошел в последнее двадцатилетие и проявился 
в создании быстродействующих электронных вычислительных машин. 
Интенсивное внедрение этих машин в практику позволило успешно 
разрешить ряд важных задач и значительно увеличить количество 
областей человеческой деятельности, в которых применение матема¬ 
тики приводит к полезным результатам. Несомненно, что дальнейшее 
развитие и, особенно, расширение круга применений современной 
вычислительной техники приведут уже при жизни нашего поколения 
к коренной перестройке организации научных исследований, техни¬ 
ческих работ, экономических расчетов, управления, обслуживания 
и т. д. 


§ 1. Два основных типа вычислительных машин 

Имеются два основных способа представления математических 
величин, над которыми производятся вычисления. По одному способу 
такие величины непосредственно изображаются теми или иными фи¬ 
зическими величинами—длинами, углами, напряжениями и т. д., 
после чего подбирается физическая схема, в которой физические 
величины преобразуются по тому же закону, по которому должны, 
преобразовываться математические величины. Вычислительные машины, 
основанные на таком принципе, называются аналоговыми или моде- 
лирующимщ простейшими аналоговыми приборами являются логариф- 
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ыическая линейка и планиметр (п. XIV. 12). По второму способу с 
помощью какой-либо конструкции изображается цифровая запись 
рассматриваемых математических величин, а действия над ними 
заменяются арифметическими действиями над цифрами. Вычисли¬ 
тельные машины, основанные на этом принципе, называются цифро¬ 
выми] к ним относятся, в частности, конторские счеты и арифмометр. 
Наибольшие достижения, о которых говорилось выше, относятся к 
цифровым машинам. 

1. Моделирующие вычислительные машины. Рассмотрим сна¬ 
чала простейший пример. Пусть требуется найти сумму 5 двух за¬ 
данных величин л: и ѵ: 

5 = ( 1 ) 

Эту задачу можно промоделировать на механической схеме 
(рис. 346, а), приняв х, 3^ и 5 за длины, либо на электрической схеме 

с переменными сопротивлениями 
(рис. 346, б), приняв X, у и в за 
токи, а также на многих других 
схемах. Уже на этом примере хо¬ 
рошо видны характерные черіы 
моделирующих вычислительных 
машин. 

Прежде всего, входные пара¬ 
метры X и у могут непрерывно 
изменяться в определенных диа¬ 
пазонах; поэтому данный класс 
машин называют также вычисли¬ 
тельными машинами непрерывного 
действия. Конечно, можно себе 
представить, что на рис. 346, б 
сопротивления меняются дискретно, с помощью «магазина сопротив¬ 
лений»; но эта дискретность была бы конструктивной, непринци¬ 
пиальной, тогда как цифровые машины принципиально являются ма¬ 
шинами дискретного действия. 

Далее, ясно, что точность ввода параметров и получения резуль¬ 
тата невелика; и действительно, она обычно бывает порядка процен¬ 
тов, в лучшем случае десятых долей процентов. Это, конечно, огра¬ 
ничивает возможности моделирования громоздких вычислений. Кроме 
того, моделирующие машины обычно являются сравнительно узко 
специализированными, т. е. приспособленными лишь для решения за¬ 
дач определенного узкого класса. Так, приспособления, изображен¬ 
ные на рис. 346, предназначены лишь для выполнения действия (1) 
и непосредственно связанных с ним действий, например вычитания. 
В то же время, если такие специализированные задачи приходиіся 
решать часто и особой точности не требуется, то применение моде¬ 
лирующих машин и приборов оказывается очень эффективным. На¬ 
пример, довольно широко применяются электрические интеграторы, 
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предназначенные для решения систем обыкновенных дифференциаль¬ 
ных уравнений. 

На разобранном примере хорошо видно также, чго одну и ту 
же взаимосвязь величин можно осуществить на различных физи¬ 
ческих схемах. Эго имеет место и во многих гораздо более важных 
и сложных примерах и дает основание для моделирования физических 
процессов: чтобы в некоторой физической схеме найги какую-либо 
величину б", которую трудно замерить или подсчитать непосредственно, 
создают новую схему, иной физической природы, но в которой между 
участвующими величинами имеет место такая же функциональная 
взаимосвязь; после этого в новой схеме замеряют величину, соот¬ 
ветствующую б". При этом, если математическая эквивалентность 
двух физических схем установлена, то математическое решение задачи 
оказывается излишним, так что никаких вычислений, если они не 
нужны для чего-либо иного, можно не производить. В последние 
I оды таксе аналоговое решение задач на основе электромеханических, 
отико механических, элсктродифф}-знойных и т. д. аналогий получило 
широкое развитие. 

Часто моделирующая вычислительная машина представляет собой 
агрегат, состоящий из нескольких блоков (элементов), каждый из 
которых предназначен для выпол¬ 
нения какого-либо одного дейст¬ 
вия. Рассмотрим, например, наи¬ 
более распространенный сейчас 
способ представления величин с 
помощью электрических напря¬ 
жений. Суммирующий блок, схе¬ 
матически изображенный на 
рис. 347, а, обладает двумя вхо¬ 
дами и одним выходом, причем 
если к входным клеммам под¬ 
ключить пострянные или завися¬ 
щие от времени і напряжения 
а: и у, то на выходной клемме напряжение будет равняться г = х-\-у. 
При этом, как именно происходит суммирование, нас в данном слу¬ 
чае не интересует. Аналогичный вид имеет множительный блок 
(рис. 347, б), блок функционального преобразования (рис. 347, в) 
при вполне определенной функции / (скажем, синусный блок при 
/(х) = 8іплг и т. п.); блок'усиления (рис. 347, г), в котором коэффи¬ 
циент усиления к можно менять, и т. д. При решении дифференци¬ 
альных уравнений применяется дифференцирующий блок (рис. 347, й), 
который при входных, зависящих от времени напряжениях х{і) иу{і:) 
вырабатывает выходное напряжение буісіх, также, вообще говоря, 
зависящее от времени. Применяются и другие блоки. Собирая эти 
блоки в различные агрегаты, мы получаем возможность решать раз¬ 
личные уравнения 



Рис. 347. 
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Покажем, например, схему для решения системы уравнений 

ах-\-Ьу=с, Л 
(іх-^[(у) = 0. } 

Для этого ее удобно переписать в виде 


Соответствующая схема изображена на рис. 348, причем кружком обозначен 
источник напряжения, с одной стороны заземленный, и на каждом канале 

указано передаваемое напряжение. Величины 4- и ^ не надо подсчитывагь, 

о а 

так как шкалу коэффициента усиления можно разградуировать в обратных 
значениях. 



Рис. 348. Рис. 349. 


Хорошо видно, что на данной схеме удобно изучать влияние коэффици¬ 
ентов на решение, а при помощи видоизменения схемы можно решать и 
другие аналогичные системы. Однако надо иметь в виду, что если задача 
имеет несколько решений, то схема может дать не то решение, которое 
нужно. 

Покажем еще схему для решения дифференциального уравнения, напри¬ 
мер, вида 

У" + 1(У')-^-У = '^(х) (У^У{х)), 

для чего перепишем его так: 

у=^1р (дс) —у”'—/(у'). 

Соответствующая схема показана на рис. 349 (проверьте ее правильность!). 
Здесь у уже является переменной величиной, изменение которой следует 
отнести к изменению независимой переменной х. 

Часто в качестве независимой переменной берется время і. Тогда 
дифференцирующий блок имеет только один вход, а в разобранном 
втором примере ввод х не требуется; просто на клемму, обозначен¬ 
ную на рис. 349 точкой, надо подавать напряжение ФСО» что можно 
делать без предварительных вычислений, прямо с графика или ка¬ 
кого-либо иного датчика. Это особенно удобно, если и по физиче¬ 
скому смыслу задачи независимой переменной является і, т. е. задача 
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решается в реальном масштабе времена. Тогда решение задачи можно 
непосредственно, минуя человека, передавать в какую-либо иную 
схему для использования; на этом принципе основаны многие при¬ 
способления для автоматического регулирования. 

Применение реального масштаба времени дает также возможность 
при испытании сложных конструкций заменять отдельные дорогосто¬ 
ящие агрегаты вычислительными машинами. Например, автопилот 
можно испытывать не в полете, что дорого и опасно, а на стенде, 
заменив самолет моделирующей машиной, которая по своей реакции 
на работу автопилота полностью тождественна самолету. 

Основы теории математических машин непрерывного действия 
изложены, например, в книгах [30], [52]. 

2. Цифровые вычислительные машины. Первые приспособления 
типа конторских счетов были созданы в Китае 2—3 тысячи лет до 
н. э., а первую суммирующую машину сконструировал в 1641 г. 
выдающийся французский математик и физик, философ Б. Паскаль 
(1623—1662). Результатом усовершенствования машины Паскаля 
явились широко распространенные сейчас малые счетные машины — 
суммирующие машины, выполняющие действия сложения и вычитания, 
и полуавтоматические и автоматические арифмометры, производящие 
все четыре арифметических действия. Все эти чрезвычайно полезные 
машины, конечно, не могут действовать очень быстро как из-за не¬ 
высокой скорости самого вычисления, так и из-за того, что входные 
данные для каждого арифметического действия вводятся человеком- 
вычислителем. 

Потребности обработки большого числа однородных данных, 
возникающие в статистике, бухгалтерском учете и финансово-банков¬ 
ском деле, привели к созданию в начале XX в. счетно-аналитических 
(счетно-перфорационных) машин — перфораторов, сортировок, табуля¬ 
торов и т. д. В такие машины входные параметры поступают проби¬ 
тыми на перфокартах (см. п. 4); с помощью «прощупывания» этих 
карт системой электрических контактов машина их сортирует по 
заданной программе, производит суммирование параметров и накоп¬ 
ление итогов, а также другие простые действия. Для более сложных 
действий эти полезные машины приспособлены мало. 

Как было сказано, переворот в этой области наступил в связи 
с созданием быстродействующих автоматических универсальных 
цифровых машин. Хотя идея конструкции таких машин была выска¬ 
зана еще в XIX в., но лишь достижения современной электроники 
сделали возможной ее реализацию. Первая быстродействующая элек¬ 
тронная цифровая машина ЭНИАК была построена в США в 1943 г., 
а в 1946 г. американский математик Дж. Нёйман (1903—1957) 
сформулировал основные идеи и принципы построения таких машин. 
В СССР первые машины этого типа были пущены в 1952 г.; сейчас 
у нас имеется большое число машин различной мощности и разного 
назначения (п. 7). 
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Структурная схема (блок-схема) автоматической цифровой вычи¬ 
слительной машины, т. е. основные ее блоки и их взаимосвязь, по¬ 
казана на рис. 350 В запоминающем устройстве (ЗУ) имеется опре¬ 
деленное количество, например 512, ячеек, каждая из которых слу¬ 
жит для записи одного числа или одной «команды» (предписания). 
Запись команды, как мы увидим в п. 5, по внешней форме ничем 

не отличается от записи числа. Не¬ 
которые из этих ячеек заполняются 
от устройства ввода, тогда как^дру- 
гие заполняются по мере работы, 
причем в процессе работы содер¬ 
жимое ячеек может многократно за¬ 
меняться, а часть ячеек не исполь¬ 
зуется. Руководствуясь записанными 
командами, устройство управления 
(УУ) направляет числа (или коман¬ 
ды) из ЗУ в арифметическое устрой¬ 
ство (АУ), которое их преобразует 
в соответствии с этими командами и возвращает в ЗУ. По мере 
получения требуемых результатов они по сигналам УУ автоматически 
печатаются, а после окончания вычисления УУ останавливает ма¬ 
шину. (Подробнее эта последовательность действий будет описана 
в § 2.) 

На универсальной автоматической цифровой машине можно решить 
любую математическую задачу, для которой указан алгорйтм, т. е. 
четкое предписание, определяющее вычислительный процесс, которое, 
исходя из входных данных, обязательно приводит к требуемому 
результату. Однако и нематематические задачи, для которых можно 
■указать аналогичный алгоритм решения, разрешимы на таких машинах. 
Например, цифровая машина может управлять металлорежущим стан¬ 
ком при обработке детали как угодно сложного профиля; при этом 
вводные данные характеризуют профиль, а результаты вычисления 
преобразуются в сигналы устройству управления станком. Аналогично 
работает устройство, управляющее полетом самолета, начиная от 
взлета и кончая посадкой в заданном месте. Цифровая машина может 
управлять производственным процессом, что особенно важно во вред¬ 
ных для человека отраслях производства, и дает возможность пол¬ 
ностью автоматизировать процесс. В случае отклонения от первона¬ 
чально заданной программы машина может принимать наивыгоднейшие 
решения, сравнивая возможные варианты, а также контролировать 
результат. Конечно, при этом информация о действительном 
состоянии процесса должна вводиться в машину автоматически, с 
помощью специальных устройств. При разработке инженерной кон¬ 
струкции машина может просчитывать десятки и сотни вариантов, 
чтобы выбрать из них наилучший по какому-либо заданному при¬ 
знаку. Аналогичные применения получили цифровые машины для 



Рис 350. 

Каналы информации обозначены 
сплошными стрелками, каналы управ¬ 
ления обозначены пунктирными стрел¬ 
ками 
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прогноза погоды, для планирования перевозок, размещения предпри¬ 
ятий и т. д. Впрочем, во всех этих применениях более эффективными 
обычно оказываются не универсальные, а специализированные циф¬ 
ровые машины, приспособленные для решения определенного круга 
задач. 

Это открывает широкие возможности автоматизации многих видов 
умственного труда человека; человек вырабатывает алгоритм, а вы¬ 
числительная машина его реализует, иногда даже вырабатывая новые 
алгоритмы в процессе этой реализации. 


§ 2. Понятие о программировании 

3. Системы счисления. Десятичная система счисления, которую 
мы изучаем в школе и цостоянно применяем в жизни, неудобна для 
использования в работе электронных цифровых машин. Здесь чаще 
всего применяется двойчния система счисления, в которой имеется 
всего лишь две цифры, О и 1 (тогда как в десятичной системе 
имеется десять цифр), и все числа записываются в виде комбина¬ 
ций этих цифр. Для этого принимают, что записи 10, 100 и т. д. 
означают не степени десятки, а степени двойки, т. е. числа два, 
четыре и т. д. 

Покажем перевод первых натуральных чисел из десятичной систе¬ 
мы в двоичную. 


Десятич¬ 

ная 

запись 

1 

2 

3 

Н 

5 

6 

1 

8 

9 

10 

11 

12 

13 

и 

т. д. 

Двоич¬ 

ная 

запись 

1 

10 

11 

100 

101 

По 

111 

1000 

1001 

1010 

1011 

1100 

1101 

и 

Т. д 


Любое целое число можно записать в двоичной системе счисле¬ 
ния; для этого из данного числа надо выделять степени двойки, 
начиная со старшей. Например, 

1967 = 1 • 1024 + 1.512 + 1.256-Ь Ы 28-ф о. 64 + 1 • 32-4-о • 16+ 

+ 1-8-|-1‘4+1-2+Ы, 

т. е, двоичная запись этого числа такова: 11 110101 111. 

Аналогично составляются двоичные дроби, взамен десятичных. 

Например, двоичное число 10,1011 означает 2+ = ^ * 

Любое нецелое число можно записать в виде конечной или беско¬ 
нечной двоичной дроби; естественно, что в реальных вычислениях, 
дроби округляются. 
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Таблицы сложения и умножения в двоичной системе крайне 
просты: 

0 + 0 = 0 , 1+0 = 0 + 1 = 1 , 1 + 1 = 10 , 

0.0 = 0, 0.1 = 1 -0 = 0, Ы = 1. 

Пользуясь этими таблицами, возможно производить арифметические 
действия над числами, записанными в двоичной системе, совершенно 
аналогично тому, как это делается в школе для десятичной системы. 

Основной недостаток двоичной системы состоит в том, что двоич¬ 
ная запись сравнительно небольших целых чисел занимает очень 
много места. 

Поэтому для вспомогательных записей применяются и другие 
системы, в особенности восьмеричная. В ней имеется восемь цифр: 
о, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7; число «восемь» записывается в виде 10, 
«девять» — в виде 11, «шестьдесят четыре» —в виде 100 и 

т, д. Легко переходить от восьмеричной записи к десятичной и 
обратно; например, восьмеричное число 571 в десятичной системе 
запишется в виде 

5.82 + 7.8+ 1 =377. 

Применение восьмеричной системы объясняется тем, чго длина 
записи чисел в ней не намного превышает длину записи в десятич¬ 
ной системе и в то же время от восьмеричной записи числа крайне 
просто переходить к двоичной записи. Например, числа 5, 7 и 1 
имеют двоичную запись 101, 111 и 001 и потому восьмеричное 
число 571 имеет двоичную запись 101 111001, так как переходу в 
следующий разряд в восьмеричной системе отвечает умножение на 
1000 в двоичной системе, В частности, нумерация ячеек производится 
по восьмеричной системе: так, если ячеек 512, то они получают номера 
от о до 777 (проверьте!). 


Для ввода чисел в машину применяется своеобразная .двоично-десятич¬ 
ная система, В ней первые десять (начиная от нуля) чисел записываются, 
как в двоичной системе: 


Десятичная 

запись 

0 

■ 

2 

3 

4 

5 

6 

1 

8 

9 

Двоично-десятич¬ 
ная запись 

0000 

0001 

0010 

о 

о 

0100 




1000 

1001 


Для записи дальнейших натуральных чисел взамен каждого десятичного 
знака подставляется сооіветствующая четверка цифр из 0 и 1. Например, 
числа 63 и 125 в двоично-десятичной записи имеют вид 

0110 0011 и 0001 0010 0101. 

Аналогично преобразуются десятичные дроби в двоично-десятичные дроби. 

Двоично-десятичная запись еще длиннее, чем двоичная. Однако ее удоб¬ 
ство в том, что от нее крайне просто переходить к десятичной и обратно. 
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4. Запись чисел в машине. В электронной цифровой машине 
числа записываются по двоичной системе в ЗУ (п, 2) в ячейках 
одинаковой длины, т. е. с одинаковым числом разрядов, каждый из 
которых содержит О или 1. Для каждой конструкции машин принят 
один из двух способов записи; 

1. При записи с фиксированной запятой первый разряд ячейки 
отводится под знак числа: -|- изображается в виде О, а — в виде 
1; дальнейшие разряды ячейки отводятся под последовательные 
дробные (после запятой) разряды двоичного разложения этого числа. 
Например, если в ячейке 30 разрядов, то запись 


10 0 


0 1110 0 


0 0 0 0 0 0 0 0 0 


0 0 0 0 


0 0 0 


( 2 ) 


означает число —0,0010111001 в двоичной записи, т. е, 

■~(“Ж"" —0,1806640625 
в десятичной записи. 

При данной длине ячейки возможно записать любое число от 
— (1—2“2®) до -|“(1—2“^®) с шагом 2“^® (почему?). Поэтому при 
вычислениях во все участвующие величины вводится, если это тре¬ 
буется, масштабный множитель с тем, чтобы все они попали на 
интервал от —1 до 

Отметим, что применяются и другие способы записи отрицатель¬ 
ных чисел; эти способы мы не будем рассматривать. 

2. При записи с плавающей запятой, впервые примененной в со¬ 
ветских машинах, диапазон изображаемых чисел значительно расши¬ 
ряется за счет дополнительного умножения на степень двойки. При 
этом под показатель степени, включая его знак, отводится неко¬ 
торое вполне определенное число разрядов, например, в конце ячейки. 
Если этих разрядов шесть, то при общей длине ячейки в 30 раз¬ 
рядов наибольшее число, которое можно записать в ячейке, имеет 
такой вид: 


знак знак разряды 

числа дробные разряды числа показателя показателя 





--^ 

0 

1 





1 

1 

1 

1 






1 

1 




1 

1 

1 

1 

0 

1 

1 


1 



(3) 


и равно (1—2 23^ 2^1 = 2^^ — 2® яг; 2®^, тогда как наименьшее поло¬ 
жительное число, которое можно записать по данному способу, 
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имеет вид 


(4) 

и равно (а не 2 как в первом способе). 

Бывает так, что имеющегося числа разрядов недостаточно для проведе¬ 
ния вычислений с требуемой точностью. Тогда можно программой работы 
Предусмотреть, чтобы каждые две соседние ячейки — первая и вторая, третья 
и четвертая и т. д. — представляли разложение одного числа {удвоение ячеек). 


Фактическая «запись» цифр для разных конструкций машин про¬ 
изводится различными способами. Для ввода чисел во вводное уст¬ 
ройство машины (п. 2) они пробиваются на специальной ленте— 
перфоленте или на наборе специальных карточек— перфокарт. В обоих 
случаях каждой ячейке отвечает участок определенной длины на 
ленте или строка на карточке, причем длина строки соответствует 
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Рис. 351. 


числу разрядов в ячейке, пробитое отверстие соответствует цифре 
1, а непробитое —цифре 0. Например, если бы числа (2), (3) и (4) 
следовали одно за другим во вводной программе, то соответствую¬ 
щая перфокарта имела бы участок вида, изображенного на рис. 351 
(проверьте!). Эти отверстия пробиваются перед запуском машины 
на специальных перфораторах, не связанных с машиной. 

Часто при составлении программы программист записывает команды 
(п. 5) по восьмеричной системе, а входные числа — по десятичной. Тогда 
после нажатия клавишей перфоратора (он внешне напоминает кассовый аппа¬ 
рат в магазинах) в соответствии с этой записью на перфокартах команды 
оказываются пробитыми по двоичной системе, а входные числа — по двоично¬ 
десятичной системе. Переход к двоичной системе предусматривается програм¬ 
мистом и осуществляется внутри машины в самом начале ее работы по спе¬ 
циальной стандартной программе 

Запись на перфокартах удобнее, чем запись на перфоленте, так 
как программа часто бывает очень обширной и записывается на 
колоде перфокарт, а заменить несколько карт из колоды, если обна¬ 
ружена ошибка в программе или если входные данные изменились, 
гораздо проще, чем проводить изменения в ленте. 

Для хранения (и преобразования по мере вычислений) чисел в 
ЗУ внутри машин каждая ячейка ЗУ реализуется в виде набора 
злементов, каждый из которых может находиться в одном из двух 
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состояний; число элементов в наборе равно числу разрядов в ячейке, 
а каждое из состояний элемента отвечает значению О и 1 в соот¬ 
ветствующем разряде. В различных конструкциях машин применя¬ 
ются различные типы таких элементов, однако от них всегда тре¬ 
буется безынерционность, т. е. мгновенный переход из одного состоя¬ 
ния в другое, и устойчивость, т. е. неопределенно долгое сохране¬ 
ние состояния при отсутствии переходного сигнала. Элемент может 
иметь вид триггера, состоящего из двух триодов, у которых катоды 
соединены вместе, а аноды и сетки — крест-накрест, так что всегда 
либо один триод заперт, либо другой, причем переход из одного 
состояния в другое осуществляется с помощью импульса напряже¬ 
ния. Элементами могут служить заряженные и незаряженные участки 
на диэлектрической пластинке, причем переход из одного состояния 
в другое осуществляется с помощью электронно-лучевой трубки, 
подобной трубке телевизора. Элементами могут служить намагни¬ 
ченные и ненамагниченные участки на быстровращающемся магнит¬ 
ном барабане, действующем по принципу магнитофона. Применяются 
также магнитные ферритовые сердечники, которые могут менять на¬ 
правление магнитного поля при прохождении тока по обмотке, и т. д. 

Передача числа из ячейки ЗУ в АУ и обратно может произво¬ 
диться либо по одному каналу с помощью последовательности им¬ 
пульсов для машин последовательного действия, либо по системе 
каналов, число которых может доходить до числа разрядов в ячейке, 
для машин параллельного действия. Второй способ быстрее, но услож¬ 
няет конструкцию машины. 

Чем больше ячеек в ЗУ (реальные количества ячеек будут ука¬ 
заны в п. 7), тем больше данных можно ввести в машину. Поэтому 
для расширения объема памяти многим машинам придается внешнее 
ЗУ, обычно оформляемое в виде магнитной ленты, с которой спе¬ 
циальное устройство по заранее предусмотренным командам может 
вводить записанные там числа во внутреннее, оперативное ЗУ. Число 
ячеек на магнитной ленте может доходить до миллионов, однако 
считывание чисел с ленты и запись их обратно на ленту осущест¬ 
вляется не так быстро, как внутри оперативного ЗУ, так как тре¬ 
буется определенное время на перемещение ленты. 

Результаты вычислений по стандартной программе переводятся 
в десятичную систему и печатаются на бумажной ленте или оста¬ 
ются в двоичной записи во внешнем ЗУ для использования в каких- 
либо дальнейших вычислениях. 

Если машина перерабатывает не числа, а какую-либо иную ин¬ 
формацию, например словесную, то эта информация должна быть 
предварительно закодирована (зашифрована) с помощью двоичных 
чисел. Тогда можно предусмотреть, чтобы после окончания действий 
специальное устройство раскодировало 'результат, т. е. перевело 
его в форму, естественную для данного вида информации. Это де¬ 
лается, например, при машинном переводе с одного языка на другой. 
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5. Команды. Машина производит действия над числами, храня¬ 
щимися в ЗУ, только по командам, которые также вводятся перед 
началом работы в ЗУ и по внешней записи не отличаются от чисел. 
Применяются одноадресные, двухадресные и трехадресные команды, 
в зависимости от конструкции машин. Рассмотрим наиболее простые 
для программирования трехадресные команды. 

Трехадресная команда представляет собой ячейку, мысленно раз¬ 
деленную на четыре части вполне определенной длины, например, в 
3, 9, 9 и 9 разрядов. Эти части отведены под: 

1) условную запись {код) действия, которое надо произвести; 

2) адрес (номер ячейки) первого из чисел, участвующих в дей¬ 
ствии; 

3) адрес второго из чисел, участвующих в действии; 

4) адрес, по которому надо отправить результат действия. 

При этом все ячейки нумеруются в естественном порядке. На¬ 
пример, если в ЗУ имеется 512 ячеек, то девяти двоичных разря¬ 
дов как раз достаточно для указания адреса (почему?). Пусть кодом 
операции сложения служит число 1. Тогда если требуется сложить 
числа, находящиеся в 417-й и 73-й ячейках, а результат поместить 
в 646-ю ячейку, то при принятом выше разделении ячейки соответ¬ 
ствующая команда должна иметь вид (проверьте, имея в виду, что 
номера восьмеричные!) 


части; 


001 100001111 
1-я 2-я 


000111011 



110100110 



( 5 ) 


После выполнения этой команды во всех ячейках ЗУ, включая 417-ю 
и 73-ю, останется то же, что и было, за исключением 646-й, в кото¬ 
рой взамен того, что в ней было, появится сумма чисел, стоящих 
по адресам 417 и 73. 

Команда (5) пробивается на перфоленте или перфокарте, а затем 
хранится в одной из ячеек ЗУ в точности так же, как и числа. 
Различие проявляется лишь во время работы машины, так как если 
программа работы составлена правильно, то в УУ в качестве команд 
поступают сигналы лишь от тех ячеек, которые и были предусмот¬ 
рены как команды. 

Одноадресная команда представляет собой ячейку, разделенную 
на две части, в которых указывается код операции и номер ячейки. 
Чтобы произвести рассмотренное выше действие, требуются три 
одноадресные команды; по одной число из 417-й ячейки засылается 
в сумматор, по другой к содержимому сумматора прибавляется со¬ 
держимое 73-й ячейки, а по третьей результат сложения отправля¬ 
ется в 646-ю ячейку. Двухадресная команда делится на три части, 
в которых указываются код операции и адреса чисел, над которыми 
производятся действия; при этом результат действия помещается 
по второму адресу. 
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Впредь мы будем для простоты рассматривать только трехадрес¬ 
ные команды и записывать вместо кода операции знак действия, 
например, знак + вместо кода сложения, а вместо восьмеричных 
номеров ячеек — их десятичные номера. 

В советских машинах принят естественный (последовательный) по¬ 
рядок выполнения команд. В самом начале работы машины в ЗУ с 
перфокарт или перфоленты вводятся программа работы, т. е. опре¬ 
деленная последовательность команд, и исходные данные^ т. е. чис¬ 
ловой массив, над которым производятся действия. Затем УУ вос¬ 
принимает содержимое первой ячейки в качестве команды, и в соот¬ 
ветствии с этой командой АУ выполняет предписанные действия. 
Далее УУ воспринимает содержимое второй ячейки в качестве 
команды и т. д., за исключением особых команд «передачи управ¬ 
ления», о которых мы скажем в п. 6 и после выполнения кото¬ 
рых УУ переходит не к очередной ячейке, а к ячейке, номер 
которой указан в команде. Некоторые команды предписывают печа¬ 
тание содержимого какой-либо ячейки, но и после выполнения та¬ 
кой команды УУ переходит к следующей ячейке. (Правда, если 
печатать приходится часто, то темп работы замедляется, так как 
печатание производится медленнее, чем арифметические операции.) 
И так продолжается до тех пор, пока УУ не доходит до команды, 
означающей останов машины, после чего работа прекращается. Ма¬ 
шина останавливается {аварийный останов) и в том случае, если 
действие, предусмотренное программой, невыполнимо, например, если 
число, из которого предписано извлечь квадратный корень, отрица¬ 
тельно. То же получается при переполнении ячеек^ т. е. если по 
ходу вычислений получится столь большое число, что оно не может 
быть записано в ячейке (п. 4). Специальное устройство дает воз¬ 
можность с пульта управления машиной в любой момент работы 
выяснить содержимое любой ячейки, а также ввести дополнитель¬ 
ные данные. 

Каждая конструкция автоматических цифровых машин имеет свой 
набор команд и свои коды команд. В п. 6 мы приведем несколько 
простых примеров, на которых можно понять некоторые принципы 
составления программ, т. е. программирования; впрочем, в реальных 
машинах эти принципы реализуются экономнее. Более подробные указа¬ 
ния можно найти, например, в книгах [7], [12], [14], [15], [24], [27], 
[31]. Составление серьезной программы является очень ответствен¬ 
ным делом, часто занимает много времени и требует навыков работы, 

6. Примеры программирования. Пусть требуется подсчитать 
решение системы уравнений первой степени 

ах-\-Ьу =т, І 
сх-{-ау=п^ / 

причем будем считать значения чисел а, с, й?, т, л- заданными. 
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в силу формул (ѴІ,2) искомое решение получается по формулам 

_ тй — Ьп _ ап —тс 

^ ай — Ъс'^ ай — Ьс' ^ ' 

Будем размещать команды в ячейках с номерами 1, 2, мы 
пока не знаем, сколько потребуется команд. Шесть входных пара¬ 
метров а, Ъ, с, (і, т, п разместим соответственно в ячейках с но¬ 
мерами а 4-1» оі4-2, «4-3, «4-4, а-\-Ъ, «4-6; значение « мы 
уючним позже. Несколько дальнейших ячеек будут использованы 
в качестве рабочих ячеек для хранения промежуточных результатов; 
состояние этих ячеек к началу работы несущественно, так как при 
любой записи в ячейке предыдущая запись в ней автоматически 
стирается. Остальные ячейки ЗУ при составлении и работе программы 
не используются. Начнем с подсчета первого числителя (6). Чтобы 
вычислить тй^ требуется команда 

1) X «4-5 «4-4 «4-7; 

при этом мы перед командой для ориентировки пишем ее номер, 
который фактически нигде не пробивается. После исполнения этой 
команды в ячейке («-4 7) появится число тб. Следующая команда 
пусть имеет вид 

2) X «4-2 «4-6 «4-8; 

после ее исполнения в ячейке («4-8) появится число Ъп. Далее 
надо из числа тб (ячейка (« + 7)) вычесть число Ъп (ячейка («-4 8)). 
Так как эти числа больше не понадобятся, то результат можно за¬ 
писать в ячейке («-4 7) с помощью команды 

3) —■ «-4 7 а -4 8 «4-7; 

конечно, здесь можно было использоваіь и ячейку («4-9), но в бо¬ 
лее сложных программах часто приходится экономить ячейки. 
Аналогично находим знаменатель дроби (6): 

4) X « 4“ 1 ^ "і” 4 « 4“ 8, 

5) X «4-2 «4-3 «4-9, 

6) — а-І-8 «-(-9 «4-8. 

Теперь надо числитель, хранящийся в ячейке («-4 7), разделить 
на знаменатель, хранящийся в ячейке («8), и результат отпеча¬ 
тать: 

7) : «-1-7 «-1-8 а-Ь7, 

8) печ. а 7; 

по последней команде машина печатает содержимое ячейки, т. е. 
значение х, и переходит к исполнению следующей команды. Анало¬ 
гично вычисляем V, имея в виду, что знаменатель для у уже вычис- 
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лен и : 

хранится 

в ячейке (а-[-8) 


9) 

X 

а-ф 1 

а-Ьб 

а-1-7. 

10) 

X 

а-І-5 

а-І-3 

а-1- 9, 

11) 

— 

а-Ь7 

а-І-9 

а-1-7. 

12) 

13) 

14) 

печ. 

ост. 

а-1-7 
оі -Ь 7, 

а-фб 

а-1-7, 


По 14-й команде машина останавливается. Итак, в нашей прог¬ 
рамме содержится 14 колганд и потому можно принять а=14. 
Тогда вся программа будет занимать 20 ячеек и иметь такой вид: 


1) 

X 

19 

18 

21, 

2) 

X 

16 

20 

22, 

3) 

— 

21 

22 

21, 

4) 

X 

15 

18 

22, 

5) 

X 

16 

17 

23, 

6) 

— 

22 

23 

22, 

7) 

: 

21 

22 

21, 

8) 

печ. 

21 


? 

9) 

X 

15 

20 

21, 

10) 

X 

19 

17 

23, 

11) 

— 

21 

23 

21, 

12) 


21 

22 

21, 

13) 

печ. 

21, 



14) 

ост.. 




15) 

а, 




16) 

ъ, 




17) 

Су 




18) 

(І, 




19) 

т, 




20) 

п. 




При 

печатании 

на 

перфокартах можно было принять а ббльшим. 


например а = 24. Дело в том, что на каждой перфокарте пробива¬ 
ется по 12 строк (чисел или команд), и тогда бы все команды раз¬ 
местились на двух перфокартах, а все входные числа — на третьей, 
так как а-1-1= 25. Это дало бы возможность при изменившихся 
исходных данных заменить только третью карту, а первые две 
использовать повторно. 

Итак, все промежуточные результаты в нашей программе тре¬ 
буют трех рабочих ячеек; при а = 14 — это ячейки №21, 22 и 23. 
Теперь остается только пробить эту программу и пустить машину 
в ход. (На самом деле требуются еще некоторые команды, не имею¬ 
щие для нас принципиального значения, например, команда ввода 
программы с перфокарт в ЗУ и команды перевода параметров из 
двоично-десятичной сисіемы в двоичную.) 
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Теперь легко понять, что такое программа для вычисления зна¬ 
чений функции (см. п. 1.13). Пусть, например, рассматривается функция 
у — — Проверьте, что тогда программа 

1) X а а 8 , 

2) X а 6 9, 

3) - 8 9 8 , 

4) + 8 7 р, 

5) ост., 

6 ) 3, 

7) 7 

ставит в соответствие любому значению х, помещенному в ячейку а, 
значение у, расположенное в ячейке р. Такая программа легко вос¬ 
производима и, после пробивки, готова к работе. Имеются правила 
математических действий над такими программами: например, про¬ 
граммы для интегрирования, нахождения экстремумов и т. п. Не¬ 
сомненно, что предстоит широкая замена формул на программы в 
многих разделах математики и ее приложений. 

В разобранных примерах число команд в программе равнялось 
числу действий. Однако современные цифровые машины создавались 
в основном для вычислений, требующих сотен тысяч и миллионов 
действий. Ясно, чтр в этом случае писать отдельную команду на 
каждое действие невозможно. К счастью, при большой массе вычис¬ 
лений обычно многие промежуточные вычисления проводятся по одной 
и той же схеме несколько раз; а тогда в программе можно преду¬ 
смотреть образование циклов, при которых УУ проходит один и 
тот же участок программы по нескольку раз. Циклы образуются с 
помощью команды условной передачи управления, которая имеет вид 

ПУ Мг Л^2 Л^з 

(ПУ означает «передачу управления»; конечно, на самом деле надо 
указать код этой операции). Имеются различные варианты реализа¬ 
ции этой команды. Мы будем для определенности считать, что по этой 
команде машина сравнивает содержимое ячейки и содер¬ 
жимое ячейки Ы^, если то УУ переходит к 

исполнению очередной команды, если же (А^і)^ то УУ перехо¬ 

дит к исполнению команды, содержащейся в ячейке с номером А/ 3 , 
причем в обоих случаях содержание ячеек не меняется. В частности, 
команда 

ПУ 1 1 Л^з 

означает, что УУ после прочтения ее обязательно переходит к 
исполнению команды, содержащейся в ячейке А/ 3 ; такую команду 
можно считать командой безусловной передачи управления. 

Составим для примера программу для напечатания таблицы об¬ 
ратных величин к 1000 нат ральным числам, скажем, от 2001 до 
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3000; без команды передачи управления программа заняла бы очень 
большой объем, на деле же она получится очень маленькой. Поме¬ 
стим в ячейке (а 4-1) число 2000, в ячейке (а 4-2) число 1, а в 
ячейке (а 4-3) число 2999 (мы вскоре увидим, зачем оно нужно). 
Пусть первая команда имеет вид 

1) + а4-1 а4-2 а- 41 . 

После выполнения ее в ячейке (а 4-1) взамен числа 2000 появится 
число 2001, для которого мы вычислим обратное и результат нэпе-» 
чатаем: 

2) : а4-2 а+І «4-4, 

3) печ. а4-4. 

Сравним число, стоящее в ячейке (а 4-1), с 2999 и, поскольку 
оно еще не превзошло 2999, перейдем вновь к первой команде: 

4) ПУ а-]-3 а4-1 1. 

Так как в данном случае (а 4-3)'= 2999, (а 4 -1)'= 2001, то, прочтя 
четвертую команду, УУ переходит к первой команде. После ее 
выполнения в ячейке (а4-1) взамен 2001 появится 2002; по сле¬ 
дующим двум командам будет подсчитано и напечатано обратное 
число к 2002. По четвертой команде машина сравнит 2999 с 2002 
и вновь перейдет к исполнению первой команды и т. д. И только 
когда после очередного прибавления единицы в ячейке (а-{-1) поя¬ 
вится число 3000 и обратная величина к 3000 будет отпечатана, 
четвертая команда «пропустит» УУ вперед, так как тогда будет 
(а-}-3)'— 2999, («4-1)'= 3000. Тогда остается остановить машину 

5) ост., 

так как все результаты уже отпечатаны. 

Итак, можно принять а = 5, и полная программа будет иметь вид 

1) 4- 6 7 6, 

2) : 7 6 9, 

3) печ. 9, 

4) ПУ 8 6 1, 

5) ост., 

6 ) 2000 , 

7) 1, 

8) 2999. 

Для хранения промежуточных результатов нам понадобилась всего 
одна рабочая ячейка {№ 9); однако по мере работы содержимое 
шестой ячейки менялось от 2000 до 3000 через 1. 

Приведем вариант, в котором к концу работы рассматриваемые 
обратные величины оказываются не отпечатанными, а размещенными 
в ячейках ЗУ с номерами от 10 до 1009, предполагая, что объем 
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ЗУ позволяет разместить столько величин (они могут быть исполь¬ 
зованы для каких-либо дальнейших вычислений); 


1 ) 

+ 

6 

7 

6 , 

2 ) 

+ 

3 

9 

3, 

3) 


7 

6 

9, 

4) 

ПУ 

8 

6 

1 , 

5) 

ост.. 




6 ) 

2000 , 




7) 

1 , 




8 ) 

2999, 




9) 

(1 в 

последнем разряде ячейки, остальные 0). 


Здесь в девятую ячейку программы засылается вспомогательное 
число, не имеющее количественного значения, а служащее для пре¬ 
образования команд, что является принципиально новым действием. 
Именно, после первого выполнения второй команды третья команда, 
воспринятая АУ как число, примет вид :7 6 10. (Заметим, что 
сложения по командам 1) и 2) выполняются по несколько различ¬ 
ным правилам и потому должны иметь различные коды.) Поэтому 
после выполнения третьей команды 1 ;2001 отправится в 10-ю ячейку. 
После вторичного выполнения второй коліанды третья примет вид 
:7 6 11, и потому после вторичного выполнения третьей команды 
число 1:2002 отправится в 11-ю ячейку и т. д. Эта операция изме¬ 
нения адреса в команде называется переадресацией. 

Таким образом, с командами можно совершать действия, автомати¬ 
чески преобразуя их по мере работы машины. Ясно, что это предста¬ 
вляет дополнительные возможности в применении цифровых машин. 

Команда условной передачи управления применяется и без циклов 
в тех случаях, когда требуется организовать разветвление программы, 
т. е. производить различные последовательности действий в зависи¬ 
мости от неизвестных заранее обстоятельств. Пусть, например, в 
процессе вычислений в определенной ячейке с номером ^ должно 
получиться число а и мы должны оставить его без изменения, если 
а'^0, или возвести в квадрат и результат оставить в ячейке 
если а < 0. Так как в ячейке с номером 0 обычно помещается 
число о, то требуемое действие можно осуществить, поместив в 
соответствующем месте следующие команды; 


к) ПУ ^ о кі-2, 

А;-1-1) X ^ ^ 

При этом разветвление осуществится автоматически, так что мы 
даже не будем знать, какой вариант был реализован, если не пре¬ 
дусмотрим особо информацию об этом. 

Покажем, наконец, пример программы, в которой общее число 
действий заранее не устанавливается. Пусть требуется решить ку- 
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бическое уравнение 

х=-0,\х^ + 1 

методом итераций (п. Ѵ.З), начиная от значения л:о = 0. Для этого 
разместим число О в ячейках (а+1) и (а+ 2) (соответствующие 
строки перфокарты просто не пробиваются), число 0,1—в ячейке 
(а + 3) и число 1 —в ячейке (а-|-4). Последовательные приближения 
будем помещать в ячейке (а-|-2). 

Вычисление последующего приближения по предыдущему осуще¬ 
ствляется по командам: 


1) 

X 

«4-2 

«4-2 

«4-5, 

2) 

X 

а-|-5 

а 2 

«4-5, 

3) 

X 

а 4- 3 

«4-5 

«4-5, 

4) 

+ 

а-|-5 

а-|-4 

«-|- 5, 


Итак, последующее приближение помещено в ячейку (а+ 5). 
Его надо сравнить с предыдущим, содержащимся в ячейке (а+ 2),— 
и если они не совпадают, поместить последующее приближение в 
ячейку (а+ 2) и повторить итерацию; если же приближения совпа¬ 
дают, то надо отпечатать результат. Это можно сделать, например, 
по командам (проверьте!): 

5) I — I а + 2 «4:5 а + 2 

(по этой команде абсолютная величина разности содержимого ячеек 
(а-(-2) и (а+ 5) засылается в ячейку (а 4-2)), 

6) ПУ а 4-1 а 4-2 9, 

7) 4“ (X 5 сс 4“ 1 (X 4~ 2, 

8) ПУ 1 1 1, 

9) печ, «4-5, 

10) ост. 

Итак, можно положить а = 10 и выписать всю программу, зани¬ 
мающую 14 ячеек. По этой программе машина будет совершать 
итерации до тех пор, пока последующее приближение не совпадет 
с предыдущим (это возможно потому, что результаты вычислений 
автоматически округляются), после чего она напечатает результат 
и остановится. Отметим, что если процесс итераций не сходится, 
то произойдет либо переполнение ячеек, либо зацикливание^ при 
котором машина сама не может остановиться и для ее останова 
требуется вмешательство извне с пульта управления. 

Программы для более сложных задач могут занимать большой 
объем; однако они нередко включают в себя более простые, часто 
повторяющиеся задачи, например вычисление значения синуса от 
участвующих величин и т. п. Решение этих более простых задач 
осуществляется с помощью стандартных подпрограмм, т. е. набора 
команд, которые составляются заранее и хранятся в определенных 
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ячейках оперативного ЗУ или во внешнем ЗУ; тогда при составле¬ 
нии программы для более сложной задачи обращение к стандартной 
подпрограмме производится по одной команде. 

Для облегчения программирования в последние годы разработано 
несколько универсальных машинных языков^ на которых программа 
расписывается в более привычных математических терминах, чем 
это было описано выше. Программа на таком языке не зависит от 
типа применяемой машины и печатается на устройстве, аналогичном 
пишущей машинке; затем специальный транслятор автоматически 
переводит эту программу в программу той машины, которая будет 
применяться. У нас наиболее известен разработанный в 1960 г. 
язык Алгол-60 (от английского аІ^огіІЬтісаІ Іап^иа^е — алгоритми¬ 
ческий язык), освоение которого сделает применение вычислительных 
машин значительно более доступным. Впрочем, опытный программист, 
учитывая специфику конкретной машины, обычно может составить 
программу более экономно без применения универсального языка, 
что бывает существенно при необходимости экономить машинное 
время^ т. е. время работы машины. 

Ошибки в вычислениях могут получиться из-за неправильного 
составления или пробивки программы либо же по вине самой машины; 
последние могут быть систематическими (например, из-за выхода из 
строя отдельных элементов) или случайными [сбои, при которых 
элемент сам собой переходит из одного состояния в другое, напри¬ 
мер, из-за внезапных помех). Систематические ошибки выявтяются 
с помощью регулярного решения контрольных задач с известными 
ответами. Правильность составления программы проверяется при ее 
отладке^ которая производится перед работой машины. При отладке 
через машину пропускаются отдельные участки программы; тогда же 
производится грубая прикидка промежуточных результатов, важная 
для того, чтобы эти результаты умещались в ячейках ЗУ (п. 4). 
Для контроля пробивки программы применяется повторная пробивка 
с автоматической сверкой пробитых карт друг с другом. Для выяв¬ 
ления сбоев применяются некоторые средства контроля правильности 
вычислений, известные из арифметики, а в более ответственных 
расчетах применяют повторное вычисление; кроме того, вероятность 
сбоя стараются уменьшить при помощи тех или иных конструктив¬ 
ных особенностей машины при ее проектировании, доводке и моди¬ 
фикациях. 

7. Краткие сведения о советских электронных универсальных 
цифровых машинах. Приведем в заключение некоторые сведения 
о серийных советских электронных универсальных цифровых маши¬ 
нах. Следует иметь в виду, что эти данные являются сугубо 
ориентировочными, а порой и устарелыми, так как по некоторым 
конструкциям выпускаются модификации, имеющие более высокие 
характеристики. Кроме того, имеется ряд марок специализированных 
машин (п. 2), а также малосерийные машины, обладающие интерес- 
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ными конструктивными особенностями и хорошими показателями 
{Арагац, Киев, Сетунь и другие). 

Первая советская электронная универсальная цифровая вычисли¬ 
тельная машина {ЭЦВМ), получившая наименование М-3, была соз¬ 
дана в 1952 г. под руководством советского ученого, специалиста 
по электроэнергетическим системам, электрическим и математическим 
машинам И. С. Брука. Она работала по двухадресной системе с фик¬ 
сированной запятой и имела скромные по нынешним оценкам харак¬ 
теристики: средняя скорость действия 30 операций в секунду (в даль¬ 
нейшем была доведена до 1500), ввод и вывод данных со скоростью 
1 числа в 2 секунды, ЗУ на магнитном барабане емкостью в 1024 
ячейки по 31 разряду. Вскоре этот же коллектив создал машину 
М-2, модифицированную в 1954 —1955 гг. и обладающую более 
высокими характеристиками: быстродействие 2000 операций/сел;, 
трехадресная система с плавающей или фиксированной запятой, 
внутреннее ЗУ на магнитных сердечниках — 4096 ячеек по 34 раз¬ 
ряда, внешнее ЗУ на 200 000 чисел на магнитной ленте. 

В 1953 г. в АН СССР под руководством советского ученого- 
электротехника С. А. Лебедева была создана более крупная машина 
БЭСМ со средним быстродействием в 7000 операций/сел:. (Все при¬ 
водимые данные по быстродействию являются лишь ориентировоч¬ 
ными, так как время выполнения различных действий существенно 
различное.) Вскоре появились машины Урал (100 операций/сел:), 
Стрела (2000 операций/сел:, трехадресная система с плавающей 
запятой, внутреннее ЗУ на электронно-лучевых трубках — 2048 ячеек 
по 43 разряда, внешнее ЗУ на 100 000 чисел) и другие. 

<Первое поколение» советских ЭЦВМ, было, как и во всем мире, 
основано на применении электронных вакуумных ламп: их количество 
для указанных машин находилось в диапазоне от 774 (Ж-З) до 
5851 {Стрела). Сравнительно большие размеры ламп не только при¬ 
водят к тому, что машина потребляет большую мощносіь и раз¬ 
мещается на большой площади (29 кет и 22 Для М-2, 124 кет 
и 400 для Стрелы и т. п.), но и из-за возникновения паразит¬ 
ных емкостей существенно ограничивают быстродействие. Поэтому 
в 60-е годы постепенно перешли на производство ЭЦВМ второго 
поколения, основанных на полупроводниковых диодах и триодах 
(транзисторах), хотя в эксплуатации имеется еще большое число 
ламповых машин. Машины второго поколения занимают гораздо 
меньше места, потребляют меньшую мощность и гораздо более 
устойчивы в работе, чем соответствующие мащины первого поко¬ 
ления, в частности не требуют круглосуточного включения. Впрочем, 
качество ЭЦВМ зависит не только от свойств ее элементов, но и 
от многих ее конструктивных и схемных особенностей. Отметим, 
что в последние годы производится опытная разработка ЭЦВМ 
третьего поколения, основанных на последних достижениях электро¬ 
ники — твердых схемах и схемах на тонких пленках. 
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Так как серийные машины все время совершенствуются, то сейчас имеется 
несколько «семейств» ЭЦВМ, имеющих общность в наименовании. Широко 
известно семейство БЭСМ, о первом представителе которого мы уже упоми¬ 
нали. Машины этого семейства работают по трехадресной системе с плаваю¬ 
щей запятой, причем среди ламповых машин они наиболее устойчивы в работе 
(имеют наименьший процент сбоев). БЭСМ-2М имеет быстродействие 
8000-—10 000 операций/се/с, внутреннее ЗУ на магнитных сердечниках — 2048 
ячеек по 39 разрядов, промежуточное ЗУ на двух магнитных барабанах по 
5720 чисел со скоростью выборки 800 чисел/се/с, внешнее ЗУ на магнитной 
ленте—120 000 чисел со скоростью выборки 400 чисел/се/с. Ввод с помощью 
перфоленты со скоростью 15 чисел/се/с или с перфокарт, вывод на печатаю¬ 
щее устройство с той же скоростью. Имеет 5000 электронных ламп, потреб¬ 
ляет мощность 75 кет, размещается на площади 150—200 м^. Следующая 
модификация, БЭСМ-ЗМ (и близкая к ней БЭСМ-4), принадлежит уже 
второму поколению ЭЦВМ. Она имеет среднее быстродействие 20 000 опера¬ 
ций/се/с, внутреннее ЗУ от 4096 до 8192 ячеек по 45 разрядов, промежуточное 
ЗУ на четырех барабанах по 65 536 ячеек со скоростью выборки 12 000 чи¬ 
сел/се/с, внешнее ЗУ—4 000 000 чисел со скоростью выборки 5000 чисел/сек. 
Имеет 15 000 транзисторов и 25 000 полупроводниковых диодов, потребляет 
мощность 7 кет, занимает площадь 50 м^. В 1967 г. пущена новая модифи¬ 
кация, БЭСМ-&, со средним быстродействием 1 000 000 операций/ге/с. Эта 
машина одновременно решает несколько задач, причем специальная програм¬ 
ма-диспетчер во время действия по какой-либо задаче устройств ввода и 
вывода, работающих медленнее, чем АУ, автоматически переключает АУ 
на решение другой задачи. Особенностью БЭСМ-6 является также наличие 
буферной памяти, расположенной между ЗУ и АУ, из которой информация 
извлекается в 10 раз быстрее, чем из основного ЗУ. 

Другое семейство ЭЦВМ начала машина М-20. Она работает по трех¬ 
адресной системе с плавающей запятой и со средним быстродействием 20 000 
операций в секунду. Оперативное ЗУ на ферритовых сердечниках содержит 
4096 ячеек по 45 разрядов с временем выборкй ячейки 6 мксек. Внешняя 
память—три магнитных барабана общей емкостью в 12 288 ячеек, время 
выборки или записи 70 мксек, и четыре десятидорожные магнитные ленты 
емкостью свыше 300 000 ячеек, с автоматическим поиском требуемой зоны и 
средним временем выборки или записи 300 мксек. Ввод данных с перфокарт 
со скоростью 20 строк/се/с, результаты печатаются со скоростью 15—20 
строк/се/с или перфорируются со скоростью 10 строк/се/с; результаты могут 
также выводиться на магнитный барабан одновременно с вычислениями. 
Машина имеет 4500 электронных ламп и около 35 000 полупроводниковых 
диодов, потребляет мощность 50 кет без охлаждения и вентиляции и зани¬ 
мает площадь около 370 м^. Ее модификация Л4-220 принадлежит второму 
поколению ЭЦВМ, имеет среднее быстродействие 25 000 операций/сек, внут¬ 
реннее ЗУ от 4096 до 16 384 ячеек, общую емкость барабанов 65 536 ячеек 
и лент от 4 до 16 миллионов ячеек, скорость ввода с перфокарт до 140 
строк/се/с, потребляет мощность 7—10 кет, занимает площадь 60—70 м^. 

ЭЦВМ Урал, упомянутая выше, также была родоначальницей семейства, 
для которого характерно применение одноадресной системы. В 1959 г. 
машина была модернизирована и получила наименование Урал-2. При 
этом оперативное ЗУ было выполнено на ферритовых сердечниках, что по¬ 
зволило значительно повысить быстродействие (в среднем до 5000 операций 
в секунду). Объем оперативного ЗУ повысился до 2048 ячеек по 40 раз¬ 
рядов. Внешнее ЗУ выполнено на магнитном барабане объемом в 8196 ячеек 
со скоростью считывания 3000 чисел в секунду и на магнитной ленте 
объемом в 100 000 ячеек со скоростью считывания 1000 чисел в секунду (не 
считая времени на перемещение требуемого участка ленты под считывающую 
головку). Ввод данных с перфоленты со скоростью 150 чисел в секунду. 
Машина имеет 2100 электронных ламп, потребляет мощность 25 кет и раз- 
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мещается на площади 150—200 м^. Модификации Урал-4 и Урал-11 принад¬ 
лежат второму поколению ЭЦВМ. Последняя имеет быстродействие 30 000 
операций/сек, причем к машине можно подключить одновременно до 16 уст¬ 
ройств ввода и вывода; результаты вычислений могут фиксироваться на перфо¬ 
картах, перфо- и магнитных лентах или непосредственно поступать к регу¬ 
ляторам производственных процессов, передаваться по каналам связи, 
печататься на бумажной ленте или регистрироваться самописцами. 

Семейства Минск и Раздан с самого начала принадлежали второму поко¬ 
лению ЭЦВМ. Минск-2 имеет быстродействие 5—6 тысяч операций в секунду, 
работает по двухадресной системе с плавающей или фиксированной запятой. 
Оперативное ЗУ на магнитных сердечниках имеет 4096 (8192 для Минск-22) 
ячеек по 37 разрядов, время считывания 24 мксек. Внешняя память на маг¬ 
нитной ленте от 400 до 1600 тысяч ячеек, время выборки или записи 
400 мксек. Ввод с перфоленты со скоростью 800 строк в секунду, вывод на 
печать 20 строк в секунду или на перфорацию 20 (80 для Минск-22) строк 
в секунду. Занимает площадь 40—50 м^, потребляет мощность 4 кет. 
В 1968 г. создана машина Минск-32 с быстродействием 30 000 операций/сек. 

Раздан-2 имеет основной агрегат, по размерам ненамного превышающий 
кухонный буфет Машина предназначена для исследовательских лабораторий, 
конструкторских бюро, организаций, производящих обработку статистической 
и экономической информации. Работает со скоростью 5000 операций в секунду. 
Оперативное ЗУ имеет 2048 ячеек по 36 разрядов, внешняя память на маг¬ 
нитных барабанах общей емкостью 120 000 ячеек. Ввод со скоростью 35 строк 
в секунду, печать со скоростью 20 строк в секунду. Питается от сети пере¬ 
менного тока, потребляет 3 кет. 

Совсем малые размеры — несколько больше письменного стола — имеют 
машины Мир, Проминь, Наири, предназначенные для решения инженерных, 
научных, экономических задач на основе универсального машинного языка 
(п. 7). Отметим также машины Днепр и УМ-1, предназначенные для контроля 
и управления производственными процессами, расчета оптимальных режимов; 
здесь сигналы в машину могут поступать от датчиков различного типа, а 
управляющие сигналы, выработанные машиной, передаются на регуляторы. 
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— элемент 175 
Гладкая функция 564 
Годограф 2 11 
Градиент 302, 303 
Граничное условие 573 
График функции 41, 42, 241 
Графическое вычисление производной 118 

— интегрирование 370 

— решение уравнений 152, 153 
Грина формула 515 

— функция 403 
Грубость 261 

Гюльдена теорема 395, 489 


Даламбера признак 521 
воичная система счисления 613 
воично-десятичиая система 614 
Двойная подстановка 351 

— сумма 485 

Двойной интеграл 478, 548 

— ряд 631 

Двуполостный гиперболоид 271, 272 
Двусвязная область 400 
Двустороннее приближение 155 
Двусторонняя оценка 30, 34 
Двух тел задача 89 
Двухадресная команда 618 
Дедуктивный метод 19 
Декартов базис 190 
Декартовы координаты 69, 190 
Дельта-функция 401, 503 
Детерминант 170, 171 
Детерминированная величина 588 
Детерминйрованиое событие 579 


Дзета-функция 528 
Диагональная матрица 275 
Диагональный вид квадратичной формы 
296 

Дивергенция 509 
Диполь 406 
Директриса 90 
Дискретная величина 28, 588 
Дискретный спектр 574 
Дисперсия 597 
Дистрибутивность 202 
Дифференциал 127—132, 484 
Дифференциальная форма 518, 519 
Дифференциальное исчисление 135 

— уравнение 359, 408, 425 
- обыкновенное 409 

-с разделяющимися переменными 361, 

413 

Дифференциальный бином 339 

— закон 409 

— оператор 449 
Дифференцирование 128 
Дифференцируемая функция 129 
Длина волны 65 

— дуги 365 
Днипро-\ 629 

Доверительная оценка 603, 604 
Дополнение до полного квадрата 56 
Достоверное событие 583 
Дробная рациональная функция 47, 48, 
234—237 

Дробно-линейная иррациональность 335 
- функция 59 


Евклидов базис 209 

— изоморфизм 209, 210 
Евклидово пространство 207 
Единичная матрица 275 

— функция 403 
Единичный вектор 188 

— импульс 405 

— оператор 44 9 

Естественный порядок выполнения команд 
619 


Зависимая переменная 36 

— система уравнений 179 
Зайделя метод 321 

Замена переменной 330, 331, 353 
Замкнутая область 242 

— система дифференциальных уравнений 
431 

Замкнутый интервал 28 
Замыкающий вектор 182 
Запоминающее устройство 612 
Зацикливание 625 
Знак «значительно меньше» 64 

— интеграла 324 

— матрицы 274 

— модуля 181 

— определителя 170 
—суммирования 101 

— тождественного равенства 46 
Знаков правило 347 


Изоклина 412 
Изолированная линия 317 

— особая точка 420 

— особенность 501 

— точка 307, 317 
Изоморфизм 206, 210 
Изотропная среда 147 
Импеданс 229 
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Инвариант 80 
Инвариантность 79 
Индекс 38 

— суммирования 101 
Интеграл вероятностей 592 

— по координатам 395, 396, 504—506 
- мере 503 

- поверхности 489 

Интегралы, зависящие от параметра 390, 
391 501 502 

Интегральная линия 4 10, 428 

— показательная функция 369 

— сумма 346 477 
Интегральное исчисление 323 

— уравнение 459 
Интегральный закон 409 

— косинус 369 

— синус 369 

Интегрирование в квадратурах 413 

— дифференциального уравнения 408 

— по частям 329, 35 3 

— с весом 570 

Интегрируемая комбинация 426, 431 
Интегрирующий множитель 420 
Интервал 28 

— интегрирования 346 

— монотонности 45, 143 

— постоянства 45, 143 

— сходимости 535, 537 
Интерполяция 40, 162, 163, 166—168 
Иррациональная функция 48 
Испытание 579 

«Истинное» значение функции 108 
«Истинный» вектор 199 

— скаляр 199 
Источник 508 

— воздействия 504 
Исходные данные 619 

Итераций метод 156—158 178, 32 1 , 459 

Итерирование 156 


Кажущееся сопротивление 22 9 
Каноническое уравнение 84, 86 , 269—272 
Кардиоида 78 
Касание 118 
Касательная 117, 212 

— плоскость 271, 305 
Касательных метод 154 
Кассини овал 79 
Квадрант 69 

Квадратичная иррациональность 336—339 

— суммируемость 569 

— форма 294, 295 

— функция 48, 56 
Квадратная матрица 27о 
Киев 627 

Клеро уравнение 424 
Код 6 18 

Кодирование 617 
Колебание струны 572—574, 578 
Количество векторных линий 508 
Коллокация 236, 468 
Команда 6 18 

Комбинированный метод 155 
Коммутативность 202 
Коммутирование 288, 450 
Комплексная амплитуда 574 

— плоскость 219 

— размерность 262 

— сила тока 228 

— функция от вещественного аргумента 226 

- комплексного аргумента 237, 238 

Комплекч^ное евклидово пространство 208 

— напряжение 228 

— число 219 


Комплексные ортогональные функции 566 
Компонента 186 
Конвективная скорость 304 
Конечная величина 98 

— разность 163 
Конечное уравнение 152 
Конечный скачок 109 
Конечных Приращений формула 159 
Коническая поверхность 263 

— точка 31 7 
Коническое сечение 88 
Константа 25 
Концевое значение 110 
Координатная линия 75, 258 

— поверхность 258 
Координатный параллелограмм 494 

— прямоугольник 485 
Координаты вектора 187, 204 

— точки 69, іаО, 203 
Корреляционная зависимость 598 
Косинус 64, 224 

— гиперболический 62, 63, 122 
Косинус-преобразование Фурье 575, 576 
Кососимметрическая матрица 275 
Котангенс 65, 123 

Коши задача 411 

— интегральный признак 522 

— теорема 412, 429 
Коэффициент корреляции 599 

— подобия 75 

— трения 444 

— упругости 408 
Краевая задача 439 
Краевое условие 439 
Краевой экстремум 144 
Крамера правило 177 
Кратный интеграл 478 

— корень 230 

— ряд 531 
-Фурье 571 

— степенной ряд 548 
Кривизна 213, 214 
Кривой тетраэдр 321 
Криволинейная трапеция 345 
Криволинейные координаты 494—497 
Криволинейный интеграл 393—396, 478 
Критическая сила 440 

Круг кривизны 215 

— сходимости 545 
Кубическая парабола 57 
Кусочная гладкость 112 


Лагранжа интерполяционная формула 163 

— множители 318, 319 

— теорема 159 

— уравнение 424 

Ламе коэффициенты ^. 95 , 496 
Лебега мера 502, 504 
Левая система координат 195 

— тройка 195 
Левый винт 194 
Лежандра многочлены 555 
Лейбница правило 390 

— признак 524, 525 

— формула 133 
Лемниската 79 
Линеаризация 129, 131 
.Линейная аппроксимация 243 

— зависимость 185, 204, 433 

— интерполяция 55, 154, 243 

— иррациональность 335 

— комбинация 185, 204 

— корреляция 599 

— независимость 185 

— плотность 116 
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Линейная функция 48, 54, 55, 242, 243 

— экстраполяция 55, 243 
Линейное выражение 185 

— действие 182, 201 , 202 

— отображение 283 

— пространство 201 , 2Ш 

— условие 438 
Линейности закон 404 
Линейность физической системы 405 
Линейный закон упругости 408 

— изоморфизм 206 

— интеграл вектора 511, 512 

— оператор 404, 432, 450 

— функционал 353 

Линия действия вектора 198 

— нулей 245 

— разрыва 243, 244 

— тока 506 

— уровня 241 

Лишнего знака правило 32 
Лобачевского метод 231—234 
Логарифмическая спираль 74, 75 

— функция 48, 60—62, 123, 216 

— шкала 27 
Локализация 577 
Локальная скорость 304 
Локальный экстремум 144 
Лопиталя правило 135—138 


ЛІ-2 627, 628 
Л1-3 627 
М-20 628, 629 
Маклорена ряд 14! 

Максимальное значение 143 
Максимум 143, 310—312 
Малая счетная машина 611 
Массовая скорость 506 
Массовые события 580 
Масштабный коэффициент 55, 495—497 
Математическая бесконечность 94 

— модель 94 

— статистика 606 
Материальная линия 116 
Матрица 274 , 275 

— квадратичной формы 295 

— коэффициентов 278, 455 

— Отображения 284 

— перехода 288 

Матричная форма системы уравнений 278, 
454, 455 

Машина дискретного действия 608 

— непрерывного действия 608 

— параллельного действия 617 

— последовательного действия 617 
Машинное время 626 
Мгновенная скорость 115 
Мебиуса лист 505 

Мера области 477 
Местная скорость 304 
Механическое интегрирование 370 
Милна метод 474, 475 
Минимакс 311, 312 
Минимальное значение 143 
Минимум 143, 310—312 
Минор 280 
М инск 629 
Мир 629 

Мнимая единица 219 

— линия 80 

— ось 220 

- гиперболы 86 

— часть 219 
Мнимое число 219 
Многозначная функция 44, 51, 52 
Многомерная случайная величина 593 


Многомерное пространство 203—206. 260. 
504 

Многомерный тетраэдр 505 
Многообразие 260, 266, 504 
Многосвязная область 400, 401 
Многочлен 47, 48, 229— 231 
Множество 201 

— значений функции 43 
Моделирование физического процесса 609 
Моделирующая машина 607—609 

Модуль вектора 181 

— комплексного числа 220 
Момент в развитии процесса 94 

— вектора 198 

— диполя 406 

— инерции 440 

— распределения 598 

— функции 468 
Моментов метод 468 
Монотонная величина 29 

— функция 45 
Муавра формула 221 
Муавра — Лапласа теорема 601 


Наибольшее значение функции 144, 320 
Наибольший максимум 320 
Наименьший период 46 
Наименьших квадратов метод 313—315, 468 
Наир и 629 

Наискорейшего спуска метод 319 
Направляющие косинусы !91 192 
Наружная сторона поверхности 193 
Натуральный логарифм 61 
Начало координат 42, 189, 203 
Начальная фаза 65 
Начальное состояние процесса 410 

— условие 410, 573 
Неабсолютная сходимость 380, 524 
Невозможное событие 583 
Невозмущенное решение 160 
Невязка 314, 468 

Недоопределенная система уравнений 432 
Независимая переменная 36 

— система уравнений 254, 261 
Независимость аксиом 202 

— параметров 260 

Независимые случайные величины 593 

— события 585 

Незамкнутая система дифференциальных 
уравнений 432 

Нелинейное отображение 297—300 
Немая переменная 349 
Немой индекс 101 

Неопределенность 97, 100, 113, 135—138 
Неопределенный интеграл 324 
Неопределенных коэффициентов метод 160* 
23о, 4б1 

Непосредственное интегрирование 326 
Неправильная дробь ^34 
Непрерывная величина 28, 588 

— функция 45, 108, 243 
Непрерывность в точке 108, 243 
Непрерывный спектр 575 
Неравенство треугольника 208 
Несобственный интеграл 374, 375, 382 , 383, 

499—5(41 


Несовместная система уравнений 178 
Несовместные события 584 
Нестационарное поле 217 
Неустановившееся поле 247 
Нечетная функция 47 
Неявная функция 51, 245 , 253, 254, 306 
Нижний предел 98 
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Номограмма 241 
Номография 24 1 
Норма вектора 207 
Нормаль 118, 2 13 
Нормальная плоскость 213 

— составляющая 214 

— форма системы дифференциальных урав¬ 
нений 428 

Нормально^ сечение 315 
Нормальный закон 591, 601—603 
Нормированный вектор 207 
Нормировка 555, 601 
Нормировочный коэффициент 593 
Нулевая матрица 275 

Нучевое прнбчиженне 152, 157, 178, 321 

— решение 180 
Нулевой оператор 449 

— элемент 202 
Нуль-вектор 183 
Нульмерное пространство 205 
Ньютона иніерполяционн-ые формулы 167 

— метод 154, 155, 32 1 
Ньютона — Лейбница теорема 351 


Обертон 562 

Обильность источника 508 
Область 242, 246 

— изменения величины 28, 29 

— определения функции 42—44, 242 

— сходимости 548 
Обобщешая координата 260 

— функция 401, 406, 407, 503, 504 
Обобщенное пространство 260, 504 
Обобщенный вектор 202, 203 
Обработка эмпирических данных 604, 605 
Образ 282, 297, 404, 575 

Обратная матрица 278 

— функция 52—54 

Обратное интерполирование 168 

— отображение 286, 297 
Общая мера 503 

— первообразная 324 

Общее решение 179, 4 10, 428, 429 
Общий интеграл 4 10 
Объем выборки 580 

— тела ЗЬо, 367 
Объемный интеграл 4 77 

— коэффициент 496 
Огибающая 308 
Ограничение 319 
Ограниченность 28, 29 
Одноадресная команда 618 
Однозначная ветвь 52 

— функция 44 

Одиопараметрическое семейство 307 
Однополостгіый гиперболоид 270, 271 
Однородная система уравнений 180, 452 

— среда 147 

— функция 253 

Однородное дифференциальное уравнение 
4 14 

— линейное условие 438 
Однородный поток 194 
Односвязная область 400 
Округление 32 
Оперативная память 617 

Оператор 282, 404, 432, 449, 450, 576 

— дифференцирования 404 

— образования разности 449 

— сдвига 449 

Операторное уравнение 451 
Операторный метод решения 451, 452 
Определенный интеграл 346, 351—355 
Определитель 170, 171 

— матрицы 275 


Определитель системы 176 
Оптимальность 16 

Оптическое свойство конических сечений 
126 

Органического роста закон 417 
Ориентированная линия 345 

— поверхность 193 
Ориентированное многообразие 505 
Ориентированный отрезок 181 
Орт 189 

Ортогонализация 209, 555 
Ортогональная матрица 292 
—система координат 259 495, 517 

- функций 553 

Ортогональное отображение 292 
Ортогональность векторов 209 

— функций 553 

- с весом 570 

Ортогональный базис 209 
Осевой вектор 199 
Основная гармоника 561 

— теорема алгебры 229 
Основной тон 562 

Особая линия 317, 420, 421 

— точка 307, 31 7, 420, 422, 429, 462 
Особенность интеграла 382 

Особое решение 411, 421 
Осреднение 483 
Останов 6 19 
Остаток ряда 103 
Остаточный Член 139 
Остроградского формула 509 
Острый экстремум 145 
Ось абсцисс, ординат 4І 

— п араболы 56 
Отделение корней 152 
Открытая область 242 
Открытый интервал 28 
Отладка программы 626 
Относительная частота 580 
Отображение 238, 282, 285, 297 

— в 282, 283 

— на 285 

Отрицательная определенность 313 


Парабола 56, 77 

— безопасности 309 
Параболическая точка 316 
Параболический цилиндр 263 
Параболоид 264, 272 
Параллелограмма правило 182 
Параллельность векторов 191 

— плоскостей 268 
Параметр 25 

— эллипса 89 

Параметрическая зависимость 76, 266 
Параметрические уравнения 76 211, 212, 
264-266 

Парсеваля равенство 567—569, 577, 578 
Первообразная функция 323 
Первый интеграл 430, 431 
Переадресация 624 
Перевал 24I 

Перегиба точка 57, 58, 148 
Передача управления 622 
Переменная величина 25 210 
Переносная скорость 304 
Переопределенная система уравнений 432 
Переполнение ячеек 619 
Перестановка порядка интегрирования 
486, 488, 491 

Перестановочные операторы 450 
Пересчет 472 
Переходный процесс 457 

— режим 110 
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Период 46 

— колебания 65, 445 

Периодическая функция 46, 47, 560—562 

Перпендикулярность векторов 191 

Перфокарта 616 

Перфолента 616 

Перфоратор 616 

Плавающая запятая 615 

Планиметр 370 

Плоское поле 248, 307 

Плоскопараллельное поле 248 

Плоскость 297 

— аргументов 240 
Плотность в точке 1 16, 482, 483 

— вероятности 588 

— распределения случайной величины 588 
Площадной коэффициент 495, 497 
Площадь 345, 346, 362—364 

— поверхности 367, 368, 490 
Поверхностный интеграл 478 
Поверхность вращения 264 

— разрыва 246 

— с краем 317 

— уровня 246, 304 
Повторная сумма 485 
Пограничный слой 467 
Погрешность 30 
Подобное преобразование 75 
Подпространство 203, 261 
Подынтегральная функция 324 
Подынтегральное выражение 324 
Показательная форма комплексного числа 

225 

— функция 48, 62, 124 
Поле 247, 248 

направлений 41 1, 412, 428, 430 
скоростей 430 

— числовое 203 

Полная кривизна поверхности 316 

— производная 304 
Полное приращение 2 50 
Полной вероятности формула 586 
Полный дифференциал 249, 250, 257 

- интегрирование 418 

Положительная определенность 313 
Полу конус 2 64 

Полукубическая парабола 58 
Полуось 84, 86, 269 
Полуцелое значение 165 
Полюс 71 
Полярная ось 71 
Полярное уравнение 74. 88 
Полярные координаты 71, 492 
Полярный радиус 71 

— угол 71, 72 

Понижение порядка дифференциального 
уравнения 425—427, 433 
Порядок величины 31 

— дифференциала 134 

— дифференциального уравнения 409 

— лннин 78, 79 

— малости 104, 107 

— матрицы 275 

— производной 133 

— разности 163, 164 
Последовательность 43 
Постоянная величина 25, 29 
Поступательное движение 181, 514 
Потенциал 375 

Потеря точности 33, 530 

— устойчивости 440 
Поток вектора 507, 508 

Почти периодическая функция 562 
Правая система координат 195 

— тройка 195 
Правильная дробь 234 


Правильная сходимость 392 
Правый винт 194 

Практическая бесконечность 94, 95 

— невозможность 587 

Предварительное дифференцирование 423 

— логарифмирование 125 
Предел 97, 98 

—суммирования 101 
Предельная погрешность 30 

-абсолютная 30, 33 

- относительная 31, 34 

— точка 98 

Предельное значение 98 
Преобразование 282 

— команд 624 

Приближения последовательные 157, 178, 
321, 459 

Приближенное число 31 
Приближенные вычисления 30 
Прикидка корня 156 
Приложения точка 182 
Приращение 54 
Проб метод 1 54 
Прогиб 403, 404 
Программа 619 
Продолжение решения 438 
Проектирование формулы 193 
Проекция 187, 265 
Производная 117, 119—122 

— по направлению 302 
Производящий степенной ряд 547 
Произвольная постоянная 323, 410 
Промежуточная переменная 39 
Проминь 629 

Прообраз 282, 297, 404 
Простейшие рациональные дроби 234—237 
Простой корень 230 
Пространство аргументов 246, 247 

— над полем 203 
Противоположные события 583 
Противоположный вектор 184 

— элемент 202 
Прямая линия 81, 82 

— решений 179, 269 
Прямоугольная матрица 274 
Прямые методы 319 
Псевдовектор 199 
Псевдоскаляр 199 
Пуассона закон 591 
Пучок прямых 82 


Рабочая ячейка 620 
Равновесие 456 
Равной точности принцип 35 
Равномерная сходимость 534 

— шкала 2 6 

Равномерное распределение 591 

— уклонение 533 
Радиус кривизны 215 

— сходимости 537,'538 
Радиус вектор 190, 204 
Развертка 216 

Разветвление программы 624 
Раздан 629 

Разделение переменных 361 
Разделенная разность 163, 164 
Разложение вектора 185—187 
—определителя 174 
Разложения метод 327 
Размеры матрицы 275 
Размерность величины 24 

— пространства 205, 260 
Разностное уравнение 547 
Разрыв первого рода 109 

Разрыва точка 45, 108—1 ІР, 243, 244 
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Разрывная функция 45, 108—1 10, 243, 244 
Разряд 615 

Ранг матрицы 280, 281 
Распадение линии 80, 81 
•— поверхности 262 
Расстояние между точками 70, 192 
Расходимость векторного поля 509 

— процесса 1 57 

Расходящийся интеграл 375, 382, 383 

— ряд 102 

Рационализация интеграла 335 
Рациональная функция 47, 48, 333—335 
Реальный масштаб времени 611 
Ребро возврата 317 
Регулярный интеграл 389 
Резонанс 448 

Рекуррентная формула 335 
Решение дифференциального уравнения 
409 

Риккати уравнение 416 
Римана дзета функция 528 
Ротор 513 
Рулетта 78 

Рунге — Кутта метод 472, 473 
Ряд 101, 520 

— в определителе 172 


Самопересечения линия 317 

— точка 78, 307 
Сбой 626 

Свободный вектор 182 
Связанный вектор 182 
Связность 242 
Связь 317 
Седло 422 
Сетунь 627 
Сечений метод 269 
Силовая линия 506 
Симметрическая матрица 275, 293 
Симметричная форма дифференциального 
уравнения 418 

•-системы дифференциальных уравне¬ 

ний 429 

Симпсона формула 372 
Сингулярный интеграл 389 
Синус 64, 224 

— гиперболический 62, 63, 122 
Синусоида 64 

Синѵс преобразование Фурье 576 
Система дифференциальных уравнений 
427—430, 452—455 

— линейных алгебраических уравнений 
175—180, 281, 282 

— первого приближения 457 

— случайных величин 592, 593 
Скаляр 181 

Скалярное поле 247, 302—307 

— произведение 188, 189, 207 
Скалярный квадрат 189 
Скользящий вектор 182 
Сложения закон 483 

Сложная функция 38, 39, 121, 251, 252 
Случайная величина 588 
Случайное событие 579 
Смешанная производная 256 

— разность 256 

Смысл тройки векторов 195 
Собственная частота 436 
Собстве гное значение 279, 290 
Собственный вектор 279, 290 

— интеграл 374, 390 
Событі-іе 260, 5,79 

Ссвмескіач систем уравнений 254 
Совместное распределение 592 
Совокупность 201 


Соприкасающаяся окружность 215 

— плоскость 2 14 
Соприкосновение линий 74 
Сопряженная матрица 277 
Сопряженное комплексное число 222, 223 
Составляющая 186 

Сохранение энергии 430 
Спектр волновых чисел 574, 575 

— задачи 440 

Спектральная плотность 575 
Специализированная машина 608, 613 
Специальные функции 343, 369, 370 
Сравнения признак 378, 379, 520, 521 
Среднее значение случайной величины 595 
- функции 357, 358, 479 

— интегральное уклонение 533 

— квадратичное отклонение 598 
- уклонение 533 

Средняя плотность 1 16, 482, 483 

— скорость 115 
Стандартная подпрограмма 625 
Статический момент 480 
Стационарная точка 142, 311 
Стационарное значение 143 

— поле 247 

Степенная функция 48, 57—59, 124 
Степенной ряд 141, 461, 537—546 
Степень вырождения 299 

— многочлена 47, 48 

— оператора 450 

— правдоподобия 582 

— свободы 260 
Стильтьеса интеграл 503 
Сток 508 

Стокса формула 516 
Столбец 171 

Столбцевая матрица 275 
Стрела 628 

Стремление к пределу 97 
Строго внутренний интервал 536 
Строчка 171 
Строчная матрица 275 
Структурная схема 612 

— устойчивость 261 
Сумма ряда 102 
Сумматор 618 
Суммирующая машина 611 
Суперпозиции прині'ип 404, 435 
Существенные параметры 260 
Сфериче кая симметрия 499 

— точка 316 

Сферические координаты 259, 493 
Сходимость в среднем 534 

— процесса 157, 178 

Сходящийся интеграл 375, 382, 383, 499 

— ряд 102, 534 

Счетно аналитическая машина 611 
Счетно перфорационная машина 611 


Таблица 40 

— с двумя входами 239 
Табличная производная 124 
Табличный интеграл 326 
Табулирование 41 
Тангенс 65 

— гиперболический 62—64, 122 
Тангенсоида 65 

Тангенциальная составляющая 214 
Тейлора многочлен 140 

— ряд 140, 142, 544 

— формула 139, 140, 309, 310 
Текущая точка 26 
Текущие координаты 73 
Тождестве гное отображение 287 
Тонкое свойство 261 
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Топологическое пространство 
Тор 316, 395 
Торичелли закон 362 
Тотальный экстремум 144 
Точка наблюдения 504 

— пространства 260 
Точная производная 426 
Траектория 76 
Транслятор 626 
Транспонирование 173, 275 
Трансцендентная линия 78 

— поверхность 262 

— функция 48 

Трансцендентное уравнение 152 
Трапеций формула 371, 372 
Треугольная форма системы уравнений 178 
Трехадресная команда 618 
Тривиальное решение 180, 279 
Триггер 617 

Тригонометрическая форма комплексного 
числа 220 

Тригонометрические функции 48, 64—66 
Тригонометрический ряд №6—566 
Тройка векторов 195 
Тройной интеграл 478, 491, 492 


убывание функции 44, 142 
Угловой коэффициент 54, 55 
Угол между двумя линиями 61» 118 

-плоскостями 267 

Удар 403 

Удвоение ячеек 616 
Узел 371, 422 

Уклонение функций 533, 534 
Укороченная система уравнений 457 
Умножение слева, справа 277 
Универсальная машина 612 
Универсальный машинный язык 626 
Уплощения точка 316 
Упрощения метод 469, 470 
Уравнение линии 72, 74, 264 

— поверхности 262 

— с частными производными 409 
Урал 627 

Условная вероятность 584 
Условное распределение вероятностей 598 
Условный экстремум 317—319 
Установившееся поле 247 
Устойчивость машины 617 

— по Ляпунову 456—458 
Устранимый разрыв 108 
Устройство управления 612 


Фаза 65, 72 

Фазовая плоскость 430 
Фазовое пространство 430 
Факторизация 452 
Ферма принцип в оптике 147 
Фибоначчи числа 548 
Физическая бесконечность 94, 95 

— точка 115 

Фиксированная запятая 615 
Финитная функция 575 
Фокус 83, 86 , 89, 90, 422 
Формальный степенной ряд 547 
Френеля интегралы 369 
Фундаментальная система решений 434 
Функционал 353 

Функциональная зависимость 36 

-функций 300, 301 

Функциональное пространство 203 
Функциональный определитель 254 

— ряд 534—537 

Функция 36—41, 239—242, 246 


Функция влияния 403-405, 504 

— от матрицы 549, 650 

-случайного аргумента 593, 594 

■— ошибок 369 

— регрессии 599 

— точки 247 , 248, 483 
Фурье коэффициенты 557, 558 

— преобразование 574—577 

— ряд 556—558 
Фурье-образ 575 


Характеристическая функция 599, 600 
Характеристический многочлен 442 
Характеристическое уравнение 279, 442, 454 
Характерная величина 25 
Хорд метод 154 


Целая рациональная функция 47 
Центр 422 

— гиперболы 86 

— кривизны 215 

— тяжести 394, 395, 481 

— эллипса 83 

— эллипсоида 269 
Центральная разность 165 
Цепная реакция 417 
Цикл 622 

Циклическая перестановка 195 
Циклоида 77, 78 

Цилиндрическая поверхность 262, 263 

— функция 462—464 
Цилиндрические координаты 258 , 493 
Цилиндрическое копыто 366 

— тело 481 
Циркуляция 512 

Цифровая вычислительная машина 608 


Частная производная 248 

— разность 256 

— сумма ряда 102 

Частное значение функции 37 

— приращение 248 

— решение 179, 410 
Частный дифференциал 248 
Частота 65 

Чебышева многочлены 571 
Четверть 69 
Четная функция 47 

Численное дифференцирование 168, 169 

— интегрирование 371—374 

— решение уравнений 154—158. 177, 178, 321. 
322, т—ііъ 

Число е 61, 106, 141 
Числовая матрица 274 

— ось 26 

Числовое пространство 203, 204 
Числовой вектор 204, 275 

— ряд 101, 520-525 
Чисто мнимое число 220 
Член ряда 101 

— суммы 101 


Шаг таблицы 40 
Шагов метод 547 
Шанс 581, 582 


Эвольвента 216 
Эволюта 216 
Эйлера ломаная 471 
— метод 470—472 



640 


УКАЗАТЕЛЬ ОБОЗНАЧЕНИЙ 


Эйлера постоянная 524 

— теорема об однородных функциях 253 

— уравнение 449 

— формулы 225 
Эйлеров интеграл 385, 387 
Эквивалентность 104 

Экспоненциальная функция 48, 62, 224, 416 
Экспоненциальное нарастание 416 

— убывание 417 
Экстраполяция 40, 167 
Экстремальный принцип 147 
Экстремум 143, 310 
Экстремума точка 143, 310 
Эксцентриситет 84, 89 
Электрический интегратор 608 
Элемент величины 115, 480, 484 

— машины 616 


Элемент объема 480 

— определителя 171 

— пространства 201 , 260 
Элементарные функции 48, 49, 122—125 
Эллипс 83—86 

Эллипсоид 269, 270 
Эллиптическая точка 316 

— функция 343 
Эллиптический интеграл 343 
Эмпирическая формула 67 
Эмпирический подсчет вероятности 581 
ЭНИАК 611 

Эпициклоида 78 


Якобиан 254 
Ячейка 612 


УКАЗАТЕЛЬ ОБОЗНАЧЕНИЙ 


Константы е 61; 546; 133, 142; Э 524. 

Функции (общие обозначения) / (х) 37; у 1 37; 7 (х, г/) 38; г | 38; 

і X = а \ X = а 

I У = ^ 

} (ф (х)) 38; у (х) 39. 

Функции специального вида Іпхбі; ехр х 62; з1і х, с1і х, і1і (х) 62; агзЬ х, агсЬ х, 
агіЬх64; Ьн 2 226; Егі х, С (х), 5 (х), Еі х. 8іх, Сі х 369; Г (р) 385; В (р, д) 387; 
б (X) 401; е (х) 403; С (х; I) 404, 405, 504; ^ (х) 463; У (х), N (х) 464; I (р) 528; 
(х) 555; (X) 571; Ф(0 592, 604. ^ Р Р 

Знаки теории пределов «, > 64, 104; оо 96; 11т, ха 97; 11 т, Ііт 98; аЭ 104; 

о. О 107; Пх) - Оо + + ... 552. 


Знаки разностного исчисления Д, Дх 54, 108; Д^ 163; Дд 164; Д^ы 248, 

Знаки дифференциального исчисления у' 117; (іу 128, 249; 128; х 131; у". 


5 ^'”’ 133; X, а^у, а”-у, 
д^и 


а^у 


Лх 


134; Ну 248; ди, 

П ^ X 


ди 

дх 


249; 


Р (Л Ф) 
о {и, V) 


дх* 


255; I 56, 495. 


Знаки векторного исчисления а, АВ, | а | 181; 0 183; пр, а 187; а • Ь, (а, Ь) 188, 
207; г, е 190; 5 194; ахЬ, [а, Ь) 196. * 

Знаки теории комплексных чисел Ке, Іт 219; | 2 |, аг^ 2 , Агд 2 220; г*. Т 222. 

Знаки теории матриц | ^ й (с ^ 

сіеі А, I 275; гапд 281. 

Знаки теории поля , дгай и 302; дгай^ и 303; йіѵ А 509; го4 А; гоі^ А 513. 

э 

Знаки интегрального исчисления ^ } (х) дх 324; ^ } (х) дх 346; Р (х) 351; ^ 357. 

а 

479; ф 398; ^ и да 477; ^ ^ 487. 

^ (Й) (О) 

Знаки теории вероятностей Р 580; Р .[Л | В| 584; ^ 589; 5, М|||, М| 

595; 0&, О 597; ^ 599 

Некоторые другие знаки [ЛІ] 24; ==» 34; ^46; 2 101; ^ 201; б, (Р) 202 ; 569. 



